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llOiJEL  '^J.).  —  CoLHS  DE  Calcul  infinitésiiial.  Gr.  in-8";  t.  I,xv-5o8  |ki;40s, 
1878;  l.  II,  47^  pagtîs,  1879.  —  Paris,  Gaulhier-Villars. 

Kii  1871  (t.  II  du  Bulletin,  p.  2:>7),  noire  rrgrolU*  collaborateur 
Pain  vin  rendait  compte  d'un  Ouvrage  autograpbié  de  M.  Iloiiel, 
fjuî  n'était  que  la  reproduction  des  Leçons  faites  par  ce  professeur 
avec  tant  de  zèle  et  de  succès,  depuis  nombre  d'années,  à  la  Faculté 
des  Sciences  du  Bordeaux.  Cet  Ouvrage  autograpbié,  tiré  à  nn 
petit  nombre  d'exemplaires,  a  reçu  le  meilleur  accueil,  et  le  tiiage 
en  a  été  promptement  épuisé. 

Encouragé  à  juste  titre  par  ce  premier  résultat,  l\ï.  Hoiiel  a  pensé 
qu'une  édition  nouvelle  et  ]>!us  complète  serait  accueillie  avc'c 
faveur,  et  il  a  conçu  le  plan  de  TOuvragc  actuel,  dont  les  deux 
premiers  Volumes  ont  paru  et  qui  ne  tardera  pas,  nous  le  savons^ 
à  être  complété  par  la  publication  de  deux  autres  \  oluuies,  dont 
rimpression  se  pour>uit  avec  régularité  et  sera  promptement 
terminée. 

Quand  on  suit  avec  attention,  comme  nous  sommes  tenir  de  le 
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faire  en  qualité  de  rédacteur  de  ce  journal,  les  diilereiitcs  publi- 
cations  qui  se  font  chaque  jour  en  Mathématiques,  on  remarque 
une  transformation  complète  des  Ouvrages  destinés  à  l'Enseigne- 
ment. Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  exigences  du  public  mathé- 
matique se  sont  tout  à  fait  modifiées  ;  on  est  toujours  sensible 
aux  qualités  d'ordre,  de  symétrie  que  peut  oHrir  un  Ouvrage  de 
cette  nature  ;  mais  un  courant  incontestable  assure  avant  tout  le 
succès  aux  Ouvrages  les  plus  complets,  à  ceux  où  Ton  est  assuré  de 
trouver  le  plus  de  renseignements,  le  plus  de  théories  et  d'exercices, 
en  un  mot  à  ceux  qui  forment  une  véritable  encyclopédie  sur  le 
sujet  spécial  dont  Tautcur  a  à  s'occuper. 

L'Ouvrage  de  M.  Hoûel  sera  assez  complet  pour  satisfaire,  sous 
ce  rapport,  les  étudiants  les  plus  difficiles.  En  ce  qui  concerne  la 
théorie  iutinitésimale,  il  ne  diliere  pas  essentiellement  des  Leçons 
publiées  en  1870-71 .  Pour  ce  qu'on  appelle  quelquefois  la  métaphy- 
sique du  Calcul  infinitésimal,  l'auteur  est  resté  fidèle  au  point  de 
vue  qu'il  avait  adopté  et  qui  est  identique  à  celui  de  M.  Duhamel 
dans  la  première  édition  de  son  Cours  d' Analyse,  Mais  des  additions 
d'une  autre  nature  donnent  une  valeur  nouvelle  à  l'Ouvrage  actuel 
et  en  font  à  plusieurs  égards  un  Ouvrage  entièrement  distinct  des 
Leçons  autographiées. 

Nous  parlerons  d'abord  de  l'Introduction,  qui  ne  comprend  pas 
moins  de  102  pages..  Elle  se  compose  de  deux  Parties  distinctes.  11 
y  a  d'abord  des  notions  sur  le  Calcul  des  opérations,  qui  nous  pa- 
raissent des  plus  intéressantes.  Elles  sont  sans  doute  un  peu  abs- 
traites et  pourront  embarrasser  les  commençants;  mais  elles  plairont 
certainement  aux  professeurs,  et  nous  sommes  heureux  de  les  trou- 
ver dans  un  Ouvrage  français.  Du  reste,  M  Iloùel  les  éclaircit  en 
les  appliquant  à  la  théorie  des  variables  complexes.  La  deuxième 
Partie  de  riiitroduction  comprend  des  notions  présentées  avec  une 
grande  simplicité  sur  la  théorie  des  déterminants  et  sur  l'élimination. 

Le  Livre  premier  traite  des  principes  fondamentaux  du  Calcul 
infinitésimal.  L'auteur  a  maintenu  Tinnovation  qui  avait  été  ap- 
prouvée, et  selon  nous  avec  raison,  par  M.  Painvin  ;  immédiate- 
ment après  les  notions  fondamentales,  de  Calcul  différentiel,  il 
donne  la  définition  des  intégrales  définies  et  des  intégrales  indéfi- 
nies; on  trouvera  donc  dans  ce  premier  Livre,  en  même  temps  que 
la  définition  de  ces  intégrales,  Texposé  des  méthodes  générales  d'in- 
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lëgralion.  INous  Tefons  remarquer  aussi  que,  conformé  meut  a  la 
métaphysique  qu'il  a  adoptée  et  qui,  d'après  lui  et  d'après  Caruot, 
comprend  comme  cas  particuliers  tous  les  autres  points  de  vue, 
l'auteur  donne  une  définition  de  la  diliéreulielle  autre  que  celle  qui 
.  parait  aujourd'hui  généralement  adoptée  :  y  étant  une  fonction 
de  X  et  •)'  sa  dérivée,  pour  M.  Hoiiel  la  diflerenlielle  sera 


^'^;/4-x;^r. 


et  la  partie  qu'on  appelle  communément  la  diilérentielle  j'^/x,  il 
l'appelle  la  partie  principale  de  la  dillérentielle. 

Des  Chapitres  assez  développés  et  fort  intéressants  sont  consa- 
crés au  calcul  des  dérivées  d'ordres  supérieurs  et  à  l'étude  des  pro- 
priétés les  plus  simples  des  déterminants  fonctionnels.  Ce  Livre,  de 
même  que  les  suivants,  est  complété  par  un  recueil  étendu  d'exer- 
cices, qui  contribueront  certainement  à  augmenter  l'intérêt  et  l'uti- 
lité de  l'Ouvrage. 

Le  Livre  deuxième  traite  des  applications  analytiques  du  Calcul 
infinitésimal,  des  développements  en  série  des  formules  de  Taylor 
et  de  Maclaurin  dont  les  applications  sont  extrêmement  variées,  des 
vraies  valeurs  des  expressions  indéterminées,  etc.  jNous  avons 
remarqué  des  discussions  fort  intéressantes  sur  les  maxima  et  les 
iniuima,  et  en  particulier  une  méthode  très  simple  pour  reconnaître 
les  signes  distinctifs  du  maximum  ou  du  minimum  dans  le  cas  des 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  Le  Livre  contient 
également  les  applications  analytiques  du  Calcul  intégral  :  intégra- 
tion des  fonctions  rationnelles,  des  diilerentielles  binômes,  inté- 
4,Tales  multiples,  et  enfin  les  intégrales  eulérienues,  où  M.  Hoiiel 
fait  connaître  la  formule  importante  de  Diriclilet,  qui  comprend 
comme  cas  particuliers  un  si  grand  nombre  de  déterminations  de 
volumes,  d'aires,  de  centres  de  gravité.  Ce  Livre  se  termine  par 
l'exposé  de  la  formule  de  sommation  de  Maclaurin  et  d'Euler,  et 
la  démonstration  de  cette  formule,  d'après  M.  Imchenetsky.  Des 
exemples  numériques  font  sentir  toute  l'utilité  de  la  Ibrmule.  Ln 
recueil  d'exercices  termine  également  ce  Livre  deuxième  et  le 
premier  Volume  de  TOuvrage. 

C'est  dans  le  Livre  troisième  que  sont  abordées  les  applications 
géométriques,  la  théorie  des  tangentes,  celle  des  asymptotes,  la 
longueur  d'un  arc  de  courbe,  les  points  d'inflexion,  la  courbure, 
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les  enveloppes,  les  points  singuliers,  etc.  Mais  nous  insisterons  sur 
un  Chapitre,  d'ailleurs  élémentaire,  consacré  à  la  méthode  des  équi- 
pollcnces  de  M.  Bcllavitis.  Cette  belle  théorie  du  géomètre  italien 
se  confond  maintenant  avec  celle  de  la  représentation  par  un  point 
d'une  variable  complexe  ^  bien  que  les  principes  en  soient  devenus 
familiers,  on  n'insistera  jamais  trop,  à  notre  avis,  sur  les  avantages 
considérables  qu'elle  peut  présenter  en  Géométrie.  jNous  signalerons 
aussi  un  Chapitre  sur  les  courbes  dans  l'espace,  la  courbure  des  sur- 
faces d'après  le  Mémoire  de  Gauss  et  sur  les  coordonnées  curvilignes. 
La  première  partie  du  Livre  quatrième,  consacré  entièrement  aux 
équations  diflerentielles,  forme  le  complément  du  deuxième  Volume. 
Nous  y  signalerons  particulièrement  l'application  à  l'intégration  de 
quelques  équations  linéaires  de  la  belle  méthode  d'Euler  et  de 
Laplacequi  consiste  à  représenter  une  fonctiony(j:)  par  l'intégrale 

prise  entre  des  limites  déterminées"  dans  la  rédaction  de  cette  par- 
tie, M.  Hoiiel  a  mis  à  profit  l'Ouvrage  de  M.  S.  Spilzer  :  f^orle- 
sungfm,  etc.  Nous  remarquons  aussi  dans  ce  Livre  l'heureux  emploi 
des  notations  symboliques  et  des  fondions  entières  de  la  caractéris- 
tique de  dérivation  D^.  11  nous  semble  qu'il  y  a  un  réel  intérêt  h 
faire  connaitre  aux  élèves  ces  procédés  de  démonstration,  qui  les 
prépareront  à  l'élude  de  la  théorie  des  formes  où  ils  sont  d'un  usage 
continuel. 

Quant  a  la  démonstration  du  théorème  fondamental,  que  toute 
équation  différentiel  le  a  une  intégrale,  l'auteur  a  suivi  la  méthode 
si  intéressante,  due  à  Cauchy  et  dont  nous  devons  la  connaissance, 
un  peu  confuse,  au  Calcul  intégral  de  M.  l'abbé  Moigno.  Nous 
aurions  désiré  que  l'auteur  la  présentât  avec  plus  de  développement 
et  qu'il  retendit  à  un  nombre  quelconque  d'équations  diflerentielles 
du  premier  ordre,  comme  l'a  fait  M.  Lipschitz  dans  un  important 
Mémoire  dont  nous  avons  autrefois  publié  la  traduction.  Mais, 
comme  on  peut  toujours  ramener  à  un  tel  système  une  équation 
d'un  ordre  quelconque  contenant  une  seule  fonction  inconnue,  il 
n'y  a  pas  là  une  objection  de  fond. 

On  voit,  par  ce  résumé  trop  succinct  des  matières  contenues  dans 
les  deux  premiers  Volumes,  que  le  Traité  de  notre  excellent  collabo- 
rateur et  ami  est  un  Ouvrage  consciencieusement  écrit,  et  nous 
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sommes  convaincu  qu'il  sera  accueilli  avec  la  même  laveur  que  le 
Traité  aulograjihié  qu'il  est  destiné  à  remplacer,  elqui  étaitdevenu 
très  rare  et  très  recherché.  Dans  celle  analyse  rapide,  nous  avons 
négligé  quelques  points  de  détail  sur  lesquels  nous  aurions  eu  à 
faire  quelques  réserves  ;  mais,  par  compensation,  nous  n'avons  pas 
signalé  bien  des  théories  secondaires  qui  sont  récHement  intéres- 
santes et  qui  contribueront  à  augmenter  la  valeur  de  l'Ouvrage.  11 
ne  nous  reste  plus  qu'«i  exprimer  le  désir  que  l'Ouvrage  soit  promp- 
tement  terminé  et  que  Tapparition  des  deux  derniers  Volumes 
couronne  dignement  le  travail  considérable  de  notre  collaborateur. 

(;.  I). 


BUIOT  (C).  —  Théorie  des  fonctions  abéliennes.  —  In-4''»  >8i  pages.  Pa- 
ris, Gauihier-Villars,  1879. 

On  sait  quels  importants  progrès,  depuis  vingt-cinq  ans  environ, 
MM.  Briotet  Bouquet  ont  réalisés  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques et  abéliennes:  V  Etude  des  fonctions  d'une  variable  imagi* 
naire^  \vs  Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par 
dffs  équations  différentielles,  insérées  dans  le  XXXVP  cahier 
Au  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  la  Théorie  des  fonctions 
doublement  périodiques  et  en  particulier  des  fonctions  elliptiques 
(i  859  ).  enfin  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques  (  1 876  )  constituent 
une  œuvre  capitale,  dont  toutes  les  parties  se  tiennent  étroitement 
<*loù  Ton  ne  saurait  trop  admirer  l'unité  de  la  méthode,  la  fécon- 
dité de  ridée  directrice,  la  richesse  des  développements  et  rextreme 
clarté  ou  toutes  choses  sont  mises. 

Celle  œuvre  se  trouve  achevée  (si  toutefois  ce  mot  peut  s'appliquer 
lorsqu'il  s'agit  de  recherches  scientifiques)  par  la  publication  de  la 
T/iéorie  des  fonctions  abéliennes,  due  à  iM.  Briot  seul,  qui,  pendant 
plusieurs  années,  avait  pris  cette  théorie  pour  sujet  de  ses  Leçons  à 
laSorbonne. 

MM.  Clebsch  et  Gordan  ont  publié  sur  ce  sujet,  en  1866,  un 
Livre  bien  connu.  [Théorie  der  yJbelschen  Functionen)^  dans  Icîquel 
ils  traitent  le  cas  particulier  où  l'équation  proposée  n'admet  que 
(les  points  critiques  du  second  ordre;  M.  Briot,  au  contraire,  traite 
la  qucbtiou  dans  tonte  sa  généralité,   indépendamment  de  l'ordre 
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des  points  criliques,  de  leur  distribution  dans  le  plan  et  de  la  loi  de 
permutation  des  racines  autour  de  ces  points. 

L'Ouvrage  s'ouvre  par  une  Introduction  où  l'auteur  a  rappelé  les 
principes  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques. 

Dans  la  première  Partie  (p.  1-78),  l'auteur  traite  des  intégrales 
abélieiines  de  premièrç  espèce,  en  suivant  d'ailleurs  la  même  voie 
que  MM.  Clebsch  et  Gordan,  mais  en  laissant  de  côlé  les  considé- 
rations géométriques  qu'ils  ont  employées. 

La  formation  des  intégrales  de  première  espèce,  la  détermination 
de  leur  nombre  sont  obtenues  en  suivant  une  marche  due  à  M.  El- 
liot  (  Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  9^  série, 
t.  IV,  1 875  )  (  *  ) .  M.  Briot  étudie  eiijsuite  la  formation  des  systèmes  de 
lacets  fondamentaux  de  première  et  de  seconde  espèce,  ainsi  que 
les  circuits  de  première  et  de  seconde  espèce.  Les  périodes  d'une 
intégrale  abélienne  de  première  espèce  sont  les  valeurs  de  l'inté- 
grale définie  relatives  aux  différents  o  c/e5  simples,  formés  chacun 
d'un  certain  nombre  de  lacets  fondamentaux  et  d'un  seul  lacet  non 
fondamental  \  suivant  que  l'on  considère  les  cycles  de  première  ou 
de  seconde  espèce,  on  obtient  les  périodes  de  première  ou  de  seconde 
espèce  5  p  étant  le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce,  tous  les 
cycles  se  ramènent  à  2^  cycles  simples  :  tel  est  donc  le  nombre  des 
périodes  de  première  ou  de  seconde  espèce  pour  chaque  intégrale 
abélienne  de  première  espèce  \  d'ailleurs,  les  périodes  de  chaque 
système  s'expriment  linéairement  au  moyen  des  périodes  de  l'autre. 

L'auteur  établit  ensuite  la  relation  bilinéaire  entre  les  périodes 
w  et  e  de  deux  intégrales  de  première  espèce  u  et  v^^ 


P  =     ^        X   ^*'  ''*'  *'  ~  ^'  ' 


/:=  i  k  =.1 

»ar  la  considération  de  la  somme 


/i  —  m  —  I 


où  les  intégrations  sont  ellectuéesle  long  d'un  contour  simple,  eon- 


(•)  Voir  Bulletin,  I^,  270. 
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veuablemenl  choisi,  à  riutérieur  duquel  les  fonctions  u,  ^  sont 
holomorphcs  et  où  les  indices  se  rapportent  aux  m  valeurs  initiales 
ditlërcDtes  des  fonctions  it,  v  convenablement  définies.  La  considé- 
ration de  la  somme 

k=i  m—  I 

luoiUre  que  Ton  a 

et  qu'ainsi  le  déterminant  des  quantités  C^  est  un  déterminant 
gauche  égal  à  +i-  Une  série  de  transformations  simples  des 
période 4  permet  ensuite  de  ramener  ce  déterminant  a  la  forme  cano- 
nique, où  tous  les  éléments  sont  nuls,  sauf  les  éléments  contigus  à 
la  diagonale,  dont  les  uns  sont  égaux  à  -h  i)  les  autres  à  — i*,  on 
parvieut  ainsi  à  la  notion  des  périodes  nonnales,  puis  des  intégrales 
normales,  pour  lesquelles  les  périodes  normales  à  indices  impairs 

sont  toutes  nulles,  sauf  une  qui  est  égale  à  qtt  yj —  i.  Toutes  ces 
considérations  s'appliquent  sans  difficulté  aux  intégrales  hyperel- 
liptiques.  La  démonstration  du  théorème  d'Â bel  termine  la  première 
Partie. 

La  deuxième  Partie  (p.  79-172)  débute  par  la  démonstration, 
donnée  par  M.  Itouquet  dans  \e  Bulletin  (P*  Partie,  t.  III,  p.  265), 
de  l'existence  des  fonctions  définies  par  un  système  d'équations 
aux  différentielles  totales,  démonstration  qui  repose  surles  principes 
dont  MM.  Briot  et  Bouquet  se  sont  servis  pour  établir  l'existence 
des  fonctions  définies  par  un  système  d'équations  différentielles  à 
une  seule  variable  indépendante. 

Les  équations  différentielles  abélien nés  sont  ensuite  données  sous 
la  forme 


s 


^  dxu  —  duiy     (/=  1,2....,/?), 


OÙ  F'  est  la  dérivée  par  rapport  à  j^  du  premier  membre  d'une 
équation  irréductible  F  {jc^j)  =  o  de  degré /i,  et  où  Qi ,  Qi, .  .  .  ,  Q^ 
désignent  les  p  polynômes  entiers  en  x  etj^  de  degré /i  —  3  qui 
entrent  dans  la  formation  d'un  système  d'intégrales  abélieunesde 
première  espèce. 


L'cUide  des  cas  où  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des 

différentielles  c/j'i,  dx^ r/x,,  dans  les  é([ualions  dillerenticlles 

.  précédentes  peut  devenir  nul  montre  que,  à  rt'xeeptîon  des  valeurs 
des  variables  pour  lesquelles  il  y  a  indétermination,  toute  fonction 
rationnelle  et  symétrique  des  p  quantités  x, ,^*2,..  . ,  .r^  est  une 
fonction  monotrope  et  méromorplie  des  p  variables  indépendantes 
2ii ,  1/2, ... ,  Up  :  une  telle  fonction  est  dite  ahélienne. 

Pour  ellectuer  l'inversion,  Tauteur  suit  une  méthode  analogue  à 
celle  qu'il  avait  suivie  avec  M.  Bouquet  dans  le  cas  des  fonctions 
elliptiques.  Âpres  avoir  établi  les  principales  propriétés  de  la  fonc- 
tion &  k  p  variabl(!S, 

OÙ  les  p  nombres  entiers  //i|,  m,,  .  . .  ,  nip  doivent  prendre  toutes 
les  valeurs  et  où  les  - —  — -  constantes  a  qui  figurent  dans  le  poly- 
nôme homogène  et  du  second  degré 

P  =   \     ^    mintj^u,f, 

sont  telles  que  la  partie  réelle  de  ce  polynôme  soit  négative  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  des  nombres  m,  M.  Briot  définit  la  fonc- 
tion 

où- 


W(0     .r,.)  Jrrr    I  ,U 


est  une  intégrale  normale  de  première  espèce.  On  a  établi  précé- 
demment que  les  périodes  normales  de  rangs  pairs  2a,A  des  inté- 
grales normales  de  première  espèce,  telles  que  tt^*\  satisfont  préci- 
sément à  la  condition  imposée  aux  coefficients  du  polynôme  P  pour 
la  convergence  de  la  série  0.  Quant  aux  quantités  G,,  ce  sont  des 
constantes  arbitraires.  L'étude  de  la  fonction  ainsi  définie  conduit 
successivement  l'auteur  aux  théorèmes  suivants: 

La  fonction  &  [«^'^  (^.r,  ))  —  G,]  admet  p  zéros. 
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Ces  p  zt'ros  s/itis/o/if  ////.**  n'itilinfis 

h  -. ,, 

f//i/w  /rsffurt/cs  /f\s  tjuantitcs  (i^  .vo///  uidcprudunlcs  îles  arbi' 
irai  les  (),. 

Onpeul  ihîtcrininer  c(\s p  arbitraires  (î,-  de  façon  t/ur  les p  zéros 
soient  donnés. 

La  fonction 


>A     — 


^/<*/>—  f  variables  indépendantes  (.r, ,  j  i  ),  (xj,^  2  ), . . . ,  (.«'^.j,  )V-i) 
r.*/  identiquement  nulle, 

Im  somme  des  valeurs  d'une  intégrale  abélienne  normale 
«"^  (j',^>  )  awx  points  d'intersection  de  la  courbe  F=  o  et  d'une 
courbe  variable  de  degré  ni  —  3,  satisjaisatit  aux  conditions  re- 
latives aux  points  critiijues,  est  équivalente  à  la  quantité  con- 
stante 'X  C|. 

Im  fonction 

il—  /^  —  I 

admet  le  zéro  (  ç-,  >î  )  '^^  /^  —  1  autres  zéros  indépendants  du  premier. 
l'Annt  données  deua:  courbes  cj»  (  j\^  "^  =^  o^^i^{  jc  ^y)  =.0  du  degré  /i, 
^/  /  on  désigne  par  (  cai  y)fc  )  '^•s-  tfifi  points  d  intersection  de  la  pre^ 
mière  et  de  lu  courbe  proposée  F  (.r,  j  ),  et  par  (  çj,»  ^3/, )  /^^^  points 
'i  intei  section  de  la  seconde  et  de  la  même  courbe  F(a7,j')  =  o, 
si  de  plus  w'"(^/,,  n'f^)  sont  les  valeurs  (pi  acquièrent  les  intégrales 
(ihéliennes  u^'^  {If,^  f,f^)  quand  on  passe  de  la  première  courbe  à  la 
seconde  par  une  variation  continue,  la  /onction 

J 1  f     h~n  I 


i4  PRKMIÈllE  PAUTIK. 

^5^  égale  a  une  fonction  rationnelle  des  p  points  J";,,  j) /,,  f/ui  n'est 
antre  que  la  fonction 

h  -  I 

oà  Y^est  un  facteur  constant. 

Cette  dernière  pi'oposition  conduît  iinmédiateinent  à  Texpression 
des  fonctions  abéliennes  et  à  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles abéliennes. 

Lp  Volume  se  termine  par  deux  Notes,  l'une  relative  au  théorème 
de  Green,  Tautre  à  la  démonstration  de  cette  proposition  : 

Etant  donnée  une  équation  algébrique  irréductible  Y  [x^ y)  =  o 
du  degré  m^  toute  fonction  analj  tique  et  monotrope  du  point  [oc^y] 
et  qui  sur  toute  la  sphère  relative  à  la  2>ariable  x  n'admet  pas  de 
points  singuliers  autres  que  des  pôles  et  des  points  critiques  algé- 
briques est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  x  et  dey. 

J.  T. 


SCHUBERT  (H.).  —  Kalkul  der  ABZAH^E^'DR^  Geometrfk.  —  i  vol.  in-S", 
359  P«g<*s;  1879. 

On  trouveia  dans  ce  V^olume,  exposés  d'une  façon  systématique, 
un  grand  nombre  de  résultats  appartenant  à  cette  Géométrie  nu- 
mérique qui  a  son  origine  dans  les  travaux  de  M.  Chastes,  à  laquelle 
les  recherches  subséquentes  de  son  illustre  fondateur,  celles  de 
MM.  Zeuthen,  Clebsch,  Halphen,  de  Jonquières,  Sturm,  Maillard» 
V^oss,  Brill,  etc.,  et  celles  de  M.  Schubert  lui-même  ont,  depuis 
une  quinzaine  d'années,  donné  une  extension  si  considérable. 

L'originalité  du  Livre  de  M.  Schubert  consiste  surtout  dansl'em* 
ploi  continuel  d'un  système  de  notations  et  d'opérations  symbo- 
liques dont  il  convient  d'exposer  le  principe. 

Après  avoir  donné  une  classification  des  figures  simples  engen- 
drées par  les  éléments  essentiels  de  l'espace  ( point,  plan,  droite), 
l'auteur  explique  le  système  de  notations  dont  il  se  sert  pour  dési- 
gner les  diverses  conditions  fondamentales  relatives  à  ces  figures. 
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Ainsi,  p  désignant  un  point,  le  même  symboVe  p  exprime  ia  con- 
dition pour  que  ce  point  soit  dans  un  plan,  le  symbole  pg  la  con- 
dition pour  qu'il  soit  sur  une  droite  donnée,  et  le  symbole  P,  la 
condition  pour  que  le  point  p  soit  donné.  De  même,  les  symboles 
e^  e^,  E,  qui  se  rapportent  à  un  plan  e,  expriment  que  ce  plan  pas  e 
par  un  point  donné,  ou  par  une  droite  donnée,  ou  encore  est  donnée 
enfin  les  symboles  g^  yjr-  gp^  gs-^  tx,  relatifs  à  une  droite  g",  ex- 
priment que  celte  droite  rtmcontre  une  droite  donnée,  est  contenue 
dans  un  plan  donné,  contient  un  point  donné,  appartient  à  un 
iaisceau  de  droites  donné  ou  est  donnée  complètement. 

Si  maintenant  on  considère  une  condition  composée,  ou,  si  Ton 
veut,  l'ensemble  de  deux  conditions,  on  Texprimera  par  le  produit 
des  deux  symboles  des  deux  conditions  composantes  \  le  carré  d'un 
symbole  de  condition  veut  dire  que  deux  conditions  identiques 
doivent  être  remplies  à  la  fois  par  la  figure  à  laquelle  se  rapporte 
ce  symbole  de  condition  ;  les  produits  d'un  nombre  quelconque  de 
symboles,  la  puissance  n**"*  d'un  symbole  s'expliquent  de  même. 
Ainsi,  g^  veut  dire  que  la  droite  g  doit  couper  deux  droites  don- 
nées; A/ip,  où  h  désigne  une  droite,  veut  dire  que  cette  droite  ren- 
contre une  droite  donnée  et  passe  par  un  point  donné. 

La  somme  de  deux  symboles  de  conditions  imposées  à  une  figure 
signifie  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  conditions  doit  être  remplie. 

Les  conditions  imposées  à  une  figure  F  doivent  être  divisées  en 
deux  classes  suivant  que  ces  conditions  se  rapportent  à  une  figure 
donnée  P  ou  qu'elles  ont  un  caractère  invariant  -,  c'est  dans  cette 
dernière  classe,  par  exemple,  quil  faudrait  ranger  la  condition  im- 
posée à  une  courbe  plane  ponctuelle  générale  d'avoir  un  point  double. 

La  dimension  d'une  condition  est  le  nombre  d'équations  entre  les 
constantes  qui  déterminent  la  figure  à  laquelle  elle  est  imposée,  par 
lesquelles  on  exprime  cette  condition  \  ainsi  la  dimension  des  condi- 
tions p,  e,  g  est  I ,  celle  des  conditions  pg^  e^^  g^^  gp  est  2  ,  celle 
des  conditions  P,  E,  gg  est  3  ,  enfin  la  condition  G  est  quadruple. 
Si  l'on  considère  une  figure  dont  la  détermination  dépend  de  c 
constantes,  c  est  l'ordre  de  multiplicité  (Stiije)  du  système  formé 
par  les  00®  figures  obtenues  en  donnant  aux  c  constantes  toutes  les 
valeurs  possibles  ;  si  l'on  impose  h  ces  figures  une  condition  dont  la 
dimension  est  a,  le  système  des  figures  qui  satisfont  à  celte  condi- 
tion a  pour  ordre  de  multiplicité  c  —  a. 


i(;  l'UHMliUlli:   PARTIE. 

Par  (!XtMii[)lc,  le  svslrmc  cl<*  points  ou  de  j)laiis  situes  sur  un 
axe  ou  passant  par  un  axe  a  pour  ordre  de  niullipliché  i,  un 
« oniph'xe  (le  droites  a  pour  ordre  de  mulliplieilé  3,  ete. 

(les  délinilions  établies,  l'auteur  expose  un  prineipe  qui  est  foii- 
rl ameutai  dans  ses  reeliereliis  et  aucjuel  il  donne  le  nom  de  prin- 
vlpo.  de  la  conservation  du  nombre  (  Princip  ^'on  der  Erhallun^ 
der  yinzahl). 

Soit  r  une  (it;ure  dont  la  détermination  dépende  do  c  constantes; 
si  on  lui  impose  une  condition  de  la  c"'"'"  dimension,  il  y  aura  en 
i*énéral  un  nombre  fini  A  de  figures  F  satisfaisant  à  la  condition 
imposée.  Or,  en  supposant  que  celle-ci  appartienne  à  la  première 
catégorie,  c'est-à-dire,  se  rapporte  à  une  ligure  Y'  que  Ton  regarde; 
coinuu;  donnée,  ce  nombre  N  restera  le  même,  à  moins  de  devenir 
infini,  quelles  que  soientles  diverses  positions  particulières  que  l'on 
assigne  aux  éléments  de  la  figure  F'.  Ce  principe  est  lié  à  ce  fait  que. 
dans  une  équation  algébrique  entière  à  une  inconnue,  le  nombre 
des  racines  ne  dépend  pas  des  valeurs  spéciales  des  coeflicîents, 
mais  reste  toujours  le  même,  à  moins  qiuî,  tous  les  coefficients  deve- 
nant nuls,  il  ne  devienne  iniini  ;  par  exemple,  il  y  a  évidemoicnt 
deux  droites  qui  satisfont  à  cette  condition  de  rencontrer  quatre 
droites  dont  les  deux  premières  et  aussi  les  deux  dernières  sont 
dans  un  même  plan  :  il  y  aura  donc  toujours  deux  droites,  ou  une 
infinité,  satisfaisant  à  la  condition  de  rencontrer  quatre  droites 
données  \  il  est  à  peine  utile  de  dire  que  l'application  de  ce  principe 
demande  quelques  précautions. 

Voici  maintenant  en  quoi  consistent  les  équations  symboliques 
de  M.  Sebubert. 

Les  deux  membres  d'une  telle  équation  représentent  les  nombres 
de  figures  qui  satisfont  à  certaines  conditions;  ces  conditions  sont 
exprimées,  comme  il  a  été  expliqué  précédemment,  par  des  lettres 
ou  des  produits  de  facteurs*,  les  conditions  exprimées  par  chaque 
mowo/we symbolique  doivent  être  de  la  même  dimension,  et,  si  eettc 
dimension  e^t  égaie  à  l'ordre  de  multiplicité  du  système  des  figures 
considérées,  rien  n'empêclie  de  considérer  ce  monôme  comme 
représentant,  non  plus  la  condition  imposée  à  la  figure,  mais  le 
nombre  de  figures  du  système  qui  satisfont  à  cette  condition  .  On 
conçoit  dès  lors  sans  difficulté  ce  que  signifie  une  équation  dont  les 
deux  membres  sont  des  sommes  ou  des  diilérences  de  tels  monômes. 
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M.  Schubert  inlroduit  aussi  des  équations  dans  lesquelles  la  di- 
mension a.  des  conditions  représentées  par  chaque  monôme  est  infé- 
rieure à  Tordre  de  multiplicité  c  du  sysième  considéré. 

Une  telle  équation  doit  devenir  toujours  une  identité  quand  on 
multiplie  chacun  des  symboles  de  conditions  a"^'**  qui  y  figurent 
par  un  même  facteur  symbolique  représentant  une  condition  de 
dimension  c  —  a,  d'ailleurs  entièrement  arbitraire. 

Ainsi,  relativement  à  une  courbe  plane  du  /s'*"**  ordre  dépendant 
(le  c  constantes,  Tauteur  établit  Téquation  symbolique 

P  :=::  uv  —  /lu'. 


I  4 


OÙ  P représente  la  condition  (double)  pour  que  la  courbe  pass(* 
par  un  point  donné,  [x  la  condition  (simple)  pour  que  son  plan 
passe  par  un  point  donné  et  v  la  condition  (simple  aussi  )  pour  que; 
la  courbe  rencontre  une  droite  donnée  5  en  sorte  que  P,  /av,  //^ 
sont  bien  des  conditions  de  même  dimension.  Si  c  =  2,  le  sens  de 
cette  équation,  où  l'on  considère  P,  fjiv,  /i*  comme  les  nombres  dcî 
courbes  du  système  considéré  (dont  Toixlre  de  multiplicité  est  a) 
qui  satisfont  aux  conditions  doubles  P,  juv,  [i^^  est  évident.  Le; 
nombre  de  courbes  d'un  tel  système  qui  passent  par  un  point  donné 
est  égal  au  nombre  de  celles  dont  le  plan  passe  par  un  point  donné 
et  qui  rencontrent  une  droite  donnée,  diminué  de  n  fois  le  nombre 
de  celles  dont  le  plan  passe  par  deux  points  donnés.  Si  maintenant 
cest  supérieur  à  2,  Téquation 

P  )  z-z:  uvy  —  nu*  >•, 

oùjreprésente  une  condition  de  dimension  c  —  a,  devra  être  iden- 
tiquement satisfaite  quelle  que  soit  d'ailleurs  cette  condition.  ]l 
est  clair,  d'après  cela,  qu'on  peut  multiplier  tous  les  termes  d'une 
même  équation  par  un  facteur  symbolique  quelconque. 

On  voit  qu'on  peut  appliquer  aux  équations  symboliques  les 
règles  habituelles  tant  que  les  transfoi mations  sont  opérées  par 
voie  d'addition,  de  soustraction  ou  de  multiplication.  Ainsi,  de 
Téquation  précédente  on  tire,  en  multipliant  par  P,  par  jsxv,  par 
u',  les  équations  suivantes  : 

p»—  tAvP  —  «p*P, 
uv  p      -:  u'  v'  —  //  u'*  V  p, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  'à*  Série,  l.  IV.  (Janvier  1880.)  J 
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Dans  la  dernière  équation,  on  a  supprimé  le  terme  wfx*  =  o  ;  vn 
cilet,  il  ny  a  point  de  plan  qui  passe  par  quatre  points  donnés  arbi- 
trairement. 

Entre  les  conditions  fondamentales  relatives  au  point,  au  plan,  h 
la  droite,  il  existe  des  relations  symboliques  aisées  à  obtenir  ^  ainsi 
on  a 

Il  est  facile  de  prévoir  quel  parti  on  peut  tirer  de  ce  calcul  sym- 
bolique, quel  degré  de  généralité  et,  pour  ainsi  dire,  de  condensa- 
tion acquièrent  les  propositions  relatives  à  la  Géométrie  numérique, 
combien  enfin  de  telles  propositions  peut  contenir  un  Livre  comme 
celui  de  M.  Schubert,  entièrement  rempli  de  formules  où  figurent 
quelques  lettres  et  dont  chacune  équivaut  à  un  théorème  dont 
renoncé  en  langage  ordinaire  exigerait  habituellement  un  grand 
nombre  de  lignes. 

II  nous  reste  à  exposer  rapidement  à  quoi  ces  formules  se  rap- 
portent, 

La  seconde  Section  (p.  25-4i)  contient  les  formules  d'inci- 
dence [Incidenzformeln)  .  Après  les  éléments  fondamentaux  de 
l'espace,  point,  droite  et  plan,  les  figures  les  plus  simples  que  roii 
puisse  considérer  sont  formées  de  deux  tels  éléments,  dont  Fun  con- 
tient ou  rencontre  Vautre^  M.  Schubert  dit  alors  qu'ils  sont  i/ici- 
denîs  ou  qu'ils  forment  une  incidence.  Ainsi  les  trois  éléments 
forment  quatre  incidences,  k  savoir  les  figures  formées  :  d'un  point 
et  d'une  droite,  le  point  étant  sur  la  droite  \  d'un  point  et  d'un 
plan,  le  point  étant  sur  le  plan  \  d'une  droite  et  d'un  plan,  le  plan 
passant  par  la  droite  \  d'une  droite  et  d'une  droite  qui  la  rencontre. 

Pour  l'incidence  formée  d'un  point  et  d'une  droite,  on  a  l'équa- 
tion fondamentale 

d'où  l'on  déduira,  par  la  multiplication  symbolique,  des  formules 
dont  les  dimensions  seront  3,  4)  S*  On  saisira  la  portée  de  la  mé- 
thode de  M.  Schubert  par  l'application  qu'il  donne  de  cette  for- 
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mule  à  Vincidence  formée  par  la  tangente  à  une  courbe  gauche  et 
son  point  de  contact,  p  désignant  un  point  quelconque  de  cette 
courbe  et  g  sa  tangente  en  ce  point  :  en  sorte  que,  pour  cette 
courbe,  p^  représentera  la  condition  pour  que  l'un  de  ses  points  p 
soit  à  la  fois  sur  deux  plans  donnés  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
sur  une  droite  donnée,  ou  encore  la  condition  pour  que  la  courbe 
rencontre  une  droite  donnée  ^  de  même  ge  sera  la  condition  pour 
qu  elle  touche  un  plan  donné  et  pg  la  condition  pour  qu'elle  ren- 
contre un  plan  donné  en  un  point  tel  que  la  tangente  g  en  ce  point 
rencontre  une  droite  donnée. 

En  considérant  un  système  de  courbes  d'ordre  de  multiplicité  i, 
et,  par  suite,  d'ordre  de  multiplicité  2  par  rapport  aux  éléments 
d'une  de  ces  courbes  (point,  tangente,  incidence  formée  par  ua 
point  et  une  tangente  ),  eu  identitiant  ensuite  les  symboles  de  con- 
<lition  avec  les  nombres  de  courbes  du  système  qui  satisfont  à  ces 
œnditions,  on  voit  que  l'équation  fondamentale  exprime  le  théo- 
rème suivant  : 

En  ajoutant  le  nombre  de  courbes  gauches  d'un  sjsthne 
d'ordre  de  multiplicité  i  qui  rencontrent  une  droite  donnée  au 
nombre  de  celles  qui  touchent  un  plan  donné,  on  obtient  le  nombre 
des  courbes  de  ce  système  qui  coupent  un  plan  en  un  point  tel  que 
la  tangente  en  ce  point  rencontre  une  droite  donnée,  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  le  degré  de  la  courbe  lieu  des  points  de  con^ 
tact  des  tangentes  qui  rencontrent  une  droite  donnée,  ou  encore  le 
degré  de  la  surface  gauche  lieu  de  ces  mêmes  tangentes. 

Les  autres  formules  d'incidence,  relatives  soit,  comme  la  précé- 
dente, à  Tincidence  point-droite,  soi  taux  autres  incidences,  donnent 
également  lieu  à  de  nombreuses  applications. 

La  troisième  Section  (p.  /^i-^c^)  conùeni  les  formules  de  coïn- 
cidence. 

Deux  éléments  fondamentaux  (point,  plan,  droite)  forment  une 
coïncidence  quand  ils  sont  infiniment  voisins,  et  les  problèmes  que 
traitent  l'auteur    sont  compris  dans  l'énoncé  général  que  voici  : 

Exprimer  les  conditions  de  coïncidence  d'un  couple  d'élé- 
inenls  au  moyen  des  conditions  fondamentales, 

La  solution  de  ces  problèmes  dépend  du  principe  de  corres- 
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pondance.  Par  exemple,  pour  la  eondilion  de  coïncidence  e  d'un 
couple  de  points  p^  q^  on  a  Téquation  fondamentale 

g  désignant  la  droite  qui  joint  les  deux  points,  droite  dont  on  sup- 
pose la  position  limite  déterminée.  Celte  formule  et  celles  qui  s*eu 
déduisent  s'appliquent  à  la  détermination  des  nombres  relatifs  au 
contact  de  courbes  planes  et  de  surfaces.  Les  formules  de  coïnci- 
dence d'un  couple  de  droites  conduisent  à  des  résultats  importants 
dans  la  théorie  des  systèmes  de  génératrices  des  surfaces  du  second 
degré. 

Ces  deux  Sections  sont  ainsi  remplies  par  rétablissement  de 
nombreuses  équations  symboliques  ;  celle  qui  suit  concerne  au 
contraire  des  déterminations  de  nombres  (p.  90-227)  relatifs  à  des 
Ggures  assujetties  à  des  conditions  dont  les  dimensions  ont  pour 
somme  un  nombre  égal  au  nombre  des  constantes  qui  entrent  dans 
la  définition  de  ces  figures  (coniques,  surfaces  du  second  degré, 
courbes  planes  avec  point  de  rebroussement  ou  point  double,  cu- 
biques gauches,  jcourbes  planes  du  quatrième  ordre  situées  dans  un 
plan  fixe,  congruences  linéaires,  etc.).  Ces  nombres  sont  obtenus 
par  la  considération  des  dégénérescences  [Ausartungen). 

Par  exemple,  en  désignant  par  m^ld  les  deux  espèces  de  coniques 
dégénérées  et  aussi  les  conditions  pour  qu'une  conique  appartienne* 
à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces  deux  espèces,  puis  par  (ji,  v  et  /o  les  con- 
ditions pour  que  cette  même  conique  ait  son  plan  passant  par  un 
point  donné,  ou  bien  rencontre  une  droite  donnée,  ou  encon» 
touche  un  plan  donné  »  on  trouve  aisément  les  nombres 


m—fi 

1 


qui  correspondent  à  des  conditions  de  la  huitième  dimension,  con- 
ditions par  lesquelles  la  conique  est  déterminée  -,  de  ces  résultats 
on  peut  s'élever  à  la  détermination  des  nombres  de  la  forme 
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La  cinquième  Section  (p.   228-270)  concerne  les  coïncidences 
multiples  (coïncidences  des  points  d'intersection  d'une  droite  et 
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d'une  surface,  de  plusieurs  points  sur  uue  droite,  de  plusieurs 
(iroites  d'un  faisceau)  ;  elle  est  terminée  par  l'étude  des  singularités 
(run  complexe  du  /i**"*  ordre. 

Enfin,  la  dernière  Section  (p.  271-332)  contient  la  théorie  des 
caractéristiques  sous  une  forme  très  générale,  relative  à  une  Ggure 
quelconque  T  ou  plutôt  à  un  système  Z  de  telles  Ggures  et  d'un  ordre 
de  multiplicité  quelconque  I4.  Le  problème  général  que  se  pose 
M.  Schubert  consiste  à  exprimer,  lorsque  cela  est  possible,  toute  con- 
dition de  dimension  i  au  moyen  d'un  certain  nombre  de  conditions 
^'iipiM  ^  l'éqiiation  qui  relie  ces  diverses  conditions  subsistant  pour  tout 
système  d'ordre  de  multiplicité  i»  composé  de  figures  F.  Outre  les 
coniques,  M.  Schubert  s'occupe  des  figures  formées  par  une  droite 
cl  un  point  situé  sur  elle,  des  faisceaux  de  droites,  des  figures  for- 
mées par  une  droite,  un  point  situé  sur  elle  et  un  plan  passant  par 
elle,  des  figures  formées  par  une  droite  et  /i  points  situés  sur  elle, 
des  figures  formées  par  une  droite  et  n  droites  qui  la  rencontrent. 
L  étude  de  cette  dernière  figure  le  conduit  à  d'importants  résultats 
concernant  la  congruence  de  droites  communes  à  deux  complexes. 

Le  Volume  se  termine  par  quelques  pages  contenant  d'assez 
nombreux  renseignements  historiques  et  bibliographiques.  Signa- 
lons le  regret  exprimé  par  M.  -Schubert  de  n'avoir  pu  utiliser  les 
récents  travaux  de  M.  Halphen  sur  la  théorie  des  caractéristiques, 
travaux  qu'il  n'a  pu  connaître  qu'après  l'impression  de  son  Livre. 


BBTn  (E.).  —  Tboeica  delle  forze  newtonianb  b  sue  appligazioni  all'  blet- 

nOSTATICA  ED  AL  MAGNETISMO.  —  PiSB,  T.  Nistri,  1879. 

Cet  Ouvrage  de  M.  Betti  est  la  seconde  édition,  rtivue  et  fort  aug- 
mentée d'une  monographie,  qui  a  paru  en  i865  sous  le  titre  :  Teo- 
rica  delle Jorze  che  agiscono  seconda  la  legge  di  Newton;  mais  les 
changements  introduits  sont  tels,  qu'on  peut  regarder  ce  livre  comme 
entièrement  nouveau.  L'Ouvrage  est  partagé  en  trois  Chapitres,  qui 
traitent  respectivement  des  fonctions  potentielles  et  des  potentiels, 
de  l'électrostatique  et  du  magnétisme. 

Dans  le  premier  Chapitre,  l'auteur,  après  avoir  donné  la  défini- 
tion de  la  fonction  potentielle  d'un  système  de  masses  qui  agissent 
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en  raisuu  iiivcrSL-  du  rarré  dos  distances  et  propurtiunnelleiuciit  aux 
tuasses,  expose,  suivant  la  méthode  de  Jacobi,  la  transformation  dc 
l'expression  A'  pour  des  variables  (juelconqiics,  ce  fjui  lui  permet 
de  donner  îmmcdîatcincuL  la  fonction  potentielle  d'une  masse  lionio- 
géne  distribuée  entre  deux  sphères  concentriques,  la  fonction  po- 
tentielle d'une  ^urface  spheriquc  homogène  cl  celle  d'une  droîle. 
L'auteur,  au  moyen  des  résultats  ohtenus  dans  les  cinq  premiers 
paragraphes,  détermine  les  propriétés  de  la  fonction  polenlielle  et 
de  ses  dérivées  premières  et  secondes,  soit  à  l'extérieur,  soit  à  l'in- 
térieur des  masses,  soit  lorsqu'on  traverse  les  contours  des  niasses  \ 
il  démontre  ensuite  le  théorème  de  Dirichlet,  qui  prouve  que  ces 
pi-opriétés  sont  caractéristiques  de  la  fonction  |>otentielle. 

Le  §  XI  contient  U  démonstration  du  lliéorèmc  dcGreen  et  de 
ceux  qui  ont  été  donnés  par  Gauss  cl  qui  peuvent  facilement  être 
déduits  du  premier. 

Le  §  XII,  outre  le  théorème  de  Slokes  qui  sertà  transformer  une 
intégrale  double  en  une  intégrale  simple,  contient  les  propriétés  de 
la  fonction  potentielle  d'une  surface  qui  a  sur  une  des  faces  um- 
couche  de  matière  attirante  et  sur  la  face  opposée  une  couche  égale 
de  matière  répulsiie. 

Lorsque  l'on  a  déterminé  les  surfaces  <)e  niveau  d'un  système  de 
corps  donné,  la  fonction  potentielle  au  delà  d'une  surface  de  niveau, 
qui  renferme  tous  les  corps  donnés,  est  égale  à  la  fonction  poten- 
tielle d'une  masse  homogène,  mais  d'épaisseur  variable,  distribuée 
sur  la  surface  de  niveau.  L'auteur  résout  alors  ce  problème  : 
Dttterminer  les  conditions  pour  ifue ,  en  prenant  l'équation 
f'^j^,  y,  z,}.a,lio)  =  o,  dans  laquelle  }^  et  h  sont  des  paramètres,  et  en 
supposant  remplie  de  matière  homogène  la  couche  comprise  entre 
les  surfaces  f{x,  y,  z,  \,  Ao  )  =  o,f{x,y,  r,  Xn,  h^  -i-t)  =  o,-tes 
surfaces  de  niveau  dans  l'espace  extérieur  à  cette  couche  soient 
représentées  par  l'équation  f{x,  y,  z,'k^h„]  =  o,  dans  laquelle  on 
donne  à  X  toutes  les  valeurs  comprises  entre  Xo  ef  =o  . 

Si  ces  conditions  sont  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  de  A  com- 
prises entre  deux  nombres  donnés  a.  et  p,  la  fonction  potentielle 
d'une  masse  distribuée  par  couches  corn^spondantes  aux  valeurs  de 
h  comprises  entre  «  et  [3,  même  si  la  densité  varie  de  couche  en 
couche,  dépend  seulement  de  quadratures.  L'auteur,  en  appliquant 
cette  méthode,  trouve  la  fonction  potentielle  d'une  masse  hoaiogène 
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distribuée  entre  deux  ellipsoïdes  homotliétiques  in iiniment  voisins, 
et  ensuite  la  fonction  potentielle  d'une  masse  qui  remplit  l'espace 
compris  entre  deux  ellipsoïdes  homothétiques  et  dont  la  densité 
varie  de  couche  en  couche.  L'auteur  vérifie  ensuite  les  résultats 
obtenus  au  moj^en  du  théorème  de  Dirichlet  sur  les  propriétés  ca- 
ractéristiques. La  fonction  potentielle  de  l'ellipse,  soit  homogène, 
soit  hétérogène,  est  déduite  comme  cas  limite  de  celle  de  l'ellipsoïde, 
et  l'auteur  retrouve  ainsi  l'expression  déjà  donnée  par  M.  Diui. 

La  détermination  de  la  fonction  potentielle  d'une  surface  plane 
(§XVI),  ainsi  que  celle  d'un  polyèdre  (§  XVII),  conduisent  h  une 
série  de  théorèmes  fort  élégants,  et  la  détermination  de  la  fonction 
potentielle  d'un  cylindre  circulaire  droit  homogène  est  une  appli- 
cation fort  intéressante  de  la  méthode  de  Dirichlet. 

Dans  ces  premiers  paragraphes,  l'auteur  non  seulement  donne 
toutes  les  propriétés  des  fonctions  potentielles  des  forces  newto- 
uiennes,  mais,  soit  directement,  soit  au  moyen  du  théorème  de  Di- 
richlet, il  retrouve  aussi  les  expressions  de  presque  toutes  les  fonc- 
tions potentielles  qui  jusqu'à  présent  ont  pu  être  données  en  termes 
tinis. 

Le  potentiel  d'un  système  de  masses  sur  un  autre  et  le  potentiel 
d'un  système  sur  lui-même  sont  définis  dans  le  §  XX,  et,  comme 
application,  on  y  trouve  le  potentiel  d'un  ellipsoïde  sur  lui-même. 
Quand  on  a  le  potentiel  d'un  système  de  masses,  on  peut  écrire 
les  équations  du  mouvement  et  il  est  important  de  savoir  quelles 
doivent  être  les  conditions  afin  qu'aucune  des  distances  mutuelles 
des  points  ne  devienne  pas  infiniment  grande  ni  infiniment  petite. 

En  posant  4>  =  --2/n^m,  /•*  ,  où  M  est  la  somme  de    toutes   les 

masses  et  r,s^  la  distance  du  point  ;//,  au   point  /i/^^,  Jacobi   avait 

trouvé  la  relation  -jy  =  P  -h  a  /i  —  MV^ ,   dans  laquelle  P  est    la 

fonction  homogène  de  degré  —  i  qui  représente  le  potentiel,  Ii 
la  constante  des  forces  vives  et  N  la  vitesse  du  centre  de  gravité  ; 
de  cette  équation  l'auteur  déduit  que,  toutes  les  fois  que  les  points 
in  système  restent  à  distance  finie  dillérente  de  zéro  entre  eux, 
tandis  que  leurs  actions  mutuelles  suivent  la  loi  de  >ewton,  la  force 
Hve relative  moyenne  est  constante  et  égale  à  la  moitié  du  potrn- 
licl  moyeu. 
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La  recherche  des  points  de  maxiuia  et  de  miuiuia  de  la  foactioti 
potentielle  d*un  système  donné  conduit  à  plusieurs  théorèmes 
remarquables  et  celle  des  conditions  afin  que  le  potentiel  soit  fini 
montre  qu'il  est  pour  cela  nécessaire  que  les  masses  occupent  un 
espace  d*au  moins  deux  dimensions. 

Le  §  XXIII  est  employé  k  l'étude  des  lignes  de  force  ;  on  y  trou- 
vera les  méthodes  analytiques  pour  la  solution  du  problème  géné- 
ral et  l'application  à  la  déteruiiiiatiou  des  lignes  de  force  d'un  ellî[>- 
soïde  de  révolution. 

Le  deuxième  Chapitre  commence  par  l'exposition  de  l'hypothèse 
fondamentale  de  la  théorie  mathématique  de  l'électricité  et  des 
conditions  générales  alin  que  l'électricité  distribuée  sur  un  con- 
ducteur soit  en  équilibre  sous  Taction  simultanée  d'autres  conduc- 
teurs électrisés  et  de  corps  cohibents  chargés  d'électricité.  Le  pre- 
mier problème  d'équilibre  électrique  que  résout  l'auteur  est  celui 
<le  l'électricité  distribuée  sur  une  sphère  qui  se  trouve  sous  l'action 
de  forces  électriques  données.  Le  problème  analogue  pour  deux 
sphères  chargées  d'électricité  en  présence  l'une  de  l'autre  est  résolu 
à  l'aide  des  coordonnées  dipolaires.  L'auteur  donne  la  solution  de 
ce  problème  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  lorsque  cela  est 
])0ssible.  Le  cas  limite  de  deux  sphères  qui  viennent  en  contact  est 
traité  analoguement,  en  substituant  aux  coordonnées  dipolaires 
d'autres  coordonnées  qui  se  présentent  comme  caslimitede  celles-ci. 

L'auteur  détermine  ensuite  la  distribution  de  Télectricité  enéqui* 
libre  sur  un  conducteur  terminé  par  deux  calottes  sphériques  et 
sur  un  ellipsoïde. 

Le  professeur  W.  Thomson  a  donné  sans  démonstration,  dans  le 
Journal  île  Liouvillo,  les  formules  nJatives  à  la  fonction  poten- 
tielle de  Télectricité  en  équilibre  sur  une  calotte  sphérîque  et  de 
l'électricité  d'induction  sur  une  calotte  en  communication  avecla 
terre  et  qui  se  trouve  sous  l'action  d'un  point  où  est  concen- 
trée une  masse  électrique.  Le  professeur  Lipschitz  a  démontré  en 
partie  ces  résultats  et,  plus  récemment,  le  professeur  Bellrami  a  ré- 
solu complètement  le  problème  pour  un  disque  dans  le  cas  que  les 
forces  électriques  d'induction  fussent  symétriques  par  rapport  h 
l'axe  du  disque.  L'auteur  reprend  dans  le  §  XIV  de  ce  Chapitre  le 
problème  général  proj>osé  par  Thomson  et,  suivant  la  voie  tracée 
par  M.  Lipschitz,  résout  complètement  le  problème,  en  trouvant 
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des  formules  analogues  à  celles  qu'a  données  M.  Beltrami,  mais  qui 
s'appliquent  au  cas  général. 

La  théorie  des  condensateurs,  c'est-à-dire  la  recherche  de  la  fonc- 
tion potentielle  de  Télectricité  en  équilibre  distribuée  sur  deux  corps 
minces,  conducteurs,  placés  très  près  l'un  de  l'autre  et  séparés  par 
une  courbe  cohibeute,  présente  deux  difficultés  de  genre  dillérent. 
La  première  est  relative  à  Tinfluence  des  bords  des  conducteurs  sur 
la  fonction  potentielle,  car  il  y  a  là  une  discontinuité  ^  la  seconde 
est  relative  h  la  détermination  de  la  quantité  d'électricité  qui  se 
porte  sur  la  face  extérieure  des  conducteurs.  L'auteur  commence  par 
ctadier  la  première,  et  suppose  les  deux  conducteurs  plans  et  tels 
qu'on  puisse  les  considérer  comme  deux  cylindres  indéfinis  ayant 
chacun  une  section  formée  par  deux  droites  parallèles  indéiinies 
dans  un  sens  et  réunies  dans  l'autre  par  une  courbe  :  ce  cas  s'ap- 
proche suffisamment  de  ce  qui  arrive  dans  la  Physique  expérimen- 
tale parce  que  l'iulluence  des  bords  ne  peut  pas  se  faire  sentir  sur 
les  parties  éloignées  du  conducteur  et  par  conséquent  dans  les  con- 
densatetu*s  plans  (Tableau  de  Franklin)  on  peut  remplacer  les  con- 
ducteurs par  deux  plans  comme  ceux  qui  sont  considérés  dans 
celte  théorie,  tant  qu'il  s'agit  seulement  de  calculer  l'action  des 
bords.  Il  faut  alors  déterminer  une  fonction  qui,  dans  un  plan,  satis- 
fasse à  certaines  conditions  analytiques  qui  sont  les  mêmes  qui  se 
présentent  dans  la  théorie  des  mouvements  discontinus  des  fluides. 
Helmholtzet  Kirclihoifont  résolu  ce  problème  quand  les  courbes  c 
et  c'  qui  complètent  les  sections  droites  des  cylindres  ont  une  forme 
donnée.  M.  Betti  trouve  de  ces  conditions  analytiques  une  solution 
plus  générale,  laquelle  contient  une  constante  arbitraire  liée  à  la 
i'onne  des  courbes  c  et  c'  ;  il  peut  alors  résoudre  le  problème  pour 
un  nombre  plus  grand  de  cas  et  déterminer  la  constante  et,  par  suite, 
la  forme  des  courbes  c  et  c'  de  la  façon  la  plus  avantageuse.  Après 
avoir  donné  la  théorie  générale  des  condensateurs,  l'auteur  résout  la 
s^econde  difficulté  en  assignant  les  limites  de  l'épaisseur  des  conduc- 
teurs et  de  la  couche  interposée  entre  eux,  dans  lesquelles  on  peut 
négliger  l'électricité  qui  se  porte  sur  les  faces  des  conducteurs  qui 
»e  sont  pas  en  contact  avec  le  corps  cohibcnt. 

Le  troisième  Chapitre  contient  l'application  de  la  théorie  du  po- 
tentiel au  magnétisme  \  dans  cette  application  il  est  nécessaire  de 
^upjK)scr  les  corps  magnétiques  comme    composés   d'éléments  qui 
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contiennent  quantités  égales  de  magnétisme  boréal  et  de  magné- 
tisme austral,  qui  ne  peuvent  pas  passer  d'un  élément  à  l'autre.  Si 
l'on  connaît  la  force  à  laquelle  est  due  la  magnétisation,  on  peut 
construire  la  fonction  potentielle  du  magnétisme  contenu  dans 
chaque  élément  auquel  on  pourra  assigner  une  forme  déterminée. 
Gauss  avait  montré  que,  si  sur  la  surface  d'un  corps  magnétique  on 
rencontre  trois  pôles,  il  y  en  a  nécessairement  un  quatrième; 
M.  Betti,  en  cherchant  la  distribution  des  forces  sur  la  surface  d'un 
corps  magnétique,  démontre  ce  théorème  :  Si  le  nombre  des  pôles 
estjini,  il  doit  être  pair. 

Le  professeur  W.  Thomson  avait  montré  que  la  distribution  du 
magnétisme  dans  un  corps  pouvait  être,  ou  lamellaire  simple,  ou 
lamellaire  composée,  ou  solénoïdale  \  l'auteur,  en  se  servant  du  théo- 
rème que  Jacobi  a  pris  pour  base  de  sa  théorie  du  dernier  multipli- 
cateur, trouve  les  conditions  analytiques  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  composantes  du  moment  magnétique  afin  que  la  distribution 
soit  une  de  celles  définies  par  Thomson,  et  ces  conditions  le  con- 
duisent au  théorème  :  Toute  distribution  magnétique  peut  être 
décomposée  en  une  lamellaire  simple  et  une  lamelltiire  composée, 
ou  bien  en  une  lamellaire  simple  et  une  solénoïdale. 

Les  composantes  de  l'action  du  magnétisme  à  l'intérieur  d*uu 
corps  magnétique  présentent  un  nombre  infini  de  discontinuités, 
et  par  conséquent  la  détermination  de  la  valeur  de  l'action  eu  un 
point  P  n'est  pas  indépendante,  comme  dans  la  théorie  de  l'attrac- 
tion de  la  forme  de  la  surface  7  au  moyen  de  laquelle  on  sépare  du 
corps  un  espace  infiniment  petit  qui  renferme  le  point  P,  espace 
que  l'on  fait  diminuer  d'une  façon  continue.  L'auteur,  après  avoir 
montré  quelles  sont  les  composantes  de  l'action  quand  on  laisse  in- 
déterminée la  forme  des  surfaces  er,  détermine  complètement  leur 
expression:  i**  dans  le  cas  où  elles  sont  des  sphères,  a^dans  les  cas 
où  elles  sont  des  surfaces  de  révolution  avec  l'axe  incliné  ou 
bien  coïncident  avec  l'axe  magnétique  qui  passe  par  le  point  P, 
3^  quand  les  a  sont  les  cylindres  droits  d'une  hauteur  infiniment 
petite  relativement  au  rayon  du  cercle  base.  Le  potentiel  magné- 
tique varie  naturellement  suivant  que  l'action  est  déterminée  d'une 
façon  ou  de  l'autre. 

M.  le  professeur  Maxwell  a  démontré,  en  se  servant  de  certains 
résultats  expérimentaux,  que  si  Ton  suppose,  comme  Ta  fait  Pois- 
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son,  que  les  surfaces  9  soient  des  sphères,  quand  le  corps  est  magné- 
tisé par  induction,  ou  arrive  a  des  résultats  qui  contredisent  l'idée 
que  nous  nous  formons  d'un  corps,  comme  composé  de  molécules 
qui  n'occupent  qu'une  partie  pas  bien  grande  du  volume  apparent. 
Cette  contradiction  disparait  si  l'on  suppose  que  les  surfaces  a 
soient  des  cylindres  très  écrasés  :  c'est  là  une  raison  pour  laquelle 
Tauteur  croît  devoir,  entre  toutes  les  surfaces  cr,  préférer  les  cy- 
lindres, d  autant  plus  que,  dans  un  corps  magnétisé  par  induction, 
la  distribution  magnétique  est  lamellaire  simple  et  que  l'hypothèse 
(les  cylindres  est  bien  plus  conforme  que  celle  des  sphères  à  la  re- 
présentation géométrique  d'une  distribution  lamellaire  simple. 

Les  paragraphes  successifs  contiennent  la  détermination  de  la 
magnétisation  d'un  ellipsoïde  et  d'un  corps  terminé  par  deux  sphères 
conœntriques. 

Dans  ie  dernier  paragraphe,  on  trouve  l'application  de  la  théorie 
du  magnétisme  à  celle  des  corps  diélectriques,  et  par  suite  l'expli- 
cation des  phénomènes  connus  sous  le  nom  de  décharges  de  retour, 
qu'on  observe  dans  les  condensateurs.  E.  P. 
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EXTBAIT  DU  MANUSCRIT  N«  24237  DU  FOHDS  FRANÇAIS 
DE  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par  m.  ARISTmE  MARRE. 

Le  manuscrit  du  fonds  français  de  la  Bibliothèque  nationale  coté 
sous  le  n°  24237,  anciennement  u^  169  du  fonds  de  TOratoire, 
jiorte  un  titre  qui  a  sans  doute  l'avantage  d'être  bref  et  concis,  mais 
qui  malheureusement  a  le  tort  de  ne  point  indiquer  d'une  manière 
suffisamment  exacte  ce  que  renferme  le  Volume.  Qu'on  en  juge.  11 
est  intitulé  Éléments  de  Mathématiques,  Or  les  trois  quarts  des 
cent  soixante-huit  feuillets  de  tout  format  et  de  touli'  sorte  dont 
il  se  compose  sont  consacrés  a  des  études  sur  le  Calcul  intégral, 
l'Optique,  la  gnomonique,  les  logarithmes  hyperboliques,  la 
cyrloïde,  le  pendule  isochrone,  etc. ,  et  Ton  y  rencontre  même 
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dus  pièces  telles  que  celliis-ci  :  Déiinition  de  la  liberté  et  opinions 
sur  ta  liberté  cliez  les  Thomistes,  les  Molinistes,  etc.  (en  latin  u 
Ecrit  des  trois  colomncs  présenté  à  Imioceul  X  par  MM.  Angray. 
Manessier,  de  Saint-Amour,  de  Lalaiie,  députez  vers  Sa  Sainteté  dt- 
la  part  de  quelques-uns  de  MM,  les  Êvèques  de  France  pour  l'aU'airc 
lies  cinq  propusîtions  (en  latin);  Epigrammes  de  Racine,  de  Des- 
préaux et  de  Perrault;  deux  piétés  latines  imprimées  à  Angers, 
dont  une  est  le  programme  d'une  Thèse  à  soutenir  le  4  avril  1691 
par  François  Chastelain,  en  la  maison  des  Pères  de  l'Oratoire,  it 
Angers. 

Parmi  les  pièces  si  diverses  et  si  disparates  qui  entrent  sans 
beaucoup  d'ordre  dans  le  manuscrit  n°  24237  du  fonds  français  du 
la  Bibliothèque  nationale,  nous  en  avons  choisi  deux,  et  nous  les 
mettons  sous  les  j'cux  des  lecteurs  du  Bulletin  des  Hciences  matké' 
matiques  et  astronomiques,  dans  la  pensée  qu'elles  pourront  tes 
intéresser. 

pnoeLËME  ov  IL  EST  besoin  d'aoresse. 

Trouver  deiur  nombres  qui  ayent  même  di^'crence  que  leurs 
culu-s. 

Solution.  — L (.-s  deux  nombres  qu'il  faut  troutersont 

««  -4-3  ««4-3 

Démonstration.  —  Leurs  cubes  sont 

64ff*  a'  — 6fi'-(-  Sfi'^-aSa'  —  90"  —  5ii  —  ■>.•] 


«•-H9a*-l-27fl«-t-27                                «'-H  9a' -1-37/ 

«1-H27 

dont  la  différence  est 

2-]  ■+■  S4a  +  90«  -+-  36a'  —  3o'  -H  6u'  - 

"', 

laquelle,    si    l'on    divise   son    antécédent   et    son 

coiisé(|uent 

a*  -h  6aa  +  Q, 
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se  réduit  à 

3  -h  Ga  —  an               An  —  aa  -h  2a  -^  3 
—^—-      ou     ^ , 

différence  des  deux  nombres 

Âa  aa  —  2rt  —  3 

^  et 


on  -1-3  «<7  -h  3 

Ces  deux  nombres  sont  donc  tels  qu'il  falloit. 

5      3 
Exemples. et  -  sont  deux  nombres  qui  ont  même  difTërence 

7      7 

que  leurs  cubes  vtô  ^^tA'^  ^^''  — - —  ^^  "  ^^t  la  même  chose  qui* 

— ^         ou  ^^>  dont  chaque  terme  est  multiple  de  49» 

n       A  i6        5  II       ^oqfi        125  3q71     ,  , 

De  même, ou  —  =  7777^ t^tt--  ou  ^^~  y  dont  chaque 

19       19        19      0859      6859        6859  ^ 

terme  est  multiplié  par  36 1. 

Que  si  Ton  ne  se  contente  pas  de  cette  solution,  Ton  peut  tâch(!r 
d'en  trouver  quelqu'autre  en  cherchant  quelque  voie  plus  générale 
que  celle  que  j'ai  prise  pour  faire  que  la  grandeur  4  —  3  xx  soit  un 
qaarré. 

Et  alors,  appellant  x  le  plus  petit  des  deux  nombres  que  Ton 

demande,  l'autre  sera  toujours  x  zh  r,  et  y  =  —  — ^ ^ if, 

qui  est  tout  ce  qu'on  peut  trouver  de  plus  général  dans  cette 
question. 

Problème. 

Tout  nombre  entier,  moindre  d'une  unité  qu'un  quarré,  étant 
donné,  trouv^er  un  autre  nombre  entier  qui  ne  soit  point  un  quarré, 
par  lequel  étant  multiplié,  le  produit  soit  un  quarré,  c'est-à-dire, 
qq  —  I  étant  donné,  trouver  x  qui  soit  tel  que  xqq  —  x  soit  un 
nombre  entier  quarré. 

Solution.  —  Si  l'unité  ajoutée  au  nombre  donné  fait  un  quarré 
dont  la  racine  soit  plus  grande  ou  plus  petite  d'une  unité  qu'un 
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autre  quarré,  le  nombre  entier  que  Ton  cherche  sera  plus  grand  ou 
plus  petit  d'une  unité  que  cette  racine. 

Exemples.  —  i^Le  nombre  donné  est  24?  auquel  si  i*on  joint 
l'unité,  on  a  le  quarré  25,  dont  la  racine  5  est  plus  grande  d'une 
unité  que  le  quarré  4  •  il  faut  donc  suivant  la  règle  ajouter  i  à  5,  et 
la  somme  6  est  un  nombre  entier  qui  n'est  point  un  quarré,  et  qui, 
multipliant  le  nombre  donné  24»  produit  le  quarré  i44* 

2®  On  donne  le  nombre  8,  moindre  d'une  unité  que  le  quarré  9, 
dont  la  racine  3  est  plus  petite  d'une  unité  que  le  quarré  4*  Retran- 
chant donc  I  de  3  selon  la  règle,  on  a  pour  reste  le  nombre  en- 
tier 2,  qui  n'est  pas  un  quarré,  mais  par  lequel  le  nombre  donné  8 
étant  multiplié,  le  produit  est  le  nombre  quarré  16. 

S**  64  —  I  ou  63  est  le  nombre  donné  \  8  racine  de  64  est  égale 
à  9  —  I-,  j'<^te  donc  i  de  8  selon  la  règle,  et  j'ai  le  nombre  entier  7, 
qui  n^est  point  un  quarré,  et  qui  multipliant  63  me  donne  h; 
quarré  44'* 

Démonstration,  —  Il  faut  que  le  nombre  entier  x  soit  tel  que, 
multipliant  le  nombre  entier  donné  c/(/  —  i,  le  produit  xqq  —  x 
soit  un  quarré.  Pour  cela,  supposons 

.r  d=  I  X  7  ; 
ainsi, 

qq  —  I X  .rx  db  2  a:  -|-  I  —  i  X  x.r  d=  2  .r, 
et 

xqq  —  x»x^"ii  2xj:, 


qui  est  bien  le  quarré  de  x  \jx  ±  2,  mais  qui  ne  peut  pas  être  un 

quarré  parfait  si  \Jx  rt  2  n'est  un  nombre  commensurable,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  si  x  n'est  égal  kddzç.^^  qui  est  un  nombre 
entier  plus  grand  ou  plus  petit  d'une  unité  que  le  nombre  dd  zç.  i 
égal  à  J?  ±:  I  ou  ^,  lequel  a  une  unité  de  plus  ou  de  moins  que  le 
(|uarré  quelconque  dd.  De  sorte  que,  afin  que  le  produit  de  ^^  —  i 
par  X  soit  un  quarré  parfait,  il  est  nécessaire  que  q  racine  du 
quarré  qq  soit  plus  grande  ou  plus  petite  d'une  unité  qu'un  quarré, 
et  que  x  soit  plus  grand  ou  plus  petit  d'une  unité  que  cette  racine. 
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ERREURS  DAMS  LES  TABLES  MATHÉMATIQUES. 
9\nÈM  v%z  CoHMVHicATioii  DE  M.  DUNCAN-J.-M.  M'  KENZIE,  a  Lo!«raii. 

I. 

Dans  l'Ouvrage  intilulé  Tables  de  logarithmes  à  six  décimales, 
pareil,  Vazquez  Queipo,  a*  édition  française,  iSj6^  u^ppendice. 
Table  II,  les  valeurs  de  log  (i  +  f  )  doivent  être  corrigées  pour  les 
deux  arguments  suivants  : 


I  -hf. 

Au  lieu  de 

Litox 

i,ooj 

a  1660 1 17. . • 

21660617.  .  . 

•,«oi 

428725981 . . . 

423785981.  .  . 

H. 


Dans  sa  Table  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  du  premier 
million,  à  la  deuxième  page  de  la  Manière  de  se  sennr  de  cette 
Table ^  Burckhardt  signale,  en  note,  une  erreur  dans  la  valeur  du 
logarithme  hyperbolique  du  nombre  7853  (*  ),  tel  qu'on  le  trouve 
dans  la  Table  calculée  par  Wolfram  avec  quarante-huit  décimales, 
et  insérée  in  extenso  dans  les  Tables  de  Schulze  (Berlin,  1 778)  et 
dans  le  Tîiesaurus  logarithmorum  de  Vega  (Leipzig,  1794)*  Cette 
erreur  a  été  reproduite  dans  la  même  Table  réduite  a  huit  décimales 
que  Vega  a  insérée  dans  ses  Logarithmische  Tafeln  (  Vienne,  1 783), 
et  qui  a  passé  de  là  dans  le  Sammlung  mathematische  Tafeln  de 
Hûlsse  (Berlin,  1849})  dans  les  éditions  successives  du  Zo^amA- 
nùsch'trigonometrisckes  ffandbuchde  Kohler  (9*  édition,  Leipzig, 
1864),  c^  dans  le  Logaritkmisch^trigonometrisches  Handbuch  de 
Hantschl  (Vienne,  1827). 

Pour  la  valeur  de  lognat  7853,  au  lieu  de  8,967. .  • ,  il  faut  lire 
8,968.  • .. 

La  valeur  exacte  se  trouve  dans  la  Table  à  dix  décimales  insérée 

'*)  La  note  porte  i853,  par  suite  d'une  faute  d'imprefiaion. 
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dans  les  Logaritmischc  Tafeln  de  Saloinon  (Vienne,  1827)  cl 
dans  la  Table  à  sept  décimales  de  Dase  [Tajel  der  naturlichen 
Logarithmcn  der  Zahlen,  Wien,  i85o);  depuis,  elle  a  été  repro- 
duite dans  les  Tables  à  cinq  décimales  de  Stegmaun  (7a/è//2  der 
naturlichen  Logarithmen,  Marburg,  i856)  et  de  Wackerbartii 
[Fem-stâlligalogarithm-labeller,  Upsala,  1867^  3* éd.,  1876). 


III. 

Pour  la  page  197  des  Logariihmic  Tables,  hy  R,  Shortrede 
(Edinburgli,  1849))  M.  M'  Kcnzie  indique  les  corrections  sui- 
vantes : 

Logarithmes  Au  lieu  II  faut 

des  nombres.  de  lire 

iooci3 7987  79^7 

10024 0966  0986 

1 0043 6240  5240 

1 0048 1 1 66  1 209 

ioo55 7864  7607 

10098 4^'^  4^7^ 

10099 ^7^'  '^^4 
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US  ET  ANALYSES. 

CAYLEY  (A.J>^  yJtXWÎ^a^fEM EWTABE   DELLE    FUNZIONI   ELLITTICHE,    tradu- 

zione  ri vedu la  e^SlSflBTïïla  d'alcune  Appendici  da  F.  Briosciii.  Napoli,  U. 
Hoepli;  1880. 

Nous  avons  déjà  signalé  rapparition  du  Traité  élémentaire  des 
fonctions  elliptiques  que  M.  Cayley  a  publié  en  1876  (*).  Cet  excel- 
lent Ouvrage  est  devenu  rapidement  classique  en  Angleterre  et  en 
Amérique;  c'est  la  meilleure  préparation  que  Ton  puisse  désirer  à 
la  lecture  des  beaulc  travaux  sur  la  multiplication  et  la  transforma- 
tion que  Jacobi  a  publiés  dans  les  premiers  Volumes  du  Journal 
de  Crelle.  A  la  vérité,  l'auteur  a  laissé  de  côté  toutes  ces  considé- 
rations sur  la  théorie  générale  des  fonctions  qui  tiennent  tant  de 
place  dans  la  plupart  des  Traités  modernes  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques; mais  il  faut  convenir,  comme  le  fait  remarquer  M.  Briosciii 
dans  la  Préface,  que  trop  souvent,  dans  les  publications  consacrées 
aux  fonctions  elliptiques,  c'est  surtout  le  développement  de  la  nou- 
velle doctrine  et  des  propriétés  générales  des  fonctions  qui  constitue 
lobjet  principal.  On  peut  ajouter,  il  nous  semble,  que  les  pro- 
priétés des  fonctions  elliptiques  sont  ainsi  obtenues  d'une  manière 
si  rapide  et  si  complète,  qu'on  n'a  peut-être  pas  le  temps  d'insister 
sur  chacune  d'elles  et  d'en  marquer  l'importance.  Enfin  et  surtout, 
les  méthodes  modernes  sont  si  différentes  de  celles  des  premiers 
créateurs  de  la  théorie,  en  exceptant  toutefois  Abel,  que  l'on  peut 
craindre  que  l'étude  de  leurs  travaux  impérissables  soit  un  peu 
négligée. 

Toutes  ces  raisons  ont  engagé  M.  Brioschi  à  entreprendre,  avec 
lautorisation  de  M.  Cayley,  une  traduction  italienne  de  la  théorie 
élémentaire  des  fonctions  elliptiques.  Cette  traduction,  exécutée  en 
grande  partie  par  un  des  élèves  les  plus  distingués  de  M.  Brioschi , 
l'ingénieur  Jorini,  aidé  dans  la  revision  par  M.  Cazzaniga,  de 
l'Ecole  Normale  de  Pavie,  est  enrichie  de  trois  Appendices  dus  à  la 
plume  de  M.  Brioschi. 


(*)  Efementarjr  Treatise  on  elliptic  functions,  by  Arthur  Cayley.  Cainbrid(;o,  Dcifrh- 
10»  ftnd  Co;  Loodon,  Bell  and  Sonft,  1876.  Voir  Bulletin,  1,,  93. 

Bull,  des  Sciences  matkém,^  a»  Série,  t.  IV.  (Février  i8io.)  3 
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Dans  le  premier,  qui  traite  des  formules  relatives  à  la  multipli- 
cation des  fonctions  elliptiques,  M.  Brioschi  reprend  et  développe 
les  recherches  publiées  sur  ce  sujet  par  Jacobi  dans  le  Tome  IV  du 
Journal  de  C relie,  et  il  démontre  en  outre  plusieurs  résultats  qu'il 
a  communiqués  en  1864,  dans  une  Note,  à  l'Institut  Lombard. 

Le  deuxième,  qui  traite  de  la  transformation,  doit  être  considéré 
comme  une  préparation  au  troisième,  qui  est  véritablement  impor- 
tant et  qui  contient  un  exposé  systématique  des  belles  recherches  que 
M.  Brioschi  a  publiées  à  diverses  reprises  sur  la  théorie  de  Téqua- 
tion  du  cinquième  degré.  En  substance,  toute  cette  exposition 
coïncide  avec  celle  qui  a  été  exposée  récemment  par  M.  Brioschi 
dans  le  beau  Mémoire  Ueher  die  Auflosiing  der  Gleichungen  vont  . 
Jïinften  Grade  [Matheniatische  Annalen^  t.  XIII),  où  Fauteur 
reprend  et  coordonne  ses  recherches  antérieures  sur  ce  sujet.  Cet 
Appendice  constituera  donc  une  excellente  lecture  pour  les  géo- 
mètres qui  veulent  se  mettre  au  courant  de  cette  théorie  de  Téqua- 
tion  du  cinquième  degré  et  approfondir  les  rapports  qu'elle  pré- 
sente avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Il  ne  nous  reste  plus,  en  terminant,  qu'à  exprimer  un  désir  : 
c*est  que  l'on  publie  également  une  traduction  française  du  Traité 
de  M.  Cayley  et  qu'on  n'y  oublie  pas  les  additions  dont  s'est  enri- 
chie la  traduction  italienne. 

G.  D. 


SCIIELL  (VV.).  —  T11EORIB  DBR  Bewegung  und  der  Krâfte,  ein  Lehrbuch 
der  tlieorelischen  Mechanik.  T.  I,  2*  édition,  1  vol.  in-S"",  58o  pages;  1879. 

La  première  édition  du  Livre  de  M.  Schell  date  de  1870;  elle 
formait  un  gros  volume  de  neuf  cent  soixante-dix  pages  d'une 
impression  compacte  et  dont  une  partie  notable  était  en  petit  texte. 
Le  succès  qu'elle  a  eu  est  amplement  justifié  par  la  richesse  des 
renseignements  qu'on  trouve  dans  ce  Livre  et  par  les  qualités  de 
l'exposition.  La  seconde  édition  parait  devoir  être  encore  plus  com- 
plète; elle  sera  divisée  en  deux  Volumes,  dont  le  premier  seul  est 
paru  :  c'est  de  lui  que  nous  rendons  compte. 

Ce  Volume  est  divisé  en  deux  Parties  :  la  première  comprend  la 
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Géométrie  des  systèmes  de  segments  de  droites  [Slrechensjsleme) 
et  la  Géométrie  des  masses^  la  seconde  contient  la  Géométrie  du 
mouTcment  et  la  théorie  des  états  de  mouvement. 

Â  coup  sur,  il  y  a  bénéfice  pour  renseignement  à  détacher, 
comme  le  fait  M.  Schell,  de  la  Statique  et  de  la  Cinématique 
cette  partie  commune,  qui  concerne  la  composition  des  forces  et 
des  couples  ou  des  rotations  et  des  translations.  Il  y  a  là  une 
théorie  des  systèmes  de  segments  de  droites  que  Ton  peut  faire  indé- 
pendamment de  toute  idée  de  force  ou  de  mouvement;  il  est  clair 
que  les  notions  de  somme  géométrique,  de  résultante,  de  moment 
d'un  segment  de  droite  par  rapport  à  un  point  ou  à  un  axe,  de 
couple  de  segments,  de  systèmes  équivalents  et  par  suite  de  la  ré- 
duction d'un  système  de  segments  de  droites  peuvent  être  présentées 
d  une  façon  purement  géométrique  :  la  réduction  d'un  système  de 
segments  à  deux  segments  donne  la  notion  de  droites  conjuguées; 
la  rédaction  à  un  couple  et  un  segment  donne  la  notion  de  la 
correspondance  de  chaque  point  de  Tespace  à  un  plan  passant  par 
lui  et  dont  ce  point  est  le  pôle,  ou  encore  la  notion  du  complexe 
linéaire  qui  correspond  a  tout  système  de  segments  de  droites, 
complexe  qu'on  peut  aussi  regarder  comme  Tcnsemble  des  lignes 
(]ui  coïncident  avec  leurs  conjuguées.  M.  Scliell  consacre  une 
soixantaine  de  pages  à  ces  divers  sujets. 

Il  n  y  a  pas  non  plus  d'inconvénient  à  débarrasser  la  Statique  et 
la  Dynamique  de  la  théorie  du  centre  de  gravité  et  des  moments 
d'inertie  :  telles  sont  les  matières  traitées  sous  le  titre  de  Géométrie 
des  masses  (p.  72-143).  Naturellement  la  mas^e  d'un  point  est 
simplement  regardée  comme  un  coefficient  numérique  attaché  à 
ce  point;  ce  coefficient  peut  d'ailleurs  être  positif,  nul  ou  négatif. 
Si  Von  considère  deux  points  O  et  M,-,  dont  le  second  est  alTecté  de 
la  masse  m/,  le  segment  dont  la  grandeur  est  m/  OM/ et  dont  la 
ligne  d'action  est  la  droite  Omi  est  dit  le  moment  polaire  du  pre- 
mier degré  de  la  masse  mi  par  rapport  au  point  O;  la  résultante 
Im/OM|  des  segments  analogues  relatifs  à  un  système  de  points 
(iM/)  est  le  moment  polaire  du  premier  degré  de  ce  système  de 
points  par  rapport  au  point  O;  le  centre  de  masse  de  ce  système  de 
points  est  défini  par  cette  propriété  que,  si  on  l'aifecte  de  la  masse 
^m/,  son  moment  polaire  du  premier  degré  par  rapport  à  un  point 
quelconque  O  sera  égal  au  moment  polaire  du  premier  degré  du 
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système  par  rapport  à  ce  niùme  point;  le  produit  /////•'  de  la  masse 
d'un  point  par  le  carré  de  sa  dislance  à  un  point  O  est  le  moment 
polaire  quadratique  de/;//  par  rapport  au  point  O5  la  somme  2///,/'* 
est  le  moment  polaire  quadratique  d'un  système  de  points  (M/)  par 
rapport  au  pôle  O.  Il  existe,  entre  les  moments  polaires  quadra- 
tiques d'un  système  de  points  par  rapport  à  un  point  O  et  à  son 
centre  de  masse,  le  moment  polaire  quadratique  du  centre  de  niasse 
allecté  de  la  masse  totale  par  rapport  au  point  O,  la  somme  des 
produits  des  masses  de  deux  points  du  système  par  le  carré  de  leur 
di>tance,  dcîs  relations  bien  connues.  La  notion  des  moments  po- 
laires quadratiques  conduit  à  celle  des  moments  d'inertie,  h  la 
théorie  descjuels  M.  Scliell  consacre  deux  Chapitres. 

La  seconde  Partie  débute  par  l'étude  (p.  144-187)  des  pro- 
priétés concernant  deux  (igures  identiques  situées  dans  deux  posi- 
tions différentes  ou,  suivant  le  langage  de  l'auteur,  deux  systèmes 
congrucnts  et  les  déplacements  qui  permettent  de  passer  de  l'un  à 
l'autre.  L'existence  d'un  point  double  (de  deux  points  homologues 
coïncidents)  entraîne  celle  d*un  plan  double  passant  par  ce  point, 
(!t,  réciproquement,  tous  les  points  de  la  droite  passant  par  le  point 
et  perpendiculaires  au  plan  sont  doubles,  et  l'on  peut  passer  d'un 
système  à  l'autre  par  une  rotation  autour  de  celte  droite.  Dans  le 
cas  général,  deux  systèmes  congruenls  ont  une  droite  double,  mais 
dont  les  points  situés  à  distance  iinie  sont  simples;  un  mouvement 
de  torsion  autour  de  cette  droite  p<Tmet  de  passer  d'un  système  à 
l'autre.  Deux  déplacements  sont  équivalents  quand  les  positions 
initiales  du  système  déplacé  coïncident  ainsi  que  les  [>osi lions 
iinales.  Dans  le  cas  où  les  déplacements  considérés  se  réduisent  à 
des  rotations  et  à  des  translations,  leur  réduction  s'opère  par  des 
règles  simples  qui  se  simplifient  encore  quand  on  suppose  les  dé- 
placements infiniment  petits. 

C'est  arrivé  à  ce  point  que  l'auteur  fait  intervenir  la  notion  de 
tîîmps  et  définit  la  vitesse.  Après  avoir  donné  les  formules  usuelles, 
la  méthode  de  Roberval  pour  le  tracé  des  tangentes,  les  règles  de  la 
composition  des  vitesses,  des  rotations,  translations,  etc.,  il  traite  du 
mouvement  hélicoïdal  et  développe,  dans  le  sens  de  la  Cinématique, 
les  propriétés  des  droites  conjuguées,  du  complexe  linéaire  formé 
par  l'ensemble  des  normales  aux  trajectoires  de  tous  les  points  du 
système,  du  pôle  et  de  la  caractéristique  de  chaque  plan,  etc.. 
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propriétés  dont  il  a  été  question,  à  un  autre  point  de  vue,  datis  la 
première  Partie  (p.  187-218). 

L'auteur  étudie  ensuite  (p.  21 8-3 12),  au  point  de  vue  de  la 
viit*sse,  des  propriétés  des  normales  aux  trajectoires,  de  la  représeu- 
talion  du  mouvement  par  le  roulement  d*une  surface  cylindrique^, 
coniqu(*,  réglée  sur  une  autre  surface  cylindrique,  conique,  réglée, 
le  mouvement  continu  d'un  système  de  forme  invariable,  soit  qu*nn 
plan  de  ce  système  glisse  sur  un  plan  (ixc,  soit  qu'un  de  srs  points 
soit  fixe,  soit  enfin  qu'aucune  de  ces  particularités  n'ait  lieu. 

Vient  ensuite  J 'étude  de  l'accélération  et  du  mouvement  d'un 
point  libre  (p.  Sia-SSj).  II  n'est  pas  question  d'ailleurs  des  causes 
de  ce  mouvement,  qui  est  regardé  comme  défini  par  trois  équations 
entre  les  coordonnées,  la  vitesse  et  l'accélération.  M.  Scliell  exa- 
mine les  cas  où  ces  équations  sont  telles  que  le  principe  des  aires  et 
celui  des  forces  vives  aient  lieu;  il  dit  même  quelques  mots  du 
principe  du  dernier  multiplicateur,  dont,  dans  la  première  édition, 
il  avait  traité  à  cette  place,  et  développe  les  problèmes  classiques  sur 
le  mouvement  d'un  point  pesant  ou  attiré  vers  un  centre  fixe  :  les 
forces  sont  simplement  remplacées  par  les  accélérations  correspon- 
dantes; comme  dans  chaque  problème  il  n'entre  qu'une  seule 
force,  il  n'y  a  à  cela  aucune  difficulté. 

M.  Schell  ne  sort  pas  de  la  Cinématique,  au  sens  où  il  entend  ce 
mot,  en  traitant  (p.  887-44 <)  ^^  mouvement  d'un  point  sur  une 
courbe  ou  une  surface  :  cela  n'est  pas  sans  choquer  nos  habitudes. 
Il  a  eu  soin,  d'ailleurs,  de  prévenir  qu'il  prétendait  écarter  systé- 
matiquement toute  spéculation  sur  les  causes  du  mouvement,  se 
couvrant  en  cela  de  la  grande  autorité  de  Jacobi.  «Ces  causes  », 
dit-il  dans  son  Introduction,  «  s'appellent  yô/re-v  :  la  cause  de  la 
vitesse  d'un  point  est  une  force  instantanée;  la  cause  de  l'accêlé- 
ralion  est  une  force  continue,  ou  plus  simplement  une  force;  les 
causes  des  accélérations  d'ordre  supérieur  sont  de  même  des  forces 
d'ordre  supérieur;  un  système  de  forces  instantanées  est  un  état  de 
vitesse;  un  système  de  forces  continues  est  un  état  d'accéléra- 
tions, etc.  »  Et  il  a  rappelé  auparavant  ces  paroles  de  Jacobi  : 
«  Tlieoria  Mechanices  analytica  causant  af^noscere  nullnm  potes t, 
tfuidni,  sicuti  différent ialia  prima  velocitatis  noniine,  secumln 
virium,  insigninius,  simile  quid  ad  altiora  quaque  diff'erentialia 
adhibeatur;  de  r/nibus  theoremata  proponi  possinl  prorsus  ana- 


38  PREMIÈRE  PARTIE. 

loga  lis,  quœ  de  vi  et  de  velocilate  circumferuntur .  »  Sans  doute 
toute  dîiliculté  ne  disparaît  pas  quand  on  se  place  à  ce  point  de 
vue;  mais  ce  n*est  pas  k  propos  des  matières  contenues  dans  ce 
premier  Volume  qu'il  y  a  lieu  de  traiter  cette  question. 

Quoi  qu'il  en  soit,  pour  en  revenir  au  point  assujetti  à  se  mou- 
voir, par  exemple,  sur  une  ligne,  on  regardera  cette  ligne  comme 
la  cause  d'une  accélération  qui  se  compose  avec  l'accélération  que 
le  point  aurait  s'il  était  libre;  peu  importe  d'ailleurs  comment  se 
fait  cette  composition,  puisque  l'accélération  qui  remplace  la  con- 
dition imposée  est  entièrement  inconnue,  et  rien  n'empêche  d'écrire 
les  équations 


dt 


•;«-R,.     (i)  =  (-^'.)-^(n) 


^t  et  ^n  étant  les  composantes  tangentielle  et  normale  de  l'accélé-^ 
ration  donnée,  Rf  et  N  étant  des  quantités  entièrement  inconnues. 
Pour  pouvoir  tirer  parti  de  ces  équations,  on  leur  «  joint  habituel- 
lement l'équation  de  condition  Rf=y]N'  », y  étant  un  coeflicient 
constant  qui  est  nul  s'il  n'y  a  pas  de  frottement;  au  fond,  cela 
revient  à  écrire  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sur  une 
courbe  en  supprimant  toute  explication  à  ce  sujet.  C'est  ainsi  que 
Jacobi,  invoquant  l'autorité  de  Gauss,  comme  M.  Schell  invoquait 
la  sienne,  écrivait,  au  début  de  ses  Leçons  de  Mécanique  analy- 
tique,  l'équation 


S( 


d^x 

m  — jj X  )  (îx  -+-...  =  o 


en  la  regardant  comme  l'expression  d'un  «  principe  qu'il  est  inutile 
de  démontrer  ».  M.  Schell  développe  la  théorie  du  pendule  circu- 
laire et  sphérique  et  donne  diverses  autres  applications. 

On  rentre  à  coup  sûr  dans  la  Cinématique  proprement  dite  en 
étudiant  le  mouvement  d'un  corps  solide  au  point  de  vue  des 
accélérations  (p.  44i-5i6).  Les  propositions  relatives  à  la  courbure 
des  trajectoires  trouvent  là  leur  place  naturelle;  viennent  ensuite 
le  théorème  de  Coriolis  et  ses  applications  (p.  5 17-544)-  Enfin  les 
deux  derniers  Chapitres  (p.  544"3'7ï-58o)  sont  consacrés  aux  accé- 
lérations d'ordre  supérieur  et  aux  systèmes  variables;  ce  dernier 
Chapitre,  où  l'auteur  traite  des  systèmes  qui  restent  semblables, 
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collméaires  à  eux-mêmes,  et  particulièrement  surtout  en  affinité 
a¥ec  eux-mêmes,  manquait  dans  la  première  édition. 

Les  nombreux    renseignements    bibliographiques   donnés   par 
M.  Schell  ajoutent  encore  à  la  valeur  et  à  l'utilité  de  son  Livre. 

J.  T. 


WfiSTPHAL  (G.).  —  Ueber  das  simultané  System  zweieh  quaternaebem  For- 
MEN  a-TEN  Grades  uno  eine  allgbmeine  algebraisghe  Parameteroarstell- 
CNG  DER  Raumcurve  4'TBr  Ordnung,  p.  I.  —  Mathcmotische  Ann,,  t.  XllI, 
1878. 

I.  Si  Ion  désigne,  suivant  la  notation  d'Aronhold  et  de  Clebscb, 
par  fl*  =  i^  = . . .  et  «^  i=  (3*  =  . . .  les  équations  des  deux  surfaces 
du  second  ordre  qui  ont  pour  intersection  la  courbe  du  quatrième 
ordre,  les  deux  autres  points  où  un  plan  mené  par  la  tangente  à 
un  point ^  de  la  courbe  coupe  cette  courbe  seront  représentés  par 
la  résultante  des  formes 

«^=0,     a^==o,     x«a-«/-+- ^«xa/  =  Oî     «'x=o, 

sous  la  condition  a'  =  o,  a'  ==  o,  tandis  qu'on  peut  séparer  de  cette 
résultante  le  facteur  iv^.  Mais  cette  élimination  entre  deux  formes 
quadratiques  et  deux  formes  linéaires  peut  être  remplacée,  comme 
le  fait  voir  Tauteur,  par  une  autre  plus  simple.  Les  covariants 

jouissent  de  cette  propriété  remarquable  que  Ton  a,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  et  de  r, 

De  cette  identité,  écrite  sous  la  forme 
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résulle  ce  lliéorèine  : 

Si  l'on  fait  tourner,  autour  de  la  tangente  en  un  point  y  de  la 
courbe,  un  plan  y-a^cC^y-^  loLj^ay  =  o,  alors  par  ses  deux  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  gauche,  lesquels  varient  av^ec  x  :  À,  passera 
toujours  le  plan  xH^H^  -f-  il^I^  =  o. 

On  conclut  encore  de  là  que  le  plan  osculateur  au  point  y  a  pour 
équation  H'a^ay-  —  I*«jflj=o;  les  quatre  plans  du  tétraèdre 
polaire  commun  aux  deux  surf  aces  sont  (aa  HI)/i^«jH_yIj  =  o. 

On  déduit  ensuite  de  la  résultante  les  équations  cherchées  qui 
donnent  les  coordonnées  des  deux  points  d'intersection.  Comme  la 
forme  sous  laquelle  Tauteur  présente  le  résultat  final  ne  fait  pas 
ressortir  directement  quels  sont  les  couples  du  système  simultané 
que  Ton  a  à  considérer  dans  cette  recherche,  nous  nous  permettrons 
de  communiquer  ici  le  résumé  d'un  calcul  relatif  à  ce  passage. 

II.  Si  Ton  se  pose  d'abord  le  problème  de  déterminer  les  deux 
points  Ç  et  r/  où  le  plan  tangent  a^ay^zo  coupe  la  courbe  gauche,  il 
résulte  de  l'identité  écrite  plus  haut  ce  théorème  : 

La  résultante  R  des  formes  a'  =  o,  a*  =  o,  a^  «^  =  o,  <Vx  =  o 
est,  après  la  séparation  du  facteur  wj,  identique,  à  un  facteur  in- 
dépendant de  w^^  avecla  résultante^' desformes al  =  Oyaxay=  o, 
HxH^  =  o,w'x=o. 

On  a 

'R  =  [byCy.{baa(v)[cacLVp)'l^ 

—  [cydyfcabw)  [fiabw)'][ay  by.[aa^w)  [ba  ^(v)]. 

On  en  lire 

Cydy{cab(v)[dabçff)  =. w^jA,     A=  (abcdy, 

byey[baaLw)[cawù]^^w\  -aj.(<i^c«')(a^ca)  — g«ye  l- 

En  posant 

aLy\^abcw^[abcaL)  =  L=  \jyWi<t 

ayby[a  (x.p\%>)[bot.^w)^=zV^=LV\w],j 
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3  vient 

On  a  ainsi  réquation 

Le  multiplicateur  m  indépendant  de  w  se  détermine  de  la 
manière  la  plus  simple,  en  posant  (v^  =  a* .  On  a 

{«Anrf)^«cHV)v,H^nv=-^A[H«]', 

On  trouve  ainsi 

et  réquation  (i)  devient 

I[abnw)[acn'w)byCylày^y 

Pour  parvenir  maintenant  à  une  représentation  isolée  des  points  \ 
et  7!,  désignons,  pour  abréger,  la  résultante  qui  forme  le  premier 
membre  par  (apa^v)^. 

De  réquation 

on  tire 

M'ç  1/,  H- ff ç  «',  =  2  (  «  |}(r  «' ]  (  rt  jjo-tt  ), 
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Donc 

(4)i 


{aUu..)a,U,-Hl)J^à. 


Si  l'on  pose,  daas  cette  expression,  Ux  =  «r»/?  ii  vient,  à  la  place 

de  L, 

Uyôy{abca]{abc3)=  H, 

à  la  place  de  ^l^pUp^ 

et,  en  laissant  de  côté  le  facteur  H*,  on  obtient  Téquation  d'un 
point  d'intersection  : 


Pour  résoudre  le  problème  général,  on  remplacera  dans  cette 
équation  a*  par  la  forme  xa^  -f-  XaJ,  et  Ton  aura 

e(x,  X)  =  x»e-f-3xn4)-+-3xVe'+>'A', 

L(x,>)  =  x»L-f-3xmvH-3xX»N-f-i>»A'«v^, 

Après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  pourra  encore  faire  sortir 
le  facteur  X  des  premières  parenthèses. 

III.  Après  avoir  ensuite  effectué  la  transformation  de  l'intégrale 
elliptique  relative  à  la  courbe  en  sa  forme  normale,  suivant  la  mé- 
thode indiquée  par  Aronhold  pour  les  courbes  planes  du  troisième 
ordre,  l'auteur  démontre  ce  théorème  : 

La  somme  des  deux  intégrales  prises  depuis  un  point  arbi^ 
traire  de  la  courbe  jusqu  'aux  points  de  sécance  x  ety  d'une  corde 
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est  constante  lorsque  cette  corde  décrit  l'une  des  séries  de  généra- 
trices  d'une  surface  du  faisceau. 

A  chaque  valeur  de  la  constante  comprise  dans  le  parallélo- 
gramme des  périodes  correspond  une  surface  \  cette  correspondance 
|)cul  èlre  réglée  de  telle  manière  que  la  valeur  opposée  de  la  con- 
stante détermine  la  seconde  série  de  génératrices  de  la  surface.  Au 
moyeu  de  cette  représentation,  on  obtient  la  solution  de  ce  pro- 
Llèuie  : 

Trouver  les  surfaces  du  faisceau  sur  lesquelles  on  puisse  con^ 
struire  des  polygones  d'un  nombre  pair  de  côtés,  dont  les  som- 
tnets  soient  situés  sur  la  courbe  gauche  et  dont  les  côtés  appar^ 
tiennent  aller natis^cnient  à  chacune  des  deux  séries  de  génératrices 
de  cette  surface. 

Si  du  sommet  de  l'un  des  cônes  qui  font  partie  du  faisceau  on 
projette  ces  polygones  sur  un  plan,  ils  se  changent  en  des  polygones 
plans,  inscrits  à  une  section  conique  et  circonscrits  à  une  autre. 
Les  théorèmes  de  Poncelet  résultent  des  propriétés  des  polygones 
gauches  («).  Ax.  H. 
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ESSAI  HISTORIQUE 
SUR  LA  REPRÉSENTATION  D0NE  FONCTION  ARBITRAIRE 

D'0NE  SEULE  VARIABLE 
PAR  UNE  SÉRIE  TRI6ONOMÉTRIQ0E  ('); 

Par  m.  ARNOLD  SACHSE. 

Depuis  que  Riemann,  dans  sa  dissertation  inaugurale  publiée  en 
t8S4, adonné  un  aperçu  historique  sur  les  recherches  antérieures 


(')AuBajet  de  ces  recherches,  'voir  Killijig,  Der  Flàchenbùschel  zwûiter  Ordnuftg 
(Berlin,  1872);  Harnack,  Ueber  die  Darsuilung  der  Raumcurve  /|.  Ordnung  {jinnalbn 
der  Matkrmatiky  t.  XII). 

(M  rersttch  einer  Geickichte  der  Darstellung  wilihurlicher  Functionrn  einer  fa- 
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des  géoiiièlrcs  coiiccrnaiit  la  représentation  d'une  fonction  arbi- 
traire d'une  variable  indépendante,  on  a  publié  tant  de  recherches 
fécondes  sur  ce  sujet  qu'il  nous  a  paru  utile  d'exposer  dans  leurs 
points  essentiels  les  résultats  nouveaux  qui  ont  été  obtenus.  Si  l'ou 
entend  par  ce  mot  de  Jonction  arbitraire  toute  fonction  dont  la  ma- 
nière d'être  dans  un  intervalle,  quelque  petit  qu'il  soit,  n'enlraine 
aucune  restriction  relative  à  sa  détermination  dans  tout  autre  inter- 
valle, le  problème  le  plus  général  qui  constitue  le  point  de  départ 
et  la  tache  la  plus  importante  des  travaux  sur  la  représentation 
d'une  fonction  arbitraire  est  le  suivant  :  Représenter  une  telLf 
fonction  sous  une  forme  niathétnatique  dans  laquelle  inter- 
viennent  seulement  les  opérations  fondamentales  de  l'ulrithnié- 
tique,  addition,  soustraction,  multiplication  et  division;  ces  opé- 
rations pouvant  d'ailleurs  être  répétées  soit  un  nombre  fini,  soit 
un  nombre  infini  de  fois.  L'extrême  généralité  du  problème  ainsi 
posé  a  naturellement  limité  les  recherches  entreprises  en  premier 
lieu  au  cas  des  fonctions  d^unc  seule  variable;  et  c'est  de  ce  cas 
seulement  que  nous  nous  occuperons  dans  ce  qui  va  suivre. 

Dans  le  siècle  dernier,  les  recherches  sur  les  cordes  vibrantes 
conduisirent  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 


dt*  "  ""  dr* 


D'Alembert  donna  comme  intégrale  générale  la  somme  suivante 
des  deux  fonctions  entièrement  arbitraires  des  variables  x^  f , 

y  =zf[x  -f-  a/) -4-  y(^--  at), 

et  il  montra  qu'il  doit  subsister  dans  cette  solution  une  seule  fonc- 
tion arbitraire,  si  j  doit  en  outre  satisfaire  à  la  condition  de  s'an- 
nuler pour  a:  =  o  et  X  =  /.  Daniel  BernouUi  montra  de  son  côté 


riabeln  diirch  trigonometrische  Reihen  :  Inaugural-Dissertation,  znr  Erlangung  der 
Doctorwurde  der  hohen  philosophischen  Faknltàt  der  Georg'AugtistS'Universitdt  zu 
Gôttingen  vorgelegt  -von  Ar?<OLD  Sacuse  aus  Schwerin  ajW.  Gôttingen,  1879. 

Nous  avons  cru  devoir  traduire  cet  intéressant  travail,  qui  donnera  à  nos  lecteurs 
une  idée  d'ensemble  des  travaux  accomplis  dans  diflërentes  directions  sur  ce  sujet, 
surtout  depuis  Riemann.  Nous  rappellerons  que  déjà  le  Mémoire  do  Rlemaun  se 
traduit  dans  le  Bulletin^  t.  V,  i***  série,  p.  20  et  79. 
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(|ue  1  équation  aux  dérivées  partielles,  aiusi  que  Jes  conditions  aux 
limkes,  peuvent  être  vérifiées  également  par  une  série  trigono- 
inétrique,  et  il  aflirnia  que  cette  série  donnait  la  solution  la  plus 
j;énérale. 

La  comparaison  de  ces  deux  solutions  difleren tes  conduisit  Euler 
à  formuler  le  problème  suivant  :  Une  fonction  entièrement  ar^ 
hitraire  d'une  variable  peut-elle  être  toujours  représentée  par 
une  série  trigononiétriquc? 

Le  but  de  notre  travail  est  précisément  d'indiquer  tous  les  pas 
c|ui  ont  été  faits  jusqu'à  notre  époque  vers  la  solution  complète  de 
tx' problème. 

A  l'époque  d'Euler,  la  notion  de  fonction  arbitraire  était  entendue 
d'une  manière  beaucoup  plus  étroite  que  nous  ne  l'avons  fait  au 
début  de  notre  travail.  On  partait  de  considérations  purement  géo- 
métriques et  l'on  avait  seulement  en  vue  les  fonctions  qui  peuvent 
rire  représentées  par  une  courbe  formant  un  trait  continu.  On 
Y^rliii  de  {onctions  déterminées  graphiquement,  et  cette  expression 
a  été  employée  plus  tard  par  Riemann  à  cause  du  sens  précis  dont 
rlle  est  susceptible.  Euler  nommait  ces  fonctions  /une tio nés  con- 
ûnuce.  En  ce  qui  les  concerne,  après  une  longue  discussion,  on 
orut  être  parvenu  à  ce  résultat,  qu'elles  peuvent  toujours  être  re- 
présentées par  une  série  trigonométrique.  On  considérait  aussi 
d'aulres  fonctions,  celles  qui  s'interrompent  brusquement  en  un 
|)oiiit  et  qui  sont  continuées  par  une  autre  fonction.  On  ne  les  re- 
gardait pas  comme  formant  une  fonction  proprement  dite,  mais 
plutôt  comme  formées  de  parties  de  Jonctions,  et  l'on  pensait  que 
toates  les  parties  ensemble  ne  pouvaient  pas  être  représentées  par 
une  même  série  trigonométrique.  Aussi  l'impression  fut-elle  pro- 
fonde lorsque  Fourier  affirma  que  toute  fonction  arbitraire,  soit 
simple,  soit  composée  de  parties  de  fonctions,  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  trigonométrique.  Car  cette  proposition  était 
en  contradiction  avec  la  notion  de  fonction  telle  qu'elle  était 
acquise  à  l'époque  de  Fourier,  et  elle  conduisait  nécessairement 
pour  Tavenir  à  regarder  une  fonction  composée  de  diilérentes 
parties  définies  par  des  lois  diderentes  comme  une  véritable  fonc- 
tion. C'est  en  1807  que  Fourier  communiqua  à  l'Académie  des 
Sciences  la  grande  découverte  qu'il  venait  de  faire-,  ses  rechercbes 
ultérieures  sur  la  représentation  d(îs    fonctions    arbitraires,   qui 
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se  ratlacliaient  à  des  problèmes  de  la  théorie  de  la  chaleur,  onl 
été  publiées  dans  diflérents  Mémoires  et  finalement  réunies  dans 
son  grand  Ouvrage,  la  Théorie  de  la  chaleur,  publié  en  1822. 
Supposons  que  Ton  veuille  représenter  Une  fonction  f[oc:)  par 
une  série  trigonométriquc  de  telle  manière  que  Ton  ait,  pour  chaque 
valeur  de  jr, 


k- 


/[x)  =  \    [oksimkx -{- b/gcoskjn). 


k-o 


Fourier  détermine  les  coefficients  a„,  b„^  en  multipliant  les  deux 
membres  successivement  par  siu  /ix,  cos/ïx,  et  en  intégrant  de  —  tt 
à  -h  71.  Il  croit  pouvoir  énoncer  en  toute  généralité  la  proposition 
suivante  :  Si,  dans  la  série  S  («a  sin  A'  x  -h  Aa  cos  h  jr),  on  a 


I    r^ 

b,  =  —     f  f[^)d^y 


I  r  I  r 


c/  _x  *'  —■« 


la  série  représente  la  fonction  pour  toute  valeur  de  x,  dans  Tînter- 
valle  entre  —  tt  et  -+-  tt.  On  a  depuis  appelé  séries  de  Fourier  les 
séries  trigonométriques  dont  les  coefficients  sont  déterminés  par 
les  intégrales  précédentes,  et  finalement  on  a  donné  le  même  nom  à 
toutes  les  séries  trigonométriques.  C'est  seulement  dans  ers  der- 
niers temps  qu'à  la  suite  de  M.  Heine  (  '  )  on  a  commencé  à  distin- 
guer de  nouveau  les  séries  trigonométriques  avec  des  coefficients 
quelconques  des  séries  de  Fourier,  et  à  admettre  qu'il  puisse  exister 
des  fonctions  d'une  nature  particulière,  représentées  par  des  séries 
trigonométriques,  n'ayant  pas  leurs  coefficients  déterminés  par  les 
intégrales  précédentes. 

Tout  ce  qui  concerne  l'origine  des  séries  trigonométriques  et 
leur  emploi  dans  certains  problèmes  de  Physique  mathématique  a 
été  traité  d'une  manière  détaillée  par  Riemann;  nous  nous  conten- 
terons d'appeler  l'attention  sur  deux  points  différents. 

Le  mérite  de  Fourier  n'est  pas,  à  notre  avis,  dans  la  découverte 


(*)  Journal  fie  Borchartit,  t.  LXXI,  p.  35^. 
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d'un  moyen  général  de  détermination  des  coefllicieuU,  mais  plutôt 
dans  celte  remarque,  qu*i]  a  faite  le  premier,  qu*une  série  trigono- 
métrique,  ayant  les  coefGcients  déterminés  par  les  intégrales  dé- 
finies données  plus  haut,  peut  représenter  une  fonction  entièrement 
arbitraire.  Eu  effet,  la  détermination  des  coefficients  par  des  inté- 
grales ne  lui  appartient  pas.  Lagrange  avait  déjà  fait  connaître  cette 
méthode  en  1766  dans  les  Miscellanea  Taurinensia  (*),  à  la  vérité 
sans  se  rendre  pleinement  compte  de  son  importance  et  sans  la 
conduire  jusqu'au  bout.  Il  résout  le  problème  de  faire  passer  une 
courbe,  dont  l'équation  a  la  forme 

jr  =  a.  sin  j:  -4- . . .  4-  >  sin  /ix, 

par  les  n  sommets  d*une  ligne  brisée  donnée,  et  il  dit  expressément 
que  la  ligne  précédente  et  cette  ligne  brisée  se  rapprocheront  à 
mesure  que  Ton  prendra  un  plus  grand  nombre  de  poiuts,  en  sorte 
qu'en  prenant  un  nombre  infini  de  points  on  obtiendrait  l'expres- 
sion d'une  courbe  continue  qui  serait  identique  à  la  courbe  donnée. 
La  méthode  d*  interpolât  ion  de  Lagrange  est,  au  fond,  celle  de  Fou- 
rier;  seulement  le  procédé  employé  par  Lagrange  pour  la  déter- 
mination des  coefficients  est  plus  fécond^  aussi  a-t-il  été  employé 
avec  avantage  par  Dirichlet  (^)  et  par  Riemann  (')  dans  leurs  dé- 
monstrations. Mais  il  y  a  plus,  la  méthode  de  multiplication  em- 
ployée par  Fourier  ne  lui  appartient  pas  en  propre.  Il  semble 
avoir  échappé  à  Riemann  qu'EuIer,  dans  un  Mémoire  de  1777 
publié  dans  les  Nova  Acta  Acad,  Scient,  Petrop.,  t.  XI,  1798, 
p.  ii4)  avait  indiqué  le  procédé  de  détermination  des  coefficients 
parla  multiplication  et  les  intégrales  définies.  Jacobi  a,  du  reste,  déjà 
signalé  ce  fait  (*).  Comme,  dans  le  troisième  Volume  des  Mise. 
Taur,,  où  le  Mémoire  de  Lagrange  a  été  publié,  se  trouvent  aussi 
des  travaux  d*Euler,  il  n'est  pas  douteux  qu'Euler  ait  connu  la  for- 
mule de  Lagrange;  il  n'est  pas  moins  certain  que  Fourier  a  connu 
les  résultats  d'Euler;  car  il  indique  lui-môme  (Théorie  de  ta  cha- 
leur, ait.  428)  que  l'on  trouve  chez  presque  tous  les  mathémati- 


(')  foir  Lagbaïige,  Œuvres,  t.  I,  p.  55 1. 

(')  Dote  et  Moser,  Repertorium  fur  Physik,  t.  î,  p.  153-174 ;  1837. 
(')  RiRMAi!!,  f'orletunffrn  uber  partielle  Differentialgleichungen. 
■J)  Journal  de  CreUe,  t.  2,  p.  a. 
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i^iuiis  de  cette  époque,  Daniel  Bemoullï,  Clairaut,  Euler,  Lagraiige, 

(les  résultats  et  des  développements  analogues  aux  siens. 

Peut-être  devrait-on  aussi  ajouter  à  l'exposé  historique  de  Rie- 
inann  que  Poisson  a  fait  connaître  une  métliode  particulière  de 
détermination  des  coeflicicnts  qui  mérite  l'attention  à  cause  des 
nombreuses  recherches  et  des  conséquences  auxquelles  elle  a  donné 
lieu.  Poisson  part  de  la  formule  ('] 


/: 


/!-).^,„„,„_.)^,^._ 


j,£-/(.i*+i£V(.)5;--c, 


qui  est  exacte  toutes  les  fuis  que  r  est  plus  petit  que  t^  il  j 
lait  /■  =  !,  et  il  cherche  à  prouver  que  l'intégrale  du  premier 
membre  a  pour  limite  la  valeur  de  la  jonction /"(.r). 

Fouricr  n'a  pas  prouvé  que  la  série  trigonométrîque  qu'il  obtient 
pour  la  représentation  de  la  fonction  converge  réellement  vers 
la  valeur  de  la  fonction.  A  la  vérité,  il  donne  [Tîtèorie  de 
la  chaleur,  art.  177)  une  déllnition  rigoureuse  de  la  convergence 
d'une  série;  mais  il  regarde,  dans  le  cas  actuel,  la  démonstration 
de  la  convergence  comme  facile,  et  il  laisse  au  lecteur  le  soin 
de  la  trouver.  Dans  les  cas  particuliers  que  l'on  avait  surtout  à 
considérer  et  pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable,  ou 
reconnaissait  qu'en  réalité  la  série  convergeait  vers  la  valeur  de  la 
fonction;  mais  Caucby  parait  être  le  premier  qui  ait  senti  la  néces- 
.silé  d'une  démonstration  rigoureuse,  indépendante  de  la  forme  de 
la  fonction  et  applicable  à  toutes  les  valeurs  de  la  variable  {'). 

11  communiqua,  en  1826,  à  l'Académie  des  Sciences  une  dé- 
monstration de  la  formule  de  Fourier.  Il  y  amène  le  terme  général 
de  la  série  à  une  forme  qui  prouve  que  le  rapport  de  ce  terme  à  la 


quantité  A >  oîi  A  est  une  constante  indépendante  de  n,  dif- 


{')JçurHaIJe  i'Écale  Poi}  techn/^uf,  Cahier  XIX,  p.  4oi,  l8l3|  Mémofrei  dt  VA- 
Badf'mia  'In  Sciriieei,  p.  5;4.  '8(3,  et  Théorie  de  la  chahur.  Une  étude  rigonreuM 
desconililloni  d'eiislciice  delà  rorinule  setrouTe  dam  un  Mémoire  de  M.  A.  Schwan  ; 
y.ar  Inirgmiion  der pari.  DigerentiaJ^l.  4h  =  o  {Journal  de  Borchardt,  t.  LXXIV, 
p.  ISB;  1875). 

(  'J  U^iHnires  de  l'académie  dri  Sdencrs.  t.  VI,  p.  6o3  el  suiT. 


MÉLANGES.  {g 

fere  d*autanl  moins  de  l'unité  positive  que  n  est  plus  grand.  IJe  ce 

que  la  série  dont  le  terme  général  est  A '-  est  convergente, 

Cauchy  conclut  qu'il  en  est  de  même  pour  la  série  de  Fourier. 
Dirichlet  a  montré  que  cette  conclusion  est  inexacte  (').  Cauclij 
reconnaissait  aussi  lui-même  que  sa  méthode  est  insuflGsante  dans 
bien  des  cas,  et  qu'elle  exige  que  le  terme  général  soit  déterminé 
pour  R  =  00  .  D'ailleurs,  la  transformation  que  Cauchy  fait  subir  à 
la  série  et  contre  laquelle  Dirichlet  élève  des  objections  repose, 
comme  Riemann  le  fait  remarquer  (loc,  cit.,  art.  2),  seulement 
sur  la  supposition  qu'il  existe  une  fonction  ^{jo-+-ji)  de  l'argu- 
ment complexe  x  +7»,  qui  demeure  finie  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  j^,  et  dont  la  partie  réelle  se  réduit  pour  j"  =^  o  11  la 
fonction  arbitraire  donnée  y(x).  Riemann  ajoute  à  ce  sujet  :  «  Si 
Ton  admet  ce  théorème  qui,  en  fait,  est  exact,  alors  la  voie  suivie 
par  Cauchy  conduit  au  but-,  de  même  que,  réciproquement,  ce 
théorème  peut  se  déduire  de  la  série  de  Fourier.   )> 

Dans  un  Mémoire  déjà  cité  [Journal  Je  Borcliardt,  t.  LXXIV, 
p.  aSa),  M.  Schwarz  appelle  l'attention  sur  cette  a6Srmation  de 
Riemann  et  engage  à  l'examiner.  On  ne  peut  pas  admettre  que 
Riemann  ait  voulu  dire  que,  le  théorème  une  fois  admis,  la  démon- 
stration de  Cauchy  devient  irréprochable,  puisque  les  objections 
de  Dirichlet  aux  autres  parties  de  la  démonstration  conservent 
toute  leur  valeur. 

La  remarque  de  Riemann  ne  peut  donc  recevoir  que  le  sens 
suivant  :  Etant  données  une  fonction y( a)  et  la  série  de  Fourier 
correspondante  S,  il  est  toujours  possible  de  trouver  une  fonction 
9(0: -h rî)  de  l'argument  complexe  x-hj^i  =  re**  qui  soit  déve- 
loppable  en  une  série  S'  ordonnée  suivant  les  puissances  de  cet 
allument  complexe,  série  dont  la  partie  réelle  se  réduira,  pour  une 
valeur  déterminée  de  r,  à  la  série  X,  eu  sorte  que  la  convergence  de 
celle  série  résulte  de  la  convergence  de  la  première.  Or  on  a  la 
série 


(')  Journal  de  CrelU,  l.  4,  p.  ih^. 

Buli.  den  Sciences  mathém.^  i*  Série,  1.  IV.  (Février  1880.)  4 
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c[iiî  est  convtTgoiilo  dans  l'îiiU»rîeiir  cruii  crrde  de  rayon  i  et  qui, 

pour  /•  =  I ,  se  réduit  à  la  série  de  Fourîer.  La  question  est  de  savoir 

si  l'on  peut  faire  r  =  i .  Celte  qu(\slion  et  les  questions  connexes 

ont  été  complètement  résolues  dans  deux  Mémoires  parus  presqu'en 

même  temps  :  le  premier   de  M.  A.  Seliwarz  (*),   le  second  de 

M.  Prym  (2).    M.  A.   Seliwarz    démontre   le  théorème  suivant, 

déjà  donné  dans  ses  parties  essentielles  par  Riemann  : 

Considérons  sur  un  cercle  de  rayon  1    une  fonction  réelle  de 

l'argument  a  qui  soit  finie,  continue  et  uniforme  et  qui  reprenne 

la  même  valeur  quand  l'argument  a  augmente  de  2  7r,  mais  qui 

ne  soit  assujettie  à  aucune  autre  condition;  il  existe  toujours  une 

fonction,  et  une  seule,  u^  continue  à  l' intérieur  et  sur  la  circon- 

j.,  j  ,       j         ,       j  ,  ,    ,      du    du    d^n     ô^ti  ■. 

ference  au  cercle,  dont  tes  ii(;n\^ees  -:->  -r-»  t-*'*  "t-^  sont,  dans 

Or     Oj     Ô.t'      (U* 

l'intérieur  du  cercle,  des  J'onctiofLS  uniformes  et  continues  de  x 

(^t  de  J  ,  qui  satisfait  à  V  équation  -7—7  4-  y-j  =  o^ct  qui  est  égale 

pour  tous  les  points  du  cercle  à  la  fonction  /*(«)•  La  démon- 
stration de  ce  théorème  ne  se  déduit  pas  toutefois  de  la  considé- 
ration de  la  série  ^  elle  repose  sur  Temploi  de  Tintégrale 


►  H-': 


'y.i:    1  ^    '  i  —  ?,/c<»s,  a  —  .»     H-  /" 

(]elte  intégrale  est  parfaitement  déterminée  pour  tous  les  points  h 
l'intérieur  du  cercle^  elle  est  égale  à  la  série  dcmnée  plus  liant,  et 
elle  ('(mstitue  la  partie  réelle  de  Tiutégrale  suivantes  : 

qui,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  =  re*^  dont  le  module*  est  plus 
petit  que  1,  olln^  les  caractères  d'une  fonction  entière  et  uniforme 


(')  Viertrljahrschrtfl  tler  Saturforschcnden  Geselischaft  ztt  Zwich,  ij*  année: 
Veher  die  Intégration  der  D^fg!.  Art  =  o  fur  die  Ftàche  eines  Krcises.  Lu  extrait  de 
00  Mcmoiref  avec  la  coiitiniiutioii  et  le.  flêvcloppeniftnt  des  reclicrclies  qui  y  koiiI  roii- 
teiitio.'*,  a  paru  dans  le  Journal  de  liorvhnrdt^  t.  I.XXIV;    i8-"i. 

(»)   Veher  die  DffgL  *-  -,    ^   '-4=0  (Journal  dr  lîonhardt.  t.  LXXIU:   |S|  ;. 
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de  rargumciit  complexe  a:  -f-^  i.  L'îiitégrale  dv  Poisson  cesse 
d'avoir  un  sens  déterminé  seulement  pour  les  points  du  cercle; 
mais,  si  Ton  admet  que  la  fonction  qui  cesse  d'être  déterminée  par 
celle  intégrale  coïncide  avecJa  fonclîony(a)  en  tous  les  points  du 
ctrcle,  il  est  aisé  de  montrer  qu'il  y  a  continuité  et  (|ue  la  valeur 
deHutégrale  tend  vers  celle  def{a)  lorsqu'on  s'approche  de  la  cir- 
cooférence.  En  d'autres  termes,  la*  partie  réelle  de  la  fonction 
îjfx-t- ji)  déûnie  ainsi  à  l'intérieur  du  cercle  se  transforme  d'une 
manière  continue  dans  la  fonction  y( a)  quand  on  s'approche  du 
contour. 

D'autre  part,  il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  d'Abel  (  *  ) 
que  le  développement  en  série,  pour  les  points  à  l'intérieur  du 
cercle  de  la  partie  réelle  de  0^(2),  se  transforme  dans  la  série  de 
Fourier  pour  les  points  du  cercle.  Toutes  les  fois  donc  que  cette 
série  sera  convergente,  elle  sera  nécessairement  égale  à  la  valeur 
correspondante  àeJ\oc).  Mais  l'on  n'a  aucun  moyen  de  savoir  si  la 
série  sera  convergente,  et  la  proposition  précédente  ne  permet  de 
rien  affirmer  à  cet  égard. 

U  nous  reste  à  revenir  sur  la  seconde  partie  de  la  remarque  dt; 
Riemann,  à  savoir  que  le  théorème  qui  Joue  un  rôle  fondamental 
dans  Tanalyse  de  Cauchy  peut  se  déduire  de  la  série  de  Fourier. 
Celte  marche  a  été  suivie  par  M.  jNeumann  dans  son  écrit  :  Das 
Dirichlet' sche  Princip  in  seiner  Anwendang  auf  die  Riemann  schen 
Flîichen  (^).  Mais  elle  est  soumise  à  des  difficultés  qui  ont  été 
signalées  de  dillérenls  côtés.  M.  Heine  a  donné  l'impulsion  et  a 
fait  remarquer  qu'en  laissant  même  de  coté  diilércntes  objections, 
la  méthode  de  M.  Aeumann  lui  parait  incertaine^  car  elle  con- 


'')Ce  théorème,  démontré  dans  le  célèbre  Mémoire  sur  la  série  du  binôme,  csl  le 
suirant  :  Toutes  les  fois  que  la  série 

r,-h  c, -H  .  .  . 
At  euorerjrentc.  eUe  est  la  limite  de  la  série 

r^  -f-  c,  '•  4-  Cj  /'-+-... , 

où  r  tend  vers  Viinité  par  des  valeurs  réelles  inférieures  à  l'unité. 

^oir  aussi   la  démonstration  de  Dirichlet,  Journal  de  lÀouviUe^  t.  VII,  -x*  soric, 
p.  x>î-a55. 

*J  Journal  de  Horcharât,  t.  LXXI,  p.  ^Cn. 
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duirait,  sans  aucune  hypothèse  nouvelle,  à  cette  conclusion,  que 
toute  fonction  serait  développable  d'une  seule  manière  en  série 
trigonomé trique.  M.  Prym,  dans  le  travail  déjà  cité,  a  appuyé  sur 
les  différentes  objections  qu'on  peut  présenter.  Il  ne  semble  donc 
pas  qu'on  puisse  partir  de  la  série  de  Fourier  si  l'on  veut  démon- 
trer le  théorème  dans  toute  sa  généralité,  parce  qu'on  n'a  pas  la 
démonstration  que  la  série  *de  Fourier  converge  pour  toutes  les 
fonctions  continues.  La  deuxièuic  partie  de  la  remarque  de  Rie- 
mann  no  parait  donc  pas  justiGée. 


IL 

La  tentative  de  Cauchy  était  la  seule  que  Dirichlet  connût,  lors- 
qu'il publia,  en  1829,  son  Mémoire  sur  les  séries  trigonométriques, 
que  Riemann  regarde  à  juste  titre  comme  la  première  recherche 
solide  sur  ce  sujet.  On  avait  remarqué  que  les  méthodes  regardées 
auparavant  comme  rigoureuses  se  montraient  défectueuses  et  insuf- 
fisantes dans  les  cas  particuliers,  sans  qu'on  pût  trouver  une  faute 
dans  les  calculs,  et  l'on  en  avait  conclu  que  l'erreur  ne  pouvait  se 
trouver  que  dans  les  principes.  Les  principaux  représentants  de 
cette  période,  dans  laquelle  on  soumit  à  une  revision  tous  les  prin- 
cipes de  l'Analyse  infinitésimale,  sont  Cauchy,  Âbel  et  Dirichlet. 
Dans  une  Lettre  de  i8a6  ('),  Abel  insiste  sur  l'insuffisance  des 
démonstrations  de  la  théorie  des  séries  infinies,  et,  en  particulier, 
il  ti*ouve  étonnant  que  l'on  étende  sans  démonstration  aux  séries 
infinies  toutes  les  règles  qui  s'appliquent  aux  fonctions  formées  à 
l'aide  d'un  nombre  limité  d'opérations.  Il  indique  ainsi  la  véritable 
origine  des  paradoxes  si  nombreux  que  l'on  rencontrait  alors  en 
Analyse. 

Riemann,  dans  son  travail,  a  mis  en  évidence,  d'une  manière 
magistrale,  les  points  fondamentaux  de  la  démonstration  de  Diri- 
chlet, qui  repose  précisément  sur  la  découverte,  due  à  Dirichlet 
et  signalée  par  lui  à  différentes  reprises,  de  la  distinction  essen- 
tielle qui  sépare  les  séries  absolument  convergentes  et  celles  qui 
cessent  de  l'être  quand  on  prend  tous  les  termes  avec  leurs  valeurs 

(')  A  BEI.,  OEuvres  complètes^  I.  II,  p.  aG"). 
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absolues.  Diricklet,  en  employant  dans  la  théorie  des  séries  trigo- 
nomélriques  la  définition  la  plus  précise  des  notions  fondamentales 
de  Tx^nalyse,  a  donné  naissance,  par  cela  même,  à  l'extension  et 
aux  éclaircissements  que  ces  principes  ont  reçus  a  la  suite  des 
recherches  ultérieures,  relatives  aux  séries  trigonométriques. 

En  dehors  du  Mémoire  déjà  cité,  Dirichlet  en  a  publié  un  autre 
sur  les  séries  trigonométriques,  dans  le  Repertorium  de  Dove^ 
mais  ce  second  travail  n'est,  en  somme,  qu'une  exposition  déve- 
loppée des  méthodes  exposées  seulement  d'une  manière  incomplète 
dans  son  premier  travail. 

Dirichlet  se  propose  le  problème  de  rechercher  dans  quel  cas  la 
série  de  Fourier  converge,  et  il  suit  la  méthode  suivante  :  il  re- 
cherche comment  doit  se  comporter  une  foncticm  9  (x),  pour  que  la 
somme  des  a/i  +  i  premiers  termes  de  la  série  de  Fourier 

S  =  —    f         ^[oi)€U -^ \  COs/\r    /         a;(a)cos/*«rfa 

*  =  I 
*  =  n 


—  \  sin/JT  i         ^[%]  SïtikoLeloL 


k=\ 

«-f-.r 


r 


,  .,sin(a/i  -f  r,6  ,^ 

^  '  sinjS 


converge,  lorsque  n  croit,  vers  la  valeur  de  la  fonction  ^{^)»  La 
recherche  revient  à  la  détermination  de  la  limite  suivante  : 


k 


sin?     ^'     ^  ^    -2 


Si  Ion  suppose  quey(/3)  soit  constamment  finie  et  déterminée 
niirc  0  et  A,  et  ensuite  qu'elle  soit  constamment  positive  et  ne 
décroisse  jamais,  l'intégrale  est  décomposable  en  une  suite  d'inté- 
grales partielles,  dont  chacune  est  telle  que  la  fonction  sous  le 
signe  d'intégration  garde  le  même  signe  dans  tout  l'intervalle. 
Dans  chaque  intervalle  on  peut   appliquer    alors    un   théorème 
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connu,  et  l'on  obtient  une  suite  allernée  formée  de  termes  décrois- 
sant îndéGnîment.  Par  suite  de  cette  propriété  de  la  série,  on  peut 
trouver  deux  quantités  comprenant  l'intégrale  et  qui   toutes  les 

deux  convergent  vers  la  limite -/"(o),  quand  n  croit  îndéGnîment. 
On  a  donc 

et  il  suit  de  là  immédiatement  que  Ton  a 

A  l'aide  du  théorème  II,  on  peut  étendre  le  théorème  I  à  toutes  les 
fonctions  continues  qui  ont  seulement  un  nombre  fini  de  maxima 
et  de  minima.  Dirichlet  dit  qu'une  fonction  est  continue  si  elle 
demeure  Cnie  et  déterminée  entre  o  et  /i,  et  si,  eu  outre, 
y(3_l_  J) — f[^)  décroit  indéfiniment  avec  5.  Dans  la  suite,  nous 
adopterons  partout  la  définition  suivante,  qui  est  plus  précise  :  Une 
fonction y(j3)  est  continue  pour  un  point  (S  si,  pour  chaque  valeur 
de  £,  e  étant  une  quantité  difiérente  de  zéro,  mais  aussi  petite  qu'on 
le  voudra,  il  existe  une  quantité  ô'  telle  que,  pour  toutes  les  gran- 
deurs $'^  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  J',  la  dillerence 
y(j3  -î-  5")  — y(/5)  soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  £. 

Si  la  fonction  j3  est  discontinue  pour  la  valeur  zéro,  l'intégrale 
précédente  converge  encore,- mais  vers  la  valeur 

lim-[/'(o-f-i)4-/(o -.-)]• 

t  =  o  ^ 

Cela  a  encore  lieu  s'il  existe  en  outre  dans  l'intervalle  de  o  à  /i  un 
nombre  quelconque,  mais  fini,  de  points  de  discontinuité. 

Si  Ton  assujettit  maintenant  la  fonction  ^[x)  aux  mêmes  con- 
ditions quey(|3),  on  reconnaît  sans  ditliculté  que  la  somme  S  cou- 
verge,  pour  chaque  valeur  de  .r  comprise  entre  —  t:  et  -h  î^,  vers  la 

valeur  lim  — -i  et,  pour  les  limites  mêmes,  vers  la 


?■ 


valeur 


Ilill     " ^ ^-^ 

2 
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^uus  a\ous  doue  le  ihéorèine  suîvaiil  : 

La  série  de  Fourier  relative  à  une  fonction  qui  i**  ne  devient 
jaifuiis  infinie,  a**  n'a  pas  un  nombre  injini  de  discontinuités, 
y  n'a  pas  un  nombre  injini  de  maxiina  et  de  minima,  converge 
vers  la  valeur  de  la  fonction  à  toutes  les  places  oii  il  n'y  a  pas 
de  discontinuité,  et,  pour  les  points  de  discontinuité,  elle  con* 
verge  vers  la  moyenne  des  deux  valeurs  de  la  fonction  prises  de 
pan  et  d'autre  de  ce  point,  Lt\s  coiidilions  auxquelles  esl  îcî  assu- 
j(*tlie  la  fonction  s'appellent  le  plus  souvent  les  conditions  de 
Dirichlet, 

Proposons-nous  maintenant  de  reeliercher  ce  que  l'on  doit  en- 
tendre par  cette  expression  :  La  série  représente  la  fonction,  8i 
nous  entendions  par  \h  que,  pour  chaque  point  pris  dans  i*inter- 
>alle,  la  valeur  de  la  série  coïncide  avec  celle  de  la  fonction,  nous 
Jt'vrious  déj/i  renoncer,  même  pour  les  fonctions  qui  satisfcuit  aux 
conditions  de  Dirichlet,  à  une  représentation  par  les  séries  de  Foti- 
ricT.  ^ous  proposerons  donc  la  délinition  suivante  :  L  ne  série 
représente  une  fonction  dans  un  intervalle  donné,  si  ses  valeurs 
coïncident  avec  celles  de  la  fonction  pour  tous  1rs  points  pris  dans 
l'intervalle,  à  l'exception  d'un  nombre  limité  de  points  connus. 
Alors  une  fonction  satisfaisant  aux  conditions  de  Diricidet  peut 
t'ire  considérée  comme  représentée  par  une  série  de  Fourier,  et  les 
|M)ints  d'exception  correspondent  aux  discontinuités.  11  est  encore 
plus  avantageux  d'admettre  avec  Kiemann  qu'en  un  point  de  dis- 
runtinuité  on  donnera  n  la  fonction  une  valeur  égale  h  la  demi- 

.soMinie  des  valeurs  limites  —-^ ' — '- •  Autrement  une 


1 


ioncliou  qui  posséderait  des  discontinuités  en  nombre  infini  ne 
|K)urrait  pas  être  représentée  par  une  série  de  Fourier.  Si  Ton  fait 
<cUe  supposition,  alors  une  fonction  satisfaisant  aux  conditions  de 
Diriclilet  sera  représentée  par  la  série  pour  tous  les  points^  et  de 
plus, ou  n'exclut  pas  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  avec 
mi  nombre  infini  de  points  de  discontinuité  par  une  série  de 
Fourier. 

Oh  pourrait  encore  adopter  comme  définition  qu'une  série  re- 
pirscnlc  une  fonction,  même  en  renonçant  à  l'égalité  de  la  fonc- 
tion cl  (1(>  la  série  pour  un  nond)re  infini  de  valeurs  de  a\  lliemann 
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parail  avoir  fait  celle  supposillon  (voir  en  parliculier  lue,  cit.,  à  la 
fin  (le  l'arlicle  12),  bien  qu'il  ii'ail  jamais  donné  dans  son  Mémoire 
une  défînillon  de  l'expression  :  Une  série  représenle  une  fonction. 
Comme  il  s'agil  en  loul  ceci  d'une  question  de  mots,  je  garde  la 
première  défînilion,  car  elle  me  parait  la  plus  naturelle. 

Jusqu'ici  II  a  été  question,  pour  plus  de  simplicité,  seulement  de 
la  représentation  entre  —  tt  et  -H  tt  d'une  fonction  ayant  2  tt  pour 
période.  Â  ces  limites  on  peut  aisément  en  substituer  d'autres 
quelconques  et  étendre  les  théorèmes  précédents  aux  fonctions 
ayant  une  période  arbitraire.  Ils  ont  lieu  aussi  pour  une  fonction 
non  périodique,  si  elle  satisfait  aux  conditions  reconnues  comme 
nécessaires,  entre  des  limites  quelconques,  puisque  la  variation 
d'une  fonction  arbitraire  dans  un  intervalle  déterminé  n'impose 
aucune  condition  aux  valeurs  que  l'on  peut  attribuer  à  la  fonction 
en  dehors  de  cet  intervalle. 

Nous  avons  encore  à  insister  sur  un  point  de  la  démonstration 
de  Dirichlet,  à  savoir  que  la  série  de  Fourier  converge,  pour  tous 
les  points  de  discontinuité,  vers  la  moyenne  des  valeurs-limites  à 
droite  et  ;i  gauche,y(j:  H- o),y(.r  —  o).  M.  Schlâfli  n'a  pas  cru 
que  cette  conclusion  fut  légitime  (  *  ).  M.  Schlâfli  s'appuie  de  l'auto- 
rité de  Duhamel  (^).  Il  lui  semHTe  que,  dans  son  Mémoire,  le  géo- 
mètre français  a  eu  la  pensée  qu'il  serait  plus  naturel  d'attribuer, 
en  un  point  de  discontinuité,  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
J\x  —  o)ety(a:4-o)  à  la  fonction  représentée  par  la  série  trîgo- 
nomé trique.  Il  est  vrai  que  Duhamel  énonce  le  théorème  suivant  : 
Si  l'on  fait  la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série  dont  tous 
les  termes  sont  des  Jonctions  continues  de  x,  et  que  l'on  y  metCb  à 
la  place  de  x  une  fonction  de  n  qui  jouisse  de  la  propriété  de 
tendre,  lorsque  n  croit  indéfiniment^  vers  la  valeur  x^pour  laquelle 
la  continuité  de  la  fonction  est  interrompue,  on  peut  choisir  cette 
fonction  de  n  de  telle  manière  que  la  somme  com^rge  vers  toute 


(  '  )  Eliiige  Zweifel  an  der  aligemcinen  Darstellbarheit  tiiier  wilkûrliehen  periodi" 
schen  Function  etner  Variehelen  durck  eine  trigonometrisehe  JReihe^  Berne,  187^;  Unî- 
vcrailâts-Prugramm,  ]i.  i5  ,et  Journal  de  Borckardi^  t.  LXXII,  Ueber  die  part,  Differen-m 

(•)  Journal  de  Liouvillcf  t.  XIX,  185.^;  Xote  sur  la  discontinmCé  des  séries  et  sur 
1rs  moyens  de  la  reconnaître. 
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mleur  comprise  entre  les  deux  limites  f[x^  4-  o)^f[x^  — o).  Il  dit 
i^n  mèoie  temps  qu'il  y  a  deux  moyens  de,  déterminer  la  somme  de 
la  série  pour  la  valeur  x^  de  la  variable.  On  peut  ou  bien  faire  tout 
de  suite  x  =  X|  et  eflectuer  la  sommation  :  on  trouvera  alors  une 
valeur  déterminée,  et  c'est  la  méthode  que  Ton  emploie  pour  cal- 
culer la  valeur  numérique  de  la  série  \  ou  bien  considérer  la  somme 
(les  n  premiers  termes,  y  remplacera:  par  une  valeur  qui  tend  vers 
X,  quand  le  nombre  des  termes  croit  indéfiniment.  Duhamel  recon- 
naît, comme  cela  est  vrai,  que  pour  les  fonctions  continues  les 
deux  méthodes  conduisent  au  même  résultat,  et  que  pour  les  fonc- 
lions  discontinues  on  est  conduit  au  théorème  énoncé  plus  haut* 
Mais  la  seconde  méthode  de  sommation  n'est  pas  admissible,  parce 
qu'on  ne  peut  pas  affirmer  que  la  somme  obtenue  par  le  second 
procédé  coïncide  avec  la  valeur  de  la  série  pour  x  =  X|.  Il  y  a 
une  objection  décisive  à  faire  à  cette  seconde  méthode  :  c'est  sa 
complète  indétermination.  Il  est  donc  seulement  permis  d'adopter 
la  première,  et  par  suite  la  série  de  Fourier  converge  seulement  vers 
la  valeur  moyenne. 

M.  P.  du  Bois  Reymond  (  *  )  a  aussi  cherché  à  établir  que  la  série 
de  Fourier,  aux  points  de  discontinuité,  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  comprises  entre  les  limitesy(x4-  o)^f[x  —  o).  11  donne 
comme  valeur  de  la  série  de  Fourier,  pour  x  =  X| , 


^[/(•'•|-+-o)-f-/('i~o)] 

n{x—A\\    . 


]]\\m    f 


Si  1  on  fait  d'abord  x  =  Xi^  puis  /i  =  oo  ,  on  obtient  la  valeur  de  Dî- 
richlel;  si  l'on  fait  d'abord  /i  =  oo  ,  puis  x  =  X|,  on  obtient  l'une 
ou  l'autre  des  deux  limites  /{xt  •+-  o),/(xi  —  o),  suivant  que  x 
rapproche  de  Xt  par  des  valeurs  supérieures  ou  par  des  valeurs 
mférieures  -,  si  on  laisse  arbitraire  le  passage  à  la  limite,  on  obtient 
toutes  les  valeurs  intermédiaires.  C'est  en  cela  que  consiste,  d'a- 


(')  Math,  JnnaUn,  t.  Vil,  1873,  Ueber  die  sprungweisen  ÎVerthverànderungen  ana^ 
htiicker  Puttctionen. 
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près  M.  du  Bois-Reymond,  la  détermination  /précise  Je  la  soi  finie 
fie  la  série  de  Fotirier.  II  résulte  de  ce  qui  précède  que  cette  déter- 
luinatiou  repose  sur  une  déiinîlion,  qui  ne  parait  pas  admissible^ 
de  la  somme  d'une  série.  Il  ne  peut  y  avoir  qu'une  manière  d'opé- 
rer :  faire  x  =  Xt  et  ensuite  /i  =  oo  ,  et  alors  disparait  ce  que  l'on  a 
appelé  V indétermination  continue  de  la  série  (*). 

On  a  été  conduit  à  cette  opinion  erronée,  que  la  détermination 
de  Dirichlet  n'est  pas  absolument  exacte,  par  la  considération  déjà 
rappelée  d'une  fonction  de  .r  et  de  /',  définie  à  l'intérieur  du  cercle 
de  rayon  i  par  l'intégrale  de  Poisson.  Si  la  série  identique  à  l'iulé- 
t;rale  de  Poisson  se  transforme  pour  tous  les  points  du  cercle  en  une 
fonction  finie  continue  et.  bien  déterminée,  ce  passage  a  lieu  d'une 
manière  continue^  j'ajoute  que  le  théorème  de  M.  Schwarz  a  en- 
core lieu  quand  la  fonction  est  discontinue  pour  un  nombre  limité 
de  points  du  contour.  Si  Ton  ne  considère  que  les  points  pour  les- 
quels la  fonction  est  continue,  M.  Prym,  dans  le  Mémoire  cité, 
a  étudié  comment  s'eilectue  le  passage  à  la  valeur-limite  /•  =  i 
pour  les  points  de  discontinuité,, et  il  montre  que  pour  ces  poîuls 
l'intégrale  de  Poisson  peut  tendre  vers  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  les  1  imites  y  *(  x -f- o),/'(j?  —  o),  et  que  sa  valeur-limite  dé- 
[)end  de  la  direction-limite  de  la  droite  qui  joint  le  point  variable 
à  sa  posjtion-liuiite  sur  le  cercle.  La  série  de  Fourier,  au  contraire, 
converge  seulement  vers  la  valeur  moyenne  assignée  par  Dirîcblet, 
parce  qu'il  s'agit  ici  de  fonctions  d'une  seule  variable. 

Les  conditions  de  Dirichlet  ne  sont  en  aucune  façon  nécessaires; 
elles  sont  seulement  sutlisantes.  Il  restait  à  examiner  si  une  fonc- 
tion qui  1^  devient  infinie  en  un  ou  plusieurs  points,  2*'  qui  a  un 
nombre  infini  de  discontinuités,  3"  qui  a  un  nombre  infini  de 
maxima  et  de  minima,  peut  encore  être  représentée  par  la  série  de 
Fourier. 

Si  la  fonction  devient  infinie  pour  un  point  c,  Dirichlet,  dans  un 
autre  Mémoire  (- ),  indique  la  convergence  de  l'intégrale^'/ i  a)  ilx 


(')  II  y  a  ici  encore  une  question  do  moUs  et  de  dëfinilion.  L*autcur  a  choisi  cntro 
les  deux  dclinilion»  de  la  somme  celle  qui  est  la  meilleure;  mais  il  n'a  nullement 
l'intention  de  méeonnaiire  l'intérêt  du  ibénrème  de  Dnliamcl  et  de  la  curieuse  for- 
mule de  M.  du  Bois'Reymtmd.  G.   I). 

(')  Jour  nui  Je  CrcUe,  t.   17,  p.   '>|. 
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étendue  de  part  et  d^aulrc  du  point  c  coininc  condition  pour  que  la 
série  de  Fourier  représente  encore  la  fonction.  Pourtant  Diriclilet 
a  voulu  présenter  cette  condition  non  comme  nécessaire,  mais  seu- 
lement comme  suffisante.  Si  l'intégrale  est  absolument  convergente, 
cette  condition  est  en  effet  suffisante,  comme  Ta  remarqué  M.  P.  du 
Hois-Kejmond  (  *  ). 

Pour  ce  qui  concerne  les  deux  autres  cas  d'exception,  DiricUlet, 
à  la  fin  de  son  premier  Mémoire  (/oc.  cit.,  p.  169),  affirmait  qu'ils 
|)eu\cntétre  ramenés  à  ceux  qu'il  avait  examinés.  II  annonce  qu'une 
fmclion,  ayant  un  nombre  infini  de  discontinuités  ou  de  maxima  et  de 
uiinima,  pourra  toujours  être  représentée  par  la  série  de  Fourier 
jwurvu  que,  dans  un  intervalle  quelconque  («,  /;),  ou  puisse  tou- 
jours en  placer  un  autre  (r,  s)  dans  lequel  la  fonction  demeurera  con- 
tinue. «  Mais  »y  dit-il  en  terminant  son  Mémoire,  «  la  chose,  pour 
iHre  faite  avec  toute  la  clarté  qu'on  peut  désirer,  exige  quelques 
détails  liés  aux  principes  fondamentaux  de  l'Analyse  infinitésimale, 
et  qui  seront  exposés  dans  une  autre  ^ïote,  dans  lacpielle  je  m'occu- 
jterai  aussi  de  quelques  autres  propriétés  assez  remarquables  de  la 
série  de  Fourier  ».  Dirichlet  n'a  pas  tenu  cette  promesse.  Quant  à 
la  restriction  qu'il  formule  relativement  aux  fonctions  discontinues 
un  nombre  infini  de  fois,  elle  résulte  d'après  lui  de  la  notion  de  T in- 
tégrale définie,  et  l'on  peut  par  conséquent  conclure  que,  daus l'opi- 
nion de  Diriclilet,  toutes  les  fonctions  intégrables  dans  le  sens  (|u'il 
a  donné  à  ce  mot  peuvent  être  représentées  par  la  série  de  Fourier. 

Le  développement  rigoureux  de  la  démonstration  a  été  donné 
IwrM.  Lipschitz  (').  • 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  ayant  un  nombre  infini  de 
discontinuités,  M.  IJpschitz  interprèle  certainement  d'une  ma- 
nière fidèle  les  vues  de  Diriclilet  en  considérant  le  cas  unique  d'un 
nombre  limité  de  points  singuliers,  dans  le  voisinage  desquels 
c'xistent  une  infinité  de  points  de  discontinuité.  Dans  ce  cas  encore 
la  série  représente  la  fonction,  comme  le  démontre  M.  Lipschitz. 


*)  Journal  (te  liorchanit,  t.  I.XXIX,  187.^,  AUg^melne  Lrhrstitze  iiber  deit  (iiitiff" 
kfitibcreich  der  Integralformeht^  die  zur  Darsteliung  vkilikftriicher  Fufictionen  dic" 
''<•»♦  p.  .^3-'|6,  et  Abliandl.  der  liayerischen  Akad.,  t.  XII,  II,  Mtith,  physik»  Classe, 

f'i  Journal  df  Rorchardt^  t.  LXIII,  iS^'i,  p.  'itf>  :  De  e.rplicatiane  per  séries  triga^ 
HotnfiricfU.  olc. 
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Mais  la  démonstration  n'Indique  rien  relativement  aux  valeurs 
singulières,  et  nous  n'avons  aucun  moyen  de  reconnaître  si  pour 
ces  valeurs  particulières  la  série  est  égale  à  la  fonction. 

Si  Ton  a  maintenant  une  fonction  ayant  un  nombre  infini  de 
maxima  et  de  minima,  rien  n'empêche  de  former  la  série  de  Fourier 
pour  cette  fonction,  si  les  coefficients  ont  un  sens  et  si  la  série  est 
convergente.  Mais  on  ne  peut  affirmer  que  la  série  ainsi  formée 
représente  la  fonction  qu'après  avoir  prouvé  que  la  série  a  les 
mêmes  valeurs  que  la  fonction,  sauf  pour  un  nombre  fini  de  points 
déterminés. 

Les  fonctions  qui  ont  un  nombre  in&ni  de  maxima  et  de  minima 
peuvent  être  divisées  en  deux  classes  :  les  unes  qui  ont  dans  le  voi- 
sinage d'un  point  déterminé  une  inanité  d'oscillations  avec  une 
amplitude  infiniment  petite,  et  les  autres  pour  lesquelles  les  ampli- 
tudes sont  finies.  Les  premières  peuvent  être  des  fonctions  con- 
tinues; les  autres  sont  des  fonctions  discontinues.  Dirichlet  regar- 
dait toutes  les  fonctions  continues  comme  susceptibles  d'être 
représentées  par  la  série  de  Fourier,  sans  aucun  point  d'exception, 
et,  d'après  une  communication  verbale  de  M.  Weierstrass  à  laquelle 
fait  allusion  M.  P.  du  Bois-Reymond  (  *  ),  nous  pouvons  penser  qu'il 
a  toujours  conservé  cette  opinion.  Riemann  aussi  parait  avoir  ac- 
cepté cette  affirmation  de  Dirichlet,  comme  on  peut  le  reconnaître 
en  plusieurs  endroits  de  ses  écrits  (^).  H.  Hankel  pense  même 
qu'il  a  été  démontré  par  Dirichlet,  Lipschitz  et  Riemann  que 
toutes  les  fonctions  continues  sont  développables  en  une  série  de 
Fourier  (^).  L'inexactitude  de  cette  opinion  a  été  reconnue  par 
M.  P.  du  Bois-Reymond  qui,  après  plusieurs  essais  infructueux 
pour  démontrer  le  théorème,  a  été  conduit  à  penser  qu'il  pourrait 
bien  être  inexact.  Dans  un  travail  développé  {*)  il  a  fait  connaître 
des  conditions  compliquées  sous  lesquelles  la  série  de  Fourier,  qui 
représente  d'ailleurs  la  fonction,  cesse  de  lui  être  égale  pour  un 

(•)  AbhandL  der  Bayer,  Akad,,  t.  XIl,  II,  p.  8. 

(*)  OEuvres  complètes^  p.  3  :  •  Neuere  Untersuchungen  baben,  ...  •,  et  p.  333  :  «  In 
der  Tbat  fur  aile  Fâlle  der  Natur,  ...  •;  p.  3a4  :  *  Wenn  man  die  unnttlbige  Voraus- 
selzung,  etc.  » 

(' )  Ueber  die  unendlick  oft  oscilUrenden  und  unstetigen  Functionen.  TûbingeD,  1870, 
LnÎYersitâtsschrift,  §  3. 

(*)  Àbh,  der  Bayer.  Akad,,  t.  XII,  Math,  phjrs.  Classe,  iS^Ti  :  Untersuehungeit  ûber 
die  Convergent  und  Divergenz  der  Fourierschen  Darstellungsformeln,  Cbap.  IV. 
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certain  nombre  de  valeurs.  Comme,  pour  nous,  le  résultat  principal 
de  ces  recherches  consiste  dans  la  découverte  de  telles  fonctions 
continues,  nous  donnerons  à  la  iin  de  ce  travail  un  exemple  simple, 
que  M.  Schwarz  a  fait  connaître  dans  ses  Leçons  et  qu'il  a  bien  voulu 
nous  autoriser  à  publier.  Cet  exemple  est  formellement  compris 
dans  l'exemple  plus  général  de  M.  du  Bois-Rcymond,  mais  il  s'en 
distingue  par  une  plus  grande  simplicité  dans  la  définition  comme 
dans  la  démonstration. 

Cette  supposition  que  la  méthode  de  Dirichlet  s'applique  à  toutes 
les  fonctions  continues  a  conduit  Riemann  à  cette  opinion  que  les 
fonctions  auxquelles  la  méthode  de  Dirichlet  ne  s'étend  pas  ne  se 
trouvent  pas  dans  la  nature  (p.  aa3,  a3o  et  a5i  des  OEuvres  com- 
plètes), M.  Heine  (  *  )  pense  qu'il  est  inutile  de  rechercher  si  les  fonc- 
tions discontinues  se  trouvent  dans  la  nature.  Ce  qu'il  y  a  de  mieux 
peut-être  à  dire  sur  cette  question  philosophique,  c'est  que  nous 
ne  savons  rien  à  son  égard.  Toutefois  nous  devons  demeurer  con- 
vaincus que  ce  serait  ajouter  une  nouvelle  hypothèse  à  toutes  celles 
qui  sont  déjà  admises  en  Physique  que  d'admettre  la  possibilité  de 
développer  une  fonction  rencontrée  dans  un  problème  en  une  série 
irigonométrique. 

M.  Lipschitz  a  étudié  les  fonctions  ayant  un  nombre  infini  de 
inaxima  et  de  minima,  mais  satisfaisant  pour  le  reste  aux  conditions 
de  Dirichlet,  et  il  en  a  fait  connaître  une  classe  pour  laquelle  la  série 
de  Fourier  est  convergente  et  en  outre  est  toujours  égale  à  la  fonc- 
tion. M.  Lipschitz  considère  une  fonction  qui  est  finie  et  continue 
entre  les  limites  extrêmes,  ou  du  moins  qui  n'a  qu'un  nombre 
limité  de  solutions  de  continuité,  mais  qui  possède  un  nombre 
illimité  de  maxima,  soit  en  des  points,  soit  en  des  segments.  Les 
deux  autres  cas,  que  Dirichlet  n'avait  pas  traités  d'une  manière 
complète,  ne  doivent  pas  avoir  lieu  ici  :  i/uîa  duobus  vel  tribus 
casibiis  simul  adcitis  seriei  species  potius  quam  vis  et  natura  mu- 
iatur.  Pourtant  le  caractère  de  la  série  se  conserve  seulement  si 
plusieurs  des  singularités  laissées  de  côté  par  Dirichlet  ne  se  super- 
posent pas  en  un  point.  M.  Lipschitz  appuie  sa  démonstration  sur 
les  théorèmes  I,  II  de  Dirichlet,  donnés  plus  haut.  Il  montre  qu'ils 


• ')  HtitHibuclt  flrr  Auffr/fnnctionen,  a*  édition,  t.  I,  p,  Tij. 
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sont  encore  vrais  cl  par  conséquent  que  la  sérifî  de  Fourier  con^ 
\crge  encore  vers  la  valeur  de  la  fonction,  si,  à  toutes  les  places  où  1  a 
fonction  oscille,  la  valeur  absolue  de  la  difi'érencey  ((5  -f-  5)  — f[^p  '\ 
décroît  plus  rapidemcfut,  quand  cï  tend  vers  zéro,  que  le  produit 
d'une  constante  B  et  d'une  puissance  de  J  avec  un  exposant  positif 
quelconque.  Désignons  par  D  la  valeur  absolue  de  la  dilTéreuce 

alors  la  condition  de  M.  Lipscliîtz  est  I)  <^(3  5",  où  Ton  a  a  ^  o. 
<^ette  condition  est  plus  restrictive  que  l'hypothèse  d'une  con- 
tinuité uniforme.  Si  l'on  veut  que  la  fonction  soit  uniformément 
continue,  il  doit  y  avoir  pour  toute  valeur  de  {3  une  valeur  minimum 
o'  dépendante  de  ^  et  telle  que,  pour  toute  valeur  J"  inférieure  en 
\aleur  absolue  à  ^,  f{i.-\-  ^'')  — /{t^)  soit  plus  petit  qu'une  quan- 
tité 7  donnée  à  l'avance  et  aussi  petite  qu'on  le  veut.  La  condition 
de  M.  Lipschitz  exige  plus  que  la  continuité  uniforme,  car  elle  en- 
traîne entre  les  deux  quantités  a,  3'  la  relation  a^  Bd'*  et  par  con- 
séquent ô'  =  \/p'  Or  rien,  dans  la  déCnition  de  la  continuité  uni- 
forme, n'exige  que  cette  relation  soit  vérifiée.  La  condition  ne 
s'applique  donc  pas  h  toutes  les  fonctions  continues. 

La  démonstration  de  M.  Lipschitz  ne  s'applique  pas  seulement 
si  la  dillerence  1)  s'approche  plus  rapidement  de  zéro  que  B5*. 
Il    est  aisé  de   reconnaitre   qu'elle  exige   seulement  que  l'on   ait 

lim  I)log3'  =  o,  et  cette  dernière  condition  est  plus  générale  que  la 

.5  =  0 

première,  car  elle  est  remplie  toutes  les  fois  que  la  première  l'est; 
mais  la  réciproque  n'a  pas  lien,  et  il  sufiit  de  prendre  le  cas  où  l'on 

aurait  I)  =  , — 7-; — i — r  pour  reconnaître  que  la  seconde  condition 

l(»grj  log  l(»gçj    *  ' 

peut  être  vérifiée  sans  qu'il  en  soit  de  même  de  la  première.  Dans 
son  Mémoire  [Sopra  la  série  di  Fourier;  Pi  se,  1872),  M.  Dinî  se 
sert  sans  aucune  explication  de  la  seconde.  On  peut  donc  dire  que 
la  série  de  Fourier  représenle  toute  fonction  ayant  un  nombre  iniini 
de  maxima  et  de  minima,  pourvu  que  l'on  ait,  a  toutes  les  places  où 
la  fonction  oscille,  lim  Dlog5=<ï.Si,  pour  un  nombre  limité  àv. 

points  d'oscillation  y  cette  condition  cesse  d'être  remplie,  on  peut 
dire  encore  que  la  série  de  Fourier  représente  la  fonction^  toute- 


fois  Ton  iluit  reiKiiicer  à  détiioiitrer,  par  les  moyens  qui  conduisaient 
au  but  dans  les  cas  précédents,  la  convergence  de  la  série  de  Fou- 
rier,  en  ces  points  singuliers,  et  son  égalité  avec  la  fonction.  Le 
succès  des  recherches  de  M.  Lîpschilz  sur  l'extension  des  deux 
tliéorèmes  relatifs  à  l'intégrale  de  Dirichlet  nous  apprend  déjà  que 
Riemann  était  dans  Terreur  quand  il  pensait  (  OEii^rcs,  p.  sia^  )  que 
ces  théorèmes  ne  peuvent  plus  servir  dans  le  cas  où  la  fonction  a 
un  nombi^e  infini  de  maxima  et  de  niinima.  il  nie  semble  que  la 
question  de  savoir  si  la  série  de  Fourier  converge  ou  diverge  ne  peut 
en  général  être  décidée  que  par  l'emploi  de  ces  deux  théorèmes, 
lautque  la  fonction  est  intégrable.  Si  la  fonction  ne  remplit  plus  la 
cfmdilion  d'intégrabililé,  alors,  il  est  vrai,  les  deux  théorèmes 
perdent  toute  signification^  mais  dans  ce  cas  nous  ne  connaissons 
aucune  méthode  générale  de  recherche. 

Les  recherches  de  M.  Lipschitz  ont  fait  connaître  une  classe 
nouvelle  de  fonctions  qui  peuvent  être  représentées  par  la  série  de 
Fourier;  mais,  pas  pins  que  étoiles  de  Dirichlet,  elles  ne  nous  ont  rien 
appris  sur  la  nature  des  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  la 
représentation  d'une  fonction  par  la  série  de  Fourier.  On  n'a  aucun 
moyen  de  reconnaître  si  une  fonction  qui  ne  satisfait  ni  aux  condi- 
tions de  Dirichlet  ni  à  celles  de  M.  Lipschitz  est  ou  n'est  pas  suscep- 
tible d'être  représentée  par  la  série  de  Fourier.  On  peut  objecter,  il 
rst  vrai,  que  c'est  peut-être  trop  exiger  que  de  demander  les  con- 
ilitious  nécessaires  pour  qu'une  fonction  puisse  être  représentée  par 
la  série  de  Fourier.  Quand  on  a  donné  la  définition  la  plus  générale 
d'une  série  à  termes  positifs  en  disant  que  la  série  est  convergente 
lorsque  la  somme  des  n  premiers  termes  tend,  pour  n  croissant 
indéfniiment,  vers  une  limite  déterminée,  il  n'y  aucune  autre  défi- 
nition qui  ait  précisément  la  même  étendue. 

On  pourra  bien  trouver  des  conditions  de  plus  en  plus  étroites, 
'les  classes  de  plus  en  plus  étendues  de  fonctions  susceptibles  d*être 
représentées  par  la  série  de  Fourier  ;  mais  si  l'on  parvenait  à  trouver 
les  conditions  nécessaires  et  sutlisantes  pour  la  représentation,  elles 
leurraient  fort  bien  être  équivalentes  à  celles  qui  sont  contenues 
dans  la  définition,  et  tout  énoncé  caractérisant  les  fonctions  suscep- 
tibles d'une  nîprcsentation  par  la  série  de  Fourier  pourrait  se  ré- 
duire pureni(*nt  vl  simplement  à  la  délînilion  mêm(.*  de  la  repré- 
sentation. 
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Si  iin#-  Utuiàiiwc  d'obienîr  d<cfs  condilioiis  plus  étroites  que  celles 
de  Dirîchlet  et  de  M.  Lipsckïtz  ne  parait  pas  deroir  conduire  à 
des  résultats  simples,  il  est  néanmoins  à  désirer  que  l'on  puisse 
cbîeajT  un  nombre  illimité  de  classes  de  pins  en  plus  étendues, 
absolument  o>mme  on  a  poor  les  séries  à  termes  positifs  des  règles 
de  conrei^ence  dont  l'application  peut  être  indéfiniment  pour- 
suirie.  Une  seule  tentatire  a  été  faite  dans  cette  Toie  par  M.  P.  du 
Bois-Rermond  dans  son  Mémoire  :  Untersuckungen  iiber  die 
Convergenz  und  Dii^ergenz  der  Fourierschen  DarsteUiÂngs-For' 
meln  (loc.  cû.,  Chap.  I-UI ..  !Xous  né  signalerons  dans  ce  travail  que 
le  résultat  suivant  :  fl  j  a  en  réalité  des  fonctions  qui  ne  satisfonl 
pas  à  la  condition  énoncée  par  M.  Lipschitz  et  pour  lesquelles  la 
série  de  Fourier  est  direi^ente. 

(^  suivre). 
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Le  célèbre  Livre  des  Eléments  n'a  pas  manqué  d'éditions  :  celle 
que  Dous  anoonçons  est  au  moins  la  quatre  cent  soixante  et 
onième  depuis  l'invention  de  l'imprimerie.  Malgré  ce  nombre 
toujours  croissant,  on  manquait  d'une  édition  rédigée  au  point  de 
vue  des  dernières  découvertes,  faites  depuis  un  demi-siècle  sur  la 
nature  des  principes  de  la  Géométrie  élémentaire.  Nous  avons  au- 
jourd'hui la  satisfaction  d'annoncer  que  cette  lacune  est  remplie 
par  la  remarquable  publication  dont  nous  venons  de  transcrire  le 
titre;  grâce  auic  Notes  et  aux  Suppléments  dont  le  savant  éditeur 
l'a  enrichi,  le  Traité  d'EucIide  peut  maintenant  servir  de  texte  pour 
lenseignement  élcmenlaïre,  et  en  même  temps  de  guide  pour  les 
géomètres  qui  veulent  prendre  connaissance  des  recherches  de 
l'ordre  le  plus  élevé  auxquelles  l'étude  approfondie  des  principes 
de  la  science  de  l'espace  a  donné  lieu  dans  ces  dernières  années. 

L'Ouvrage  du  professeur  de  Kief  est  précédé  d'une  intéressante 
Préface,  où  l'on  mentionne  d'abord  les  elTorts  faits  de  nos  jours  pai- 
plusieurs  géomètres  émiuents  pour  rappeler  l'attcution  des  auteurs 
et  des  lecteurs  sur  l'immortel  l'raïté  d'Euelide,  dont  l'usage  comme 
Livre  d'enseignement  est  tombé  en  désuétude  dans  tous  les  pays, 
sauf  l'Angleterre.  L'étude  de  la  Géométrie  devant  avoir  pour  prin- 
cipal but  le  développement  des  aptitudes  logiques,  rien  ne  saurait 
être  plus  profitable  que  la  connaissance  approfondie  du  clicf- 
d'oeavra  de  la  science  antique,  chef-d'œuvre  que  les  modernes 
o'ont  pas  encore  réussi  à  faire  oublier,  et  qui  reste  toujours,  depuis 


{')Lti  ÉUncatt  d'EucUde,2.yae  une  latroiluctlon  cipliullia  et  du*  Commentaire!, 
pirH.-l!.  VichtcliBDko-Zakharlchenko,  profcsieur  ordinaire  à  l'Unireriité  tinpèrUle 
de  Sdnl-Vlidimir.  Kief,  imprimeri»  do  l'L'niienitè  Impériale  de  Salnt-Vladlmlr.  - 
Onad  \a-»;  xii-750  paee*,  Soi  ll(;iiraa  dani  le  texte.  Prii  :  6  roubloi. 
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plus  de  vingt  siècles,  le  modèle  le  plus  parfait  de  raisounement 
rigoureux.  De  notre  temps,  la  Science  s'est  développée  tout  autour 
du  domaine  d'Euclide;  les  conséquences  de  ses  principes  s'étendent 
cliaque  jour  à  Tinfîni;  les  principes  eux-mêmes  ont  été  soumis  à 
un  sévère  examen  :  au  milieu  de  ces  merveilleux  progrès,  le  coi-ps 
de  doctrine  du  géomètre  alexandrin  n'a  pas  été  entamé^  tout  au 
plus  a-t-on  proposé  quelques  simplifications  ou  corrigé  quelques 
négligences  de  détail,  dont  la  plupart  peuvent  être  le  fait  de  l'igno- 
rance des  copistes  ou  du  zèle  maladroit  des  commentateurs. 

Est-ce  à  dire  pour  cela  que  le  Livre  d'Euclide,  sous  sa  forme  ar- 
chaïque, soit  le  dernier  mot  de  la  science  géométrique  et  qu'il  faille 
imiter  l'exemple  des  Anglais,  qui  naguère  encore  l'étudi aient  mot 
pour  mot,  comme  s'il  se  fut  agi  d'un  texte  sacré?  Nous  sommes 
loin  de  le  penser,  et  notre  ferme  croyance  est  qu'il  y  a  tout  avan- 
tage, dans  l'étude  d'une  science  quelconque,  à  remplacer  la  marche 
synthétique  et  apodictique  des  anciens  par  la  marche  analytique 
qui  est  mieux  appropriée  aux  tendances  modernes,  et  qui,  n'aflirmant 
une  vérité  qu'au  moment  où  elle  vient  d'être  démontrée,  accoutume 
l'esprit  à  se  rendre  compte  de  tout.  Mais  il  nen  reste  pas  moins 
vrai  que,  pour  celui  qui  aspire  à  une  connaissance  approfondie  de 
la  Géométrie,  la  lecture  d'Euclide  est  un  des  plus  utiles  exercices 
auxquels  il  puisse  se  livrer. 

Une  des  causes  qui  ont  détourné  les  commençants  de  cette  étude, 
c'est  la  forme  prolixe  et  emharrassée  qu'imposait  aux  anciens  le 
manque  des  notations  si  claires  et  si  concises  à  l'usage  desquelles 
les  Mathématiques  doivent  en  grande  partie  les  immenses  progrès 
(|ue  nous  admirons  depuis  deux  siècles.  La  plupart  des  traducteurs 
d'Euclide  se  sont  fait  un  devoir  de  respecter  la  forme  antique,  en 
se  plaraul  au  point  de  vue  archéologique  et  littéraire,  et  dès  lors 
il  n'est  pas  étonnant  que  Ton  ait  presque  partout  abandonné  le 
vieux  géomètre,  qui  n'était  en  réalité  qu'à  moitié  traduit,  et  qu'on 
lui  ait  préféré  ses  successeurs  qui  s'exprimaient  en  langage  moderne 
et  facilement  intelligible. 

Déjà,  cependant,  nous  avons  plusieurs  éditions  des  Eléments 
où  l'on  a  tenu  compte  des  convenances  des  lecteurs  contemporains. 
Nous  pouvons  citer,  entre  autres,  l'édition  de  Barrow  (i655)  en 
Angleterre,  celle  de  Lorenz  (1781)  en  Allemagne,  sans  parler  des 
innombrables  éditions  classiques  répandues  dans  les  écoles  de  la 
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Graudc-Brelaguc,  et  dans  lesquelles,  depuis  que]c|ues  années,  les 
notations  modernes  empiètent  de  plus  en  plus  sur  la  version  litté- 
rale. 

Dans  sa  longue  pratique  de  l'enseignement  et  des  examens,  iM.  le 
professeur  Vachtchenko-Zakartclienko  avait  reeonnu,  dans  la  plu- 
part des  Traités  classiques  contemporains,  de  graves  et  nombreuses 
imperfections  dont  on  pouvait  suivre  la  généalogie  en  remontant, 
non  jusqu'à  Euelidc  lui-même,  mais  à  quelques-uns  de  ses  mé- 
diocres commentateurs,  qui  n'avaient  pu  se  rendre  compte  deTœuvre 
du  maître  sans  rabaisser  à  leur  niveau  en  la  défigurant.  11  a  pensé 
avec  raison  qu'avant  de  vouloir,  comme  tant  d'autres,  /i/i/'e  mieux 
qu'Euclide,  on  devait  commencer  par  apprendre  l\  faire  aussi  bien, 
en  se  pénétrant  deTesprit  de  rigueur  qui  règne  dans  Ics/'JlerneFits  et 
dont  bien  peu  d'écrivains  scientifiques  contemporains  ont  su  appro- 
cher. Pour  favoriser  cette  étude,  il  a  entrepris  la  t/icbe  considérable 
d'une  édition  de  Va  partie  géométrique  des  Eléments,  traduite  dans 
la  langue  mathématique  usitée  de  nos  jours  et  accompagnée  d'Ad- 
ditions et  de  Notes  explicatives,  qui  mettent  l'antique  géomètre  en 
face  de  la  science  actuelle  et  montrent  combien  sa  doctrine  vingt 
fois  séculaire  est  plus  voisine  des  conclusions  de  nos  grands  mathé- 
maticiens contemporains  que  celle  de  bon  nombre  de  Traités 
publiés  depuis  cinquante  ans. 

Avant  de  parler  de  la  Préface,  sur  laquelle  nous  reviendrons, 
nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  remarquable  Introduction  que 
le  savant  professeur  a  placée  en  tète  de  son  Ouvrage  et  dans  la- 
([uellc  il  discute  A  fond  le  sens  et  la  portée  des  fty/jot/tèsrs  géif- 
métriques  d'Euclide.  Ces  hypothèses  sont  au  nombre  de  (piatre, 
déduction  faite  des  principes  qui  s'appliquent  à  toute?  espèce  d(ï 
quantités  et  qui  sont  réunis,  dans  les  meilleures  éditions,  aux  hy- 
pothèses géométriques  sous  la  dénomination  d'axiomes  ou  notions 
communes  [xovtTx  hyoïai),  M.  Zakhartchenko  a  adopté,  avec  raison, 
la  classification  de  Barrow,  de  Robert  Simson,  de  Lorenz,  qui  ré- 
duit h  trois  le  nombre  des  demandes  (altr^uara)  et  qui  réunit 
aux  axiomes  les  trois  énoncés  que  d'autres  éditeurs,  tels  que 
Peyrard  et  August,  en  avaient  distraits,  bien  que  leur  nature  n'eut 
rien  de  commun  avec  celle  des  demandes  précédentes  (  '  ). 


(')  En  effet,  les  demandes  t,  2  et  3  portent  uniriurmcnt  sur  la  possibilité  dVxèculer 
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Les  quatre  liypotlièscs  géométriques  sont  contenues,  implicilement 
ou  explicitement,  dans  les  axiomes  portant,  suivant  la  classiGcation 
suivie  par  Fauteur,  les  n*^*  8,  10,  12  et  11,  eu  intervertissant  ici  à 
dessein  l'ordre  des  deux  derniers. 

L'axiome  8  (Ta  l^apjjioÇovTot  è-n  àXXr,Xa  îca  àX*Ay,Xoiçl(rc()  suppose  avant 
tout  l'idée  indéfinissable  de  Vinv^ariabilité  des  Jigures  lorsqu'on 
les  transporte  soit  dans  le  plan,  soit  dans  l'espace.  Cette  propriété 
des  figures  étant  admise,  rerg^rt/ife  des  figures  est  rfe^/iie  par  la  pos- 
sibilité de  les  faire  coïncider  soit  Tune  avec  l'autre,  soit  (axiome  1) 
chacune  successivement  avec  une  même  troisième.  Ainsi  l'axiome  8 
contient  implicitement  la  première  hypothèse  essentielle  de  la  Géo- 
métrie, celle  de  V  invariabilité  des  Jigures. 

L'axiome  10  (iracaç  xiç  ôpOiç  ywviaç  tcra;  dXX:^Xaiç  eîvai),  que  Pey- 
rard  et  August  rangent,  ainsi  que  les  deux  suivants,  parmi  les 
demandes,  est,  en  réalité,  un  théorème  résultant  immédiate- 
ment de  la  deuxième  hypothèse,  laquelle  consiste  à  admettre 
Texistence  d'une  surface  superposable  à  elle-même  dans  toutes  ses 
parties,  soit  h  la  fois  directement  ou  par  retournement  (comme  le 
plan),  soit  seulement  directement  (comme  la  sphère). 

L'axiome  12  (ouo  «Oôetaç  j^wpiov  \k^  irepts^siv)  précise  la  définition 
assez  vague  qu'Euclide  a  donnée  précédemment  de  la  ligne  droite 
(définition  4).  Il  admet  pour  cela,  comme  troisième  hypothèse, 
Texistence  d'une  ligne  superposable  à  elle-même  dans  toutes  ses 
parties  lorsqu'on  la  déplace  soit  en  l'entraînant  avec  une  portion 
de  surface  superposable  à  elle-même  (propriété  qui  convient  non 
seulement  à  la  ligne  droite,  mais  aussi  au  cercle  et  à  Thélice),  soit 
encore  en  faisant  tourner  cette  surface  autour  de  deux  points  de 
cette  ligne  (propriété  qui  appartient  à  la  ligne  droite  exclusive- 
ment). 

Ces  trois  hypothèses  suffisent  à  la  démonstration  des  vingt-huit 
premières  propositions  du  premier  Livre,  lesquelles  s'appliquent 


certaines  constructions,  de  tracer  certaines  figures,  comme  l'exiii^eait  la  loi  qu'Euclide 
s'était  imposée,  de  no  s'appuyer  sur  aucune  construction  avant  d'avoir  indiqué  les 
moyens  de  la  réaliser.  Cela  équivaut  à  dire  que,  pour  tracer  les  figures  de  la  Oéomé- 
trie  plane,  il  faut  se  munir  d'une  règle  et  d'un  compas.  Les  axiomes  déplacés  par  les 
éditeurs  que  Peyrard  a  suivis  expriment,  au  contraire,  des  vérités  objectives  ou  des 
définitions  de  mots  indépendantes,  les  unes  et  les  autres,  de  nos  moyens  de  con- 
Htruetion. 
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indifieremment  aux  figures  planes  et  aux  figures  tracées  sur  une 
même  sphère.  Ce  n'est  certainement  pas  sans  dessein  qu'Euclide  a 
groupé  ainsi  ces  propositions,  en  les  plaçant  avant  celles  qui  ne 
peuvent  s'établir  sans  le  secours  d'un  nouveau  principe,  la  qiia^ 
trième  hypothèse,  exprimée  par  l'axiome  11,  plus  généralement 
coDuu  sous  le  nom  impropre  de  postulat um  d'EucUde, 

Cet  axiome  a  été  depuis  longtemps  le  sujet  de  nombreuses  re- 
cherches. Son  analogie  apparente  avec  les  énoncés  de  certains 
théorèmes  qui  se  déduisent  des  trois  hypothèses  précédentes  a 
porté  un  grand  nombre  de  géomètres  à  en  chercher  une  démons- 
tration fondée  sur  les  mêmes  principes.  Tous  leurs  eflbrts  ont 
échoué  jusqu'à  présent,  et  l'on  sait  maintenant,  de  science  certaine, 
qu'ils  échoueront  toujours  (  *  ). 

Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  les  tentatives  faites  par  des  mathé- 
maticiens comme  Legendre,  pour  diminuer  d'une  unité  le  nombre 
des  hypothèses  géométriques,  ont,  du  moins,  contribué  puissam- 
ment à  élucider  la  question  et  ont  eu  pour  résultat  important  de 
faire  connaitre  avec  précision  quelles  sont  les  propositions  de  la 
Géométrie  plane  qui  sont  indépendantes  de  l'axiome  des  paral- 
lèles. 

Après  avoir  exposé  les  belles  recherches  de  Legendre  sur  les 
divers  énoncés  qui  peuvent  remplacer  l'axiome  11,  M.  Zakhar- 
tchenko  aborde  les  théories  de  la  Géométrie  non -euclidienne,  en 
suivant  principalement  la  marche  tracée  par  Loba tchefsky  et  tenant 
compte  des  travaux  plus  récents  de  M.  Beltrami.  On  lira  avec  in- 
térêt et  profit  ce  résumé  substantiel  de  soixante  pages,  qui  forme 
actuellement  le  complément  indispensable  d'un  Traité  de  Géo- 
métrie élémentaire.  Nous  ne  pouvons  qu'approuver  l'auteur  d'avoir 
fait  de  ce  résumé  un  Chapitre  entièrement  indépendant  du  reste 
de  l'Ouvrage,  la  lecture  de  cette  théorie  délicate  supposant  un 
esprit  déjà  exercé  aux  déductions  géométriques  et  accoutumé  à  rai- 
sonner en  dehors  du  concours  immédiat  des  sens. 


(')  Cette  certitude,  qui  résulte  des  études  profondes  faites  depuis  un  dcmi-sièclo 
sur  ee  sajet  difficile,  n'empêche  pas  de  voir  chaque  jour  les  géomètres  les  plus  novices 
oser  leurs  forces  à  la  recherche  d'une  solution  qui  a  résiste  aux  efforts  des  plus  grands 
génies  et  dont  d'autres  jjéniea  non  moins  illustres  ont  démontré  l'impossibilité.  Dans 
ces  dernières  années,  cette  maladie  géométrique  a  pris  les  proportions  d'une  véri- 
tible  épidémie. 
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Pour  faire  coiiiiaitre  maintenant  à  nos  lecteurs  le  contenu  de  la 
nouvelle  édition  d'Euclide,  et  leur  rappeler  en  même  temps  Tordre 
des  matières  traitées  dans  les  Eléments,  nous  ne  saurions  prendre 
un  meilleur  guide  que  Tauteur  lui-même,  en  donnant  ici  la  traduc- 
tion d'une  partie  de  son  intéressante  Préface  : 

«  Les  Eléments  d*Kuclide  se  composent  de  quinze  Livres,  dont 
les  deux  derniers  sont  attribués  à  Hypsiclès  (').  Parmi  les  treize 
autres,  ceux  qui  portent  les  n"*  V,  VII,  MU,  IX  et  X  contiennent 
r Arithmétique  des  anciens,  savoir  les  Livres  V,  VII,  VIII,  IX, 
l'Arithmétique  des  quantités  rationnelles,  le  Livre  X  celle  des  irra- 
tionnelles. De  ces  Livres  arithmétiques  je  n'ai  traduit  que  le  V*^ 
et  le  X'',  qui  ont  un  caractère  plus  géométrique,  surtout  le  X*.  J'ai 
cru  pouvoir  me  dispenser  de  traduire  les  autres. 

M  Livre  I.  —  Ce  Livre  se  compose  de  quarante-huit  propositions 
formant  deux  groupes  distincts,  dont  le  premier  comprend  vingt- 
huit  propositions  fondées  sur  les  axiomes  relatifs  aux  quantités  en 
général  et  sur  deux  axiomes  géométriques,  savoir  :  la  définition  de 
la  ligne  droite  et  la  possibilité  de  superposer  les  parties  du  plan 
soit  directement,  soit  par  retournement.  Ce  groupe  de  théorèmes 
constitue  la  base  de  la  Géométrie  \  ils  sont  rangés  dans  un  tel  ordre 
logique,  que,  en  dehors  de  quelques  changements  de  peu  d'impor- 
tance, cet  ordre  ne  saurait  être  altéré. 

w  Le  second  groupe  de  théorèmes  découle  de  la  célèbre  hypothèse 
d'Kuclide  connue  sous  le  nom  Ae  postulat  uni.  Ces  théorèmes  sont 
le  fondement  de  la  théorie  des  parallèles  et  de  celle  de  la  propor- 
tionnalité. Pour  bien  faire  comprendre  l'importance  et  le  rôle  de 
Vhypothèse  d'Euclide,  il  est  utile,  dans  une  dernière  revision  de 
renseignement  de  la  Géométrie,  que  le  maitre  expose,  à  la  suite  de 
la  proposition  XXVIII,  les  six  premières  propositions  de  V Intro- 
duction mise  en  tète  de  la  présente  édition,  lesquelles  expliquent  la 
liaison  qui  existe  entre  l'hypothèse  euclidienne  et  la  somme  des 
angles  d'un  triangle.  De  la  théorie  des  parallèles  se  déduit  le  groupe 


(' }  Friedlein  a  établi  [BuUettino  di  Dibltogr.  e  di  Storin  délie  Scienze  ntatem.  e  fis.y 
I.  VI,  i8(i3,  p.  49^-'^'9)  que  ic  Livre  XIV  peut  bien  être  rouvruge  d'Hypsiclès,  qui 
vivait  au  ii*  siècle  a%'ant  (et  non  après)  notre  ère.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  pour 
le  Livre  XV,  qui  appartient  à  une  époque  beaucoup  p'us  récente,  cl  M.  Th. -H.  Martin 
{/iul/etti/w  di  Bib/.,  t.  VU,  i8;^|)  attribue  cette  médiocre  production  au  philosophe 
néoplatonicien  Damascius  ^vi"  siècle  après  J.-C.\  {?iotc  de  in  Rédtwtion.) 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  ;i 

des  théorèmes  XXXV  à  XLVIII,  relatifs  à  réquîvalcnce  des 
figures.  Ce  groupe  comprend  le  fameux  théorème  de  Pjthagore, 
démontré  au  mo^^en  des  figures  équivalentes. 

»  Livre  II.  —  Il  se  compose  d<î  propositions  exprimant  géonié- 
triquetnent  les  identités  algébriques  qui  découlent  des  trois  lois 
fondamentales  des  quantités  : 

»  i**  La  loi  de  cotntnutativitc,  représentée  par  les  deux  identités 

dont  la  première  exprime  l'addition  des  lignes  et  la  seconde  la  con- 
struction d'un  rectangle  de  cotés  a  cl  b  \ 
"  2*  La  loi  de  distributwité,  représentée  par  Tidentité 

»  V*  La  loi  de  répétition,  représentée  par  1* identité 

en  Géométrie  plane,  cette  identité  ne  peut  être  que  de  la  seconde 
dimension ,  c'est-à-dire  qu'elle  donne 

en  Stéréométrie,  elle  est  de  la  troisième  dimension,  savoir, 

»  Les  propositions  II  à  X  sont  des  identités  algébriques,  repro- 
duites sous  cette  dernière  forme  dans  la  Note  5  à  la  fin  du  Livre. 
A  Taîde  des  propositions  IV  à  VII,  on  peut  résoudre  géométrique- 
ment les  équations  du  second  degré  de  la  forme 

La  proposition  XI  a  reçu  le  nom  de  sectio  aurea  ou  div^ina, 

»  La  plupart  des  propositions  de  ce  Livre  ne  figurent  pas  dans 
nos  Iraités  classiques,  bien  qu'elles  soient  très  utiles  pour  la 
représentation  concrète  des  identités  algébriques  et  pour  le  déve- 
loppement parallèle  des  transformations  algébriques  et  des  con- 
structions géométriques.  Le  Livre  II  est  l'Algèbre  des  anciens^  au 
moyen  des  propositions  qu'il  renferme,  les  géomètres  de  l'antiquité 
ont  elFectué  les  transformations  géométriques  corres|K)ndantes  à 
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celles  de  noire  calcul  algébrique.  Au  point  de  vue  pédagogique,  ce 
^  Livre  est  d'une  haute  valeur;  le  maître  doit  en  tirer  proGt  pour 
mettre  en  évidence  les  liens  étroits  qui  unissent  TAlgèbre  à  la 
Géométrie. 

»  Livre  IU.  —  Euclide  y  expose  toutes  les  propriétés  fondamen- 
tales du  cercle.  Parmi  les  propositions  de  ce  Livre,  la  VIP  et  la  VIIl* 
éclaircissent  la  notion  de  maximum  et  de  minimum.  Suivant  nos 
habitudes  actuelles,  les  propositions  XXXV,  XXXVI  et  XXXVU 
seraient  exposées  dans  la  section  consacrée  à  la  similitude  des 
figures  et  aux  lignes  proportionnelles;  mais  la  manière  dont  elles 
sont  présentées  dans  le  Livre  III  des  Eléments  donne  une  repré- 
sentation concrète  plus  lumineuse. 

»  Livre  IV.  —  On  y  trouve  la  résolution  des  problèmes  suivants: 
Inscrire  ou  circonscrire  à  un  cercle  un  polygone  régulier  de  trois, 
de  quatre,  de  cinq,  de  six  et  de  quinze  côtés.  Une  des  propositions 
de  ce  Livre  mérite  une  attention  particulière  :  c'est  la  proposi- 
tion X,  d'où  Ton  tire  un  grand  nombre  de  conséquences  indiquées 
dans  les  problèmes  qui  se  rapportent  à  ce  Livre. 

»  LivRE  V.  —  C'est  TArithniétique  rationnelle  des  anciens.  Cer- 
taines définitions  de  ce  Livre  ayant  été  robjet  de  beaucoup  de  dis- 
cussions, de  malentendus  et  de  recherches,  j'ai  expliqué  dans  les 
Notes  la  manière  actuelle  d'envisager  les  rapports  et  les  proportions, 
et  j'ai  fait  voir  que  la  cinquième  définition  d'Euclide  (  *  ),  au  sujet 
de  laquelle  se  sont  élevés  des  doutes,  est  identique  à  notre  défini- 
tion la  plus  générale,  relative  aux  grandeurs  incommensurables. 
Cette  cinquième  définition  a  été  qualifiée  à' inintelligible,  parce 
qu'après  elle  vient  la  sixième  (^)^  dans  laquelle  la  proportionna- 
lité est  définie  très  simplement  \  mais  cette  dernière  définition,  dans 
son  sens  propre,  se  rapporte  uniquement  aux  grandeurs  conimen- 
surables.  On  rencontre  plus  loin  encore  une  autre  définition  de  la 
proportionnalité,  la  huitième  (').  Cette  triade  de  définitions  a 
désorienté  les  géomètres. 


(*)  *Ev  Tû  aÙTw  XoYw  iieytOTi  Xé^eTat  elvai,  wpwTOV  7c;àç  SeuTcpov  xal  TptTOv  icpo; 
TSTapTov,  grav  ta  toû  npcÔTOu  xal  TpÎTOu  laoéxtc  iro».aiT>.âata  tûv  toû  fievTépou  xat 
TSTdipTou  l<7ecxi; iioXXaTrXaaîcav,  xaO * ôtcoiovoOv  7co».airXa(ria<j(iàv,  éxaTÉpov», ^  &iLa 'ùicep£x?gt 
^  &|jMi  Taa  <$,  ^  â(Aa  ê^XeCirri,  Xr,96évTa  xaTexXXriXa. 

(')  Ta  îèTov  aOtàv  lyti^'za.  Xoyov  fxeyÊOri  àvàXoyov  xaXeîcOo). 

(  ')   'AvaXoyia  8è  ii  twv  Xôywv  TavTOTr^ç. 
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n  J'aî  remarqué  que,  dans  nos  écoles,  les  élèves  sont  très  faibles 
sur  cette  partie,  et  à  cause  de  cela,  dans  les  Notes  3  et  5,  j'ai  expliqué 
en  détail  tout  ce  qui  touche  aux  rapports  et  aux  proportions  (  *  ). 

»  LivHE  \I.  —  Ce  Livre  a  pour  objet  les  rapports  des  aires  de 
figures  et  tous  les  théorèmes  sur  la  proportionnalité  et  la  simili- 
tude. Nous  engageons  les  professeurs  à  appeler  spécialement 
Fattention  des  élèves  sur  les  propositions  VIII  à  XIII,  qui  servent  à 
coustruire  des  expressions  algébriques  telles  que 

ab     a*     a*bc     a*       .—=■      ,-T_rrii 
—  9  — 9  —7-9   7-9  Jaù,   ^a*±b^^  .... 
c       c      ejc      bc 

II  faut  aussi  remarquer  les  propositions  XXIV  à  XXIX,  qui  man- 
quent dans  nos  Traités,  et  qui  ont  cependant  une  grande  impor- 
tance, en  ce  qu'elles  peuvent  fournir  la  résolution  des  équations 
quadratiques.  La  proposition  XXX  donne  une  nouvelle  construc- 
tion de  la  sectio  aurea,  déjà  traitée  sous  une  autre  forme  dans  le 
Livre  IL 

»  Dans  la  Note  23,  j'ai  ajouté  certains  théorèmes  qui  ne  se  trou- 
vent pas  dans  Euclide. 

»  Avec  le  Livre  VI  finit  la  planimétrie.  Par  conséquent  les  Élé- 
tnents  ne  parlent  pas  de  la  mesure  du  cercle,  c'est-à-dire  de  la 
recherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  C'est  pour 
cette  raison  que  j'ai  traité,  dans  V Appendice  1,  des  théories  qui 
manquent  chez  Euclide,  savoir  des  polygones  en  général,  et  parti- 
culièrement des  polygones  étoiles^  j'ai  donné  toutes  les  propositions 
qui  conduisent  à  la  détermination  du  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre,  avec  l'historique  de  ces  recherches  et  la  traduction 
du  Livre  d'Archimède,  KuxXou  |x^t(>t)^ç,  Livre  dont  on  parle  sou- 
vent, mais  que  bien  peu  de  personnes  ont  lu.  J'ai  ajouté,  dans 
les  Notes,  les  éclaircissements  nécessaires,  et,  enfin,  j'ai  expliqué 
la  méthode  des  limites  et  les  procédés  modernes  pour  obtenir  la 
détermiuation  du  nombre  tt. 


(*)  Dans  tes  déHnitions  tOet  tl  du  IJvrc  V.  M.  Zakhartchenko  a  choisi,  à  l'exemple 
de  Lorenz,  le  signe  de  la  duplication  ou  de  la  triplication  pour  représenter  ce  que 
noot  appelons  maintenant  Vélévation  mi  carré  ou  au  cube  d'un  rapport.  11  écrit  ainsi 
^(o>^)f  3(<2:^)  au  Heu  de  («:/>)*,  (a: 6)'.  Nous  ne  voyons  pas  bien  clairemout 
l'aranUge  qu'il  trouve  k  ne  pas  adopter  purement  et  simplement  la  notation  mo- 
derne. 
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»  LivuE  X.  —  C'csl  r Arithmétique  ou  l'Algèbre  irrationnelle 
(les  anciens,  monument  du  génie  profond  des  géomètres  des  temps 
antiques.  On  trouvera  dans  la  >iote  14  Texposition  en  langage  al- 
gébrique de  toutes  les  recherches  contenues  dans  ce  Livre.  ]Nous 
recommandons  à  l'attention  spéciale  du  lecteur  les  dix-huit  pre- 
mières propositions,  où  sont  développées,  suivant  la  méthode  des 
anciens,  les  propriétés  fondamentales  des  grandeurs  incommensu- 
rables ^  mais  dont  la  lecture  est  loin  d'être  inutile  aux  géomètres  de 
noire  temps.  La  proposition  XXIX,  avec  ses  conséquences,  mérite 
aussi  qu'on  s'y  arrête,  ainsi  que  la  proposition  CXML  En  somme, 
la  lecture  attentive  du  Livre  tout  entier  ne  peut  manquer  d'être 
prolî  table. 

))  Les  Livres  XI,  XII  et  XIII  contiennent  la  Stéréométrie;  les 
deux  suivants,  le  XIV*  et  le  X\  *,  sont  communément  attribués  à 
Ilypsiclès  (*).  Dans  les  Kotes  et  dans  le  texte,  j'ai  éclairci  et  com- 
plété ce  qui,  dans  les  Eléments,  peut  paraître  obscur  ou  insuffisant, 
et  j'ai  rempli  les  lacunes  laissées  par  Eudide.  Je  recommanderai  à 
l'attention dulecteur  la  IVote  1,  relative  à  un  passage  du  Livre  XIII, 
où  Euelide  définit  brièvement  ce  qu'il  faut  entendre  par  V analyse 
et  la  synthèse,  en  donnant  des  exemples  des  deux  méthodes.  Dans 
ma  ^ote,  j'ai  examiné  ces  méthodes  en  détail,  avec  des  exemples  à 
l'appui. 

»  Les  Livres  XIV  et  XV  traitent  des  propriétés  des  polyèdres 
réguliers,  et,  dans  ïy/ppendice  f^lll  sur  les  poljèdres,  j'ai  exposé 
li's  découvertes  les  plus  récentes  faites  sur  ces  corps. 

»  Enfin,  les  Elémenls  d'Euclide  ne  donnant  pas  la  mesure  des 
volumes  et  des  surfaces  des  corps  terminés  par  des  faces  planes  ou 
courbes,  j'ai  présenté,  dans  V ^ ppendice  IX,  toutes  les  proposi- 
tions relatives  à  cet  objet. 

»  A  la  suite  de  cet  j4ppendicc  IX,  j'ai  placé  un  Recueil  de  pro- 
blèmes (  ^  )  sur  chaque  Livre,  avec  l'indication  de  la  partie  du  Livre 
à  laquelle  chaque  problème  se  rapporte  et  de  la  proposition  dont 
dépend  sa  solution.  J'ai  ajouté,  en  dernier  lieu,  quelques  problèmes 
remarquables,  avec  leurs  solutions  développées. 

»  Les  appendices  XI  et  XII ^  qui  terminent  le  Volume,  traitent 


i  '  )  roir  la  noie,  p.  70. 

I,';  Ce  Recueil  ne  contient  pas  moins  de  six  ccmiI  cinquante-sept  énoncés. 
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1  uu  des  inaxiuia  et  miniina  des  grandeurs  en  Géomélrie,  l'auti^e  des 
quantités  négatives.  Tous  les  deux  contlenneut  des  exemples 
choisis,  n 

M.  Zakhartchenko  a  encore  enrichi  son  Ouvrage  d*un  précieux 
coraplément,  consistant  dans  trois  index  bibliographiques,  dont  le 
premier  donne  la  liste  de  quatre  cent  soixante  éditions  d'Euclide, 
{mbliées  dans  presque  toutes  les  langues  littéraires  depuis  Tinven- 
lion  de  riniprimeric.  iVous  indiquerons  encore  quelques  articles 
omis  sur  cette  liste  : 

iG85.  Les  quinze  Livres  des  Elemens  géométriques  d'Euclide  et  son  Livre 

des  Donnez,  par  le  sieur  Ilenrion.  Rouen  et  Paris.  2  vol.  in  12. 
i685.  Euclidis  elcmentorum  Libri  XV,  breviter  demonstrnta,  opéra  Lsaaci 

RaiTow.  Londîni,  in- 12. 
1700.  Les  Elemens  d'Euclide,  par  le  P.  Miliiet-Dechales.  Paris,  in-12. 
I^09.  Les  Élcmens  de  Géométrie  d'Euclide,  traduits  littéralement  par  Pey- 

rard.  2"  édition,  augmentée  du  V"  Livre.  Paris,  in-8°. 
i8jo.  Euklid's  Elemente  riinfzehn  Biiclier,  ûbersetzt  von  Lorenz,  nebstei- 

nem  Anhang  von  Dippe.  Halle,  in-S". 

On  pourrait  encore  y  joindre  TOuvrage  suivant,  quoique  ce  soit 
plutôt  un  arrangement  qu'une  traduction  : 

1663.  Euclide  rinnovato  dal  Sig.  G.-A.  Borelli.  Bologna,  in~i2. 

Vient  ensuite  la  liste,  par  noms  alphabétique  s  d^ auteurs,  des  prin- 
cipaux travaux  sur  la  Géométrie  non  euclidienne  qui  ont  paru 
jusqu'à  Tannée  1880. 

\ous  proposons  d'y  ajouter  les  deux  articles  suivants  : 

tk  TUlx  [J,'M.).  —  Sur  les  principes  de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique. 

Bordeaux  et  Bruxelles,  1879.  Grand  in-8". 
ff^'agner  [H.],  —  Lchrbuch  der  Géométrie,  nach  Grundsalzcn  Bolyai's. 

Hamburg,  1874.  In-8». 

Enfin  un  troisième  index  fait  connaître  les  titres  des  principaux 
Ouvrages  que  l'auteur  a  consultés. 

D'après  cette  ^Notice,  où  nous  avons  dû  omettre  bien  des  détails 
inléressanls,  le  lecteur  pourra  déjà  juger  de  l'imporlance  de  cette 
nouvelle  édition  du  plus  ancien  des  Traités  de  Géométrie.  Le  savant 
pn)fesscur  de  Kief,  par  son  excellente  traduction  et  par  ses  ylddi- 
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tions,  qui  s'harmonisent  si  bien  avec  le  texte,  eu  a  fait  l'Ouvrage 
classique  le  plus  neuf  et  le  plus  complet  que  nous  possédions  sur  la 
Géométrie  élémentaire.  En  attendant  que  les  langues  slaves  aient 
pris  dans  notre  enseignement  une  importance  correspondante  au 
rôle  scientitique  actuel  des  nations  qui  les  parlent,  nous  appelons 
de  tous  nos  vœux  une  traduction  de  ce  beau  Livre  dans  un  idiome 
plus  répandu  chez  nous. 

Un  travail  aussi  utile  ne  pouvant  manquer  d'avoir  plusieurs  édi- 
tions, nous  nous  permettrons  d'indiquer  en  passant  quelques  amé- 
liorations typographiques  dont  il  nous  paraît  susceptible. 

Rien  que  Fusagc  des  titres  courants  ne  paraisse  pas  répandu 
dans  Timprimerie  russe,  nous  croyons  que  Ton  ferait  une  très 
utile  innovation  en  rappliquant  à  la  prochaine  édition  des  HazaAa 
Ebkaua(i,  où  l'indication  du  numéro  du  Livre  en  tète  de  cliaque 
page  faciliterait  considérablement  les  recherches. 

INous  désirerions  aussi  que  l'énoncé  de  chaque  proposition  fut 
indiqué  plus  distinctement  par  quelque  modification  du  type,  par 
exemple  en  imprimant  le  mot  TIpeA^^omenie  en  caractères  gras. 

Peut-être  enfin  serait-il  bon  de  placer,  en  partie  du  moins,  les 
notes  au  bas  des  pages,  ce  qui  les  mettrait  plus  en  évidence,  en  em- 
pêchant de  les  confondre  avec  le  texte. 

Abstraction  faite  de  ces  desiderata,  l'impression  du  Livre  est 
d'une  remarquable  exécution  et  fait  honneur  aux  presses  de  TUni- 
versité  de  Saint-Vladimir.  Le  texte  nous  a  paru  d^une  grande  cor- 
rection, et  les  nombreuses  figures  qu'il  contient  sont  gravées  avec  le 
plus  grand  soin.  J.  H. 


RICCARDI  (Prof.  Pibtbo).  —  Notizib  della  vita  del  conte  Pibtro  Abbati 
Marescotti  (*).  Modena,  Société  tipografica,  1879.  -~  Gr.  in-S"",  i5  pages. 

D'après  la  charmante  coutume  établie  en  Italie,  d'ofirir  aux  nou- 
veaux époux,  comme  présent  de  noces,  un  travail  littéraire,  l'auteur 
donne  ici  une  courte  Notice  biographique  d'un  homme  ayant  appar- 


(*  j  Écrit  à  l'occasion  du  mariage  de  l'ingénieur  comte  Cesare  Abbati  MarescoUi 
avec  M"«  Adèle  d'AlIay-Marinelli. 
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tenu  à  la  famille  du  marié.  Né  à  Modène  en  1768,  le  comte  Pietro 
Abbaû  Marescotti  étudia  les  Mathématiques  sous  la  direction  de 
Vc4ituri,  et,  dans  la  suite,  il  se  consacra  tout  entier  à  cette  science. 
Ea  1826,  il  remplaça  l'habile  analyste  Ferroni  comme  membre  de 
la  Société  Italienne.  Il  occupa  dans  son  pays  natal,  le  duché  de 
Modène,  de  hautes  fonctions  jiubliques,  et  mourut  en  i842«  Les 
travaux  scientiGques  de  Marescotti  sont  encore  peu  connus  du 
public;  aussi  devons-nous  savoir  gré  à  M.  Riccardi  de  la  Notice 
littéraire  qu'il  a  jointe  à  son  travail  biographique.  Ces  travaux  ne 
sont  pas  hombreux,  mais  ils  sont  loin  d'être  insignifiants.  Dans 
uoe  Lettre  imprimée,  adressée  à  son  ami  intime  Ruflini,  il  commu- 
nique une  démonstration  originale  du  fait,  reconnu  pour  la  pre- 
mière fois  par  RuflGni,  que  les  racines  d'une  équation  littérale  du 
^i«M  jçgp^  ('w  ^  5)  ne  peuvent  pas  ôtrc  exprimées  au  moyen  d'irra- 
tionnelles algébriques.  Trois  autres  Mémoires,  dus  à  la  plume  de 
Marescotti,  traitent  encore  de  la  théorie  des  équations,  tandis  que 
dans  un  quatrième  Mémoire  se  trouve  une  solution  nouvelle  d'un 
problème  de  probabilités  déjà  résolu  par  Daniel  Bernoulli  et  par 
Lagrange.  L'histoire  de  l'Analyse  ne  pourra  se  dispenser  de 
prendre  note  des  résultats  signalés  ici  par  M.  Riccardi.       S.  G. 
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THÉORÈME  DE  STÂUDT  ET  CLAUSEN  ; 
Par  m.  E.  CATALAN. 

I.  —  LeMMES    PRÉLIlflNAlEES. 

I.  Si  n  est  un  nombre  non  premier,  supérieur  à  /^^  on  a 

1 .2.3. ..(/»—  2)  =01L/i, 

Soit  n  =  abc, . . ,  les  facteurs  a,  b^  c^  , . .  étant  premiers  entre 

eux,  deux  à  deux.   Chacun  de  ces  facteurs  ne  surpasse  pas  -; 

donc  il  se  rencontre  dans  la  suite  2,3,. . .,(/!  —  2).  Par  consé- 
quent, le  produit  1 . 2 . 3 . . .  (/i — 2)  est  divisible  par  abc. , . . 
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II.   Si  n  est  un  nomhrc premier. 


selon  (fue  k  est  pair  ou  impair.  • 

Si  A"  est  pair, 

{n  — ■>:./•- v,,..-„-  v,+i.i.-\...[i. -i] h ^:\r>.ii. 

Cliacunedcsparliesdu  premier  membre  est  divUiblepar  2.3...  (A  — 
De  plus,  ce  produit  est  premier  avec  n.  Donc 


Mi>me  démonstration  si  A  est  impair. 

lil.  n  étant  un  nombre  premier,  impair,  et  p  étant  un  nombre 
entier  moindre  que  n  —  i ,  on  a 

IV.  Si  n  est  un  nombre  premier,  impair,  on  a 


D'après  le  théorème  de  Fermât,  chacune  dirs  puissances 
st  un  multiple  de  n,  augmenté  de  l'unité  ;  donr 


\  .  (Corollaire  des  Icmmes  ijl  et  I\  .)  n  étant  un  nombre  pre- 
mier, impair,  la  somme  S^,„_t  est  un  multiple  de  n,  diminué  île 
l'unité,  ou  un  multiple  de  n,  selon  que  n  —  i  diviie  ou  ne  divise 
pas  l'exposant  p. 

VI.  Les  nombres  de  Bernoulli  sont  donnés  par  ch 


('  )  Ca  cari«ui  théorime,  presque  c*idenl,  a  éU  démonlrê  par  M.  Liannct  (A'or 
vellri  jtHUaleiiie  Malh^malijHes.  I.  1.  iS'i)}.  J'iRnorx  k  qui  on  Ip  d»îl. 


r 
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(Irtix  formules  : 

„,  y  ^.     >  .2.3.  .  .  f/l  —  2]     ,  . 

/i 
rfiuw  leséjuelles  q  est  impair  (  *  ) . 


n.  —  Théoremb  de  Staudt  et  Clausen. 

Soient  /i,  n\  //',  .  .  .  les  nombres  premiers,  impairs,  tels  que 
n —  I,  lï' —  I ,  /ï" —  I ,  .  . .  divisent  q  -h  i.  Le  q*^""  IVombre  de  Ber- 
noulli,  Bç,  est  donné  par  la  formule 

;C)  —  B^=.-E^-+- i-f- --f--^-f-4  +.... 

'  ^        1        n        n         n 

dans  laquelle  E^  est  un  entier,  positif  ou  négatif. 

Démonstration.  —  Il  s'agit  d'examiner  quelles  sont,  dans  la 
formule  (A),  \es  fractions  réductibles  à  des  nombres  entiers, 

4  4 

7  t'ianl  impair,  3^  =  0^.4  —  i  -  Donc  la  quanlité  entre  parenthèses 
(Si  un  multiple  de  4;  et,  en  conséquence, 

-  A*  (  I  ^  )  =  entœr. 


(*)  Sur  les  différences  de  i^,  et  sur  le  calcul  des  Nombres  de  Bernoulli {Mélanges 
mathématiques;  yinnali  di  Matematica,  iSjq).  Dans  cette  Note,  les  nombres  entiers 
?'i,  y\  f  (2,  y").  ...  sont  désignés  par  B^,  C^,  .... 


PREMIËRE   l'AIlTlE. 
'Ji"  Si  n  csl  un  nombre  composé,  supérieur  à  4- 


,-»,,)  = 


d'après  le  lenimc  I. 

3"  Soit  n  premier,  impair. 
On  a 


.  ['i^^[":z3 , 


Par  le  lemme  II,  le  second  membre  égale 

3Kn  ■+  [n  --  t]i -h  2{ii  —2]i  -i-i(n  —  3)'' -t .  ■  ■  —  1.1''—  i. 
ou 

On.« —  [[«  — 1  )''*' 4- (  n  —  3  )«■*■'+...-(- î**' +  l»*' ]. 

Ainsi 

(E)  A—'[|î)  ^3Tt/i  -S,+,.  „_,. 

I)  y  a,  maintenant,  deux  eas  à  distinguer  : 

Si  n  —  I  ne  divise  pas  ^  -4-  i ,  1«  second  membre  est  un  mul  - 
tiple  de  n ,  puis 

-  i"-'  (  I  '  )  =  entier. 

Si,  au  contraire,  n  —  i  divise  f  +  i,  l'égalité  (E)  devient 

4"-'(iî)=3n,/(— (OILn  — I) 
ou 

-  4''-*(i')  rentier  +  -• 


ou,  ce  qui  est  équivalent, 
(F)  -ll,=  F,+  i 
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III.  —  Remarques. 
1.  Soil 

I        I         I  I  I  N 


Celte  fraction  est  irréductible.  Donc  la  forme  la  plus  simple 
des  nombres  de  Bernoulli  est 

^,6.n  n  n    ... 

2.  7bii5  les  dénominateurs  sont  divisibles  par  6. 

3.  Si  n'=  5,  y  =  DXL4  —  I  i  B3,  B7,  Bh  5 .  •  •  contiennent,  en  dé- 
nominateur, le  facteur  5. 

De  même,  Bj^Bn,  B17,. . .  contiennent,  en  dénominateur,  le 
facteur  y;  etc. 

4.  Si  4  divise  ç'  -h  1,  et  que  les  nombres  a/i' —  i,  aw" —  1 , .  .  . 
ment  composés  y  B^  et  Ba^i  o/if  même  partie  fractionnaire. 

Par  exemple, 

—  B,5=  -4-6-1 h=--+--rH 1 

*  2       3       5        17 

—  Ba,i=l5i  16315766  H ^-  ô  -^  ^  H î 

donc 

Bu —  B3,  =  i5i  16315760. 

5.  On  sait  que 

7  21  •>//-»■'  — i) 

P^  étant  un  nombre  impair  (  *  ) . 


')  Mélanges  mathématiques,^,  i3i. 
Bull,  des  Sciences  mathém,,  a*  Série,  t.  iV.  (iMars  1880.) 


s. 

PRI 

:.\iil-;nK  PAnTii-;. 

La,.,,,,,,, 

.ai-.iisc.ii  ili 

N., 

iléj  i(l;,lll|,l,>„„ 

Ainsi, nu  miy/niclc,  nombnif,  (doiillc  c 
adilîlîoiis  et  des  luuitiptications  (  '  )],  uii  peut 
râleur  >\.  D'ailleurs,  N,  est  un  diviseur  de  P 

■alcu)n'oxiecque<k.s 
dvlprniincr  k-  nuiiii;- 

0.  (K-n,! 

ruiîsalîoii 

<ln  k-i 

ninell, 

(v,^,.„± 

:C„„p- 

,.,,.. -)ll„       -si, 

est  paii 

Par  exci 

luplc, 

Il .  1 

O.0.8 

.3-4 

,.,.■,.4 

DH^g. 

(■:  A  l'onJ 

l'Oi[<'il.',D.I 

tronvo  . 

,..f.™.1,,„l™,»". 

à 

■<■, 

-'-^b 

-,):ï-'K'/-i:(7- 

3.',.5.,i 

-,-<--  - . 

-'x 

.?p^^n..,P... 

..]■ 

K  ciiiso  Je  P, 

=  1.  p,  =  r, 

P.  =^ 

3,    P,^ 

=  .7.     P,=  ij3.    P.,= 

»«73. 

P„-.1C. 

'7.     P,. 

=  51.j-.ny,     P„  =  38Rî(il 

î'9,     --. 

Parsiiile: 

N,  = 

1,    >.= 

=  1,     N,  =  i.    N,=  i, 

N,  =  5, 

piiii 

>.,  =  r(,,. 

«..= 

-,     N,.  =  .Wi;.    N„  = 

1.18C:.    . 

*,^\ 

;■    >■' 

._-L,    »,=  -,■-,    n,. 

~~To' 

'■■--,1 

■    »..  =  -: 

i"7ï7,' 

■--;•  "■■=-S 

•     B„  = 

79»  '    "    ' 

,„:;,'::;,;;; 

•  Lrnnipp.  co 

cilciil  1 

'9l  |)lu9  simple  que  cclu 

i  (,..1  con 

tille  11  H4tcrmin<>r, 

h. 
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ESSAI  HISTORIQUE 
SUR  LA  REPRÉSENTATION  D'UNE  FONCTION  ARBITRAIRE 

D'UNE  SEULE  VARIABLE 
PAR  UNE  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQUE; 

Par  m.  ARNOLD  SACHSE. 


III 


Dans  sou  Mémoire,  Riemann  a  réalisé  un  progrès  considérable 
cl  il  a  ouvert  la  voie  fi  de  nouvelles  recherelies  sur  un  sujet  qui 
paraissait  épuisé,  en  abandonnant  la  marche  de  Diriclilet  et  en  se 
proposant  la  question  suivante  :  Quelles  sont  les  propriétés  que 
doit  avoir  la  foiiction  pour  qu*il  existe  une  série  trigonométrique 
qui,  partout  où  elle  converge,  converge  vers  la  valeur  de  la  fonction  ? 

Dans  la  solution  de  ce  problème,  Riemann  ne  s'est  pas  occupé 
do  savoir  si  la  série  représente  la  fonction.  De  cette  manière,  il 
pouvait  reprendre  la  question  des  conditions  nécessaires  et  sulfi- 
-^anles,  ou,  plus  brièvement,  «  des  conditions  nécessaires  ».  Et,  en 
fait,  il  a  réussi  à  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  quil  y  ait 
une  série  trigonométriquc  qui,  partout  oit  elle  converge,  con- 
verge vers  la  Jonction.  Mais  toutes  les  fois  qu'il  est*  revenu 
dans  la  voie  de  Diriclilet,  il  a  du,  de  nouveau,  avoir  recours  aux 
conditions  simplement  suftisantes.  C'est  en  ce  sens  que  Ton  doit 
entendre  la  remarque  de  Riemann  {loc.  cit.,  art.  y)  «  que  Ton  doit 
d'abord  rcclierclier  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  repré- 
sentation soit  possible,  et  en  déduire  ensuite  les  conditions  sufli- 
sautcs  pour  cette  représentation.  »  Cette  aflirniation  ne  paraît  pas 
touiâ  fait  correcte,  si  on  la  prend  dans  un  autre  sens^  car  les  con- 
ditions suflisantes  doivent  toujours  comprendre  toutes  les  condi- 
tions nécessaires,  de  même  qu'inversement  les  classes  de  fonctions 
qui  satisfont  aux  conditions  nécessaires  doivent  comprendre  toutes 
les  functions  qui  satisfont  seulement  aux  conditions  suffisantes. 

Le  Mémoire  de  Riemann  se  compose  de  trois  Parties.  La  pre- 
mière est  riiîstorique,  auquel  nous  avons  déjà  fait  de  nombreux 
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emprunts.  La  seconde  Partie  comprend  cette  révision  des  propo- 
sitions fondamentales  de  TAnalyse,  dont   Dirichlet  avait  déjà  re- 
connu la  nécessité  et  qu'il  se  proposait  d'entreprendre.  Avant  de 
poursuivre  ses  études  sur  ce  sujet,  Riemann  définit  d'une  manière 
précise  l'intégrale  définie,  et  il  recherche  dans  quel  cas  une  fonction 
a  une  intégrale.  Ces  reclierch(»s  sont  universellement  acceptées  et 
nous  pouvons  par  conséquent  nous  dispenser  de  les  soumettre  à 
un  examen  détaillé.  A  la  vérité,  M.  P.  du  Boîs-Reymond  reprend 
dans  ses  écrits  sur  les  intégrales  de  Fourier  le  point  de  départ  de 
Cauchy  relativement  à   l'intégrale  définie,  et  il   rejette  celui  de 
Riemann  à  cause  de  son  indétermination.  Par  suite,  plusieurs  de 
ses  résultats  sont  écrits  d'une  manière  différente  de  celle  qui  esl 
généralement  acceptée  (*  ).  Les   recherches    de  Riemann  sur  les 
conditions  d'intégrabilité  des  fonctions  discontinues  dans  tout  in- 
tervalle ont  conduit  h  cette  conclusion  qu'il  y  a  des  fonctions  con- 
tinues n'ayant  pas  de  dérivée.  Les  travaux  de  M.  Weierstrass  ont 
montré  qu'il  y  a  des  classes  très  étendues  de  fonctions  continues 
n'admettant   pas   de  dérivée.  Mais   les   fonctions   continues  sans 
dérivée  n'appartiennent  nullement,  comme  le  pense  M.  Schlâlli 
dans  le  travail  déjà  cité,  à  la  classe  de  celles  qui  échappent  entière- 
ment aux  méthodes  précédemment  indiquées.  Ni  la  démonstration 
de  Dirichlet,  ni  la  condition  d'intégrabilité  de  Riemann  ne  sup- 
posent l'existence  de  la  dérivée. 

Dans  la  troisième  Partie  de  son  Mémoire,  qui  traite  de  la  repré- 
sentation d'une  fonction  par  une  série  trigonométri(|ue  sans  aucune 
hypothèse  préliminaire  sur  la  nature  de  la  fonction,  Riemann 
adopte  la  marche  suivante. 

Désignons  par  îl  une  série  trigonométrique 

A  0  -f-  A  i  -f-  .  .  .  "T-  .A  f^.  — r~  ...» 
OÙ 

A  0  =  —  7      ^k~-  ^k  sin  k  ./•  -h  /v.-  t"os  k  X  ) 
et  nommons  y(jr)  sa  valeur  à  toutes  les  places  où  elle  converge. 


(')  Voir  Journal  de  Borchardt^  t.  LXIX,  p.  70  et  suivantes  :  Ueber  die  i'|  Werth^ 
eincs  Doppeiifitegrais,  et  Math.  AnnaleHy  t.  VII  :  Veber  die  sprungwehen  Werthi'eratt- 
derutt**;rn  analytitcher  Functionm^  pii  particulier  p.  t.i^  ot  suivanti^s. 
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>ous  supposerons  d'abord  que  le  terme  Ai  devienne  infiniment 
petit  quand  k  croit  indéfiniment,  pour  toute  valeur  de  x.  Riemana 
prouve  alors  que  la  série  déduite  de  0  par  une  intégration  répétée 
deux  fois 

F  (  ^- )  =  C -h  C  X -h  A /^  ~  ^  -  .  .  .  -  ^  -  .  .  . 

tôt  convergente  pour  toute  valeur  de  x,  toujours  continue  et  tou- 
]oa]*s  susceptible  d'intégration.  De  plus,  il  fait  voir  i''  que,  toutes  les 
l'ois  que  la  série  est  convergente,  l'expression 

» 

F'.r-^a+i5\  — Ff.r  — a-4-,S1  —  Ff.g-1-a—  9^  -t- Ff.r  —  g  —  |S! 

converge  vers  y (x)  lorsque  a  et  |3  deviennent  infiniment  petits, 
[)Ourvu  que  leur  rapport  demeure  finî^  a®  que  l'intégrale 


u'   /     F[x)cos,!x(x  —  a)y[x]f/.r 


devient  infiniment  petite  quand  jx  croit  indéfiniment,  si  h  et  c  sont 
des  limitais  finies,  d'ailleurs  arbitraires,  si  ^{x)  et  ^'(x)  sont 
nulles  aux  limites  de  l'intégrale  et  toujours  continues  entre  ces 
limites,  et  enfin  si  ^/'(x)  n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et 
de  mini  ma. 

« 

Ces  deux  propositions  nous  montrent  que,  si  une  fonction  pério- 
dique y*(x)  ayant  pour  période  27r  peut  être  représentée  par  mie 
série  trigonométrique,  de  telle  manière  que  la  série^  toutes  les  fois 
quelle  sera  convergente,  soit  égale  à  la  fonction^  il  faudra  i^  qu'il 
existe  une  fonction  continuey( x)  telle  que  l'expression 

f:'.r-f-a  -u  S) -^  F  j .r -^  u  —  jS)  —  F(.r-+-«  —  S)  -~F(.r~«-4-  |5) 

où  u  et  ,3  sont  des  infiniment  petits  dont  le  rapport  est  fini,  converge 
vers/fx). 
a^  Il  faudra,  de  plus,  que  Tintégrale 
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où  ).  Jt' }  salislait  aux  coiulilioiis  dojà  ciioiicc'cs,  de  \i  en  ne  infiniment 
jM'lite  lorsque  [à  augmente  indéfîniinenl. 

Il  V  a  maintenant  à  reclierelier  si  ses  eonditions  sont  sufiisanles 
et  à  faire  voir  t|ue,  lorsqu'elles  sont  remplies,  il  existe  luie  série 
tiigonométrique  dans  laquelle  les  eoeflicients  deviennent  infi- 
niment petits,  et  qui  est  égale  à  la  fonetion  toutes  les  fois  qu'elle  est 
eonvergente. 

Pour  eela  Riemann  considère  la  fonction 


.r« 


7. 

et  il  détermine  Ao,  C   de  telle   manière  que  ♦(jr)   ait  air  fouv 
période-,  puis  il  développe  cette  fonction  parla  méthode  de  Fourier, 

r,jr)  —  tix  —  A,,  —  :^t. ~r  *' iT  —  .... 

On  a  pour  A,,  la  valeiu' 

A„=--   r     Ff/i- C'/- —  Icos/i  ;.r-f)r/r, 

et  tout  se  réduit  à  établir  que  A,,  tend  vers  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment.  Riemann  se  contente  d'indiquer  que  cela  résulte  de 
l'hypothèse  a°,  faite  surF(jr)^  mais  cette  difficulté  a  été  complctc- 
nient  levée  par  M.  Weber  (p.  aSa  des  UEuvresde  Riemann)  et  aussi, 
et  de  la  même  manière,  par  M.  Ascolî  dans  un  Mémoire  { *  )  qui  est 
dans  ses  points  essentiels  un  commentaire  de  Técrit  de  Riemann. 
11  est  donc  démontré  que  la  série 

Ao-h  Aj  -f- .  .  .  -4-  A„  -4- .  .  . 

a  SCS  termes  qui  décroissent  infiniment^  il  résulte  d'ailleurs  de  l'hypo- 
thèse 1°  que,  partout  où  elle  converge,  elle  est  égale  hj\x), 

Riemann  établit  ensuite  (art.  9,  III)  le  théorème  très  important, 
que  la  convergence  de  la  série  pour  une  valeur  déterminée  ne  dépend 
que  de  la  manière  dont  se  comporte  la  fonction  dans  le  voisinage 
de  cette  valeur. 


(')  j4nnali  <ii  Matcmotiva,  série  II.  t.   VI,  dcc.   1873,  |>.  21  el  298,  Suîln  scrie  M 
Fouricr. 
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On  le  voit,  ]c  Mémoire  de  Rîemaim  se  iiiaiiitieiit  jusqu'ici  dans 
lesgénéralilés.  Si  nous  voulons  maintenant  reconnaitre  sous  quelles 
conditions  une  fonction  peut  être  représentée  par  une  série  irigo- 
nométriquc,  nous  devrons  renoncer  à  trouver  les  conditions  néces- 
saires. Rieinann  considère  des  cas  particuliers  dans  lesquels  les 
deux  conditions  générales  qu'il  a  données  sont  remplies,  et  alors 
il  reste  à  reclicrclier  d'après  la  méthode  dv  Diriclilet  pour  quelles 
valeurs  de  x  la  série  trigouométriqùc  converge  ellectîvenienl. 
Riemann  montre  que  ses  deux  conditions  générales  sont  remplies, 
quand  la  fonction  (i)  ne  devient  pas  infinie,  (2)  estintégrable,  (3) 
u  a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima.  Dans  ce  cas,  les 
œcflicicnts  A„  sont  ceux  de  la  série  de  Fourier  et  cette  série,  toutes 
les  fois  qu'elle  est  convergente,  est  égale  à  la  fonction.  D'ailleurs  la 
série  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  dans  le  voisinage 
desquelles  il  n'y  a  pas  un  nombre  infini  de  discontinuités.  Si  ces 
\aleurs  sont  en  nombre  limité,  nous  pourrons  dire,  d'après  notre 
définition,  que  la  série  représente  la  fonction.  Si,  au  contraire, 
elles  sont  en  nombre  illimité,  il  ne  pourra  plus  être  question  d'une 
représentation  de  la  fonction,  quoique  la  série  de  Fourier  puisse 
encore  converger  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x. 

Jusqu'ici  Riemann  avait  laissé  de  côté  le  cas  où  la  fonction 
devient  infinie  :  supposons  que  la  fonction  devienne  infinie  pour 
la  valeur  a,  mais  sans  maxima  ni  minima.  Riemann  indique  dans 
a*  cas,  comme  conditions  de  la  représentation,  d'abord  que 

puisse  être  intégrée  jusqu'à  zéro,  et  ensuite  que  tj{a  -ht)',  tf(a  —  /) 
deviennent  inGniment  petits  avec  t.  Mais  on  reconnaîtra  aisément 
qu'il  n'a  pas  voulu  traiter  cette  question  de  la  manière  la  plus 
précise.  C'est  ainsi  qu'à  la  condition  que  la  fonction  F'(x)  puisse 
être  intégrée  jusqu'à  la  valeur  a,  pour  laquelle  elle  devient  infinie, 
il  substitue  la  condition  que  (.r  —  rt)F'(x)  soit  infiniment  petit 
avec  [x  —  a),  ce  qui  n'est  pas  permis  en  général  tant  que  la  fonc- 
tion F'(x)  ne  devient  pas  infinie  comme  une  puissance  de  x  —  a. 
U  n'a  donc  examiné  que  le  cas  le  plus  simple  où  l'intégrale  de 
Dirichlet  converge  d'une  manière  absolue.  Du  reste,  il  est  possible 
de  montrer  par  des  exemples  qu'il  n'y  a  aucun  moyen  de  trouver 
dis  conditions  nécessaires  cl  suriisaïUcs  pour  la  convergence  d'une 
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intégrale,  qui  soient  ditlerentcs  de  la  définition  générale  de  celte 
condition. 

Rieinann  a  démontré  que  les  coefficients  de  Fourîer  deviennent 
infiniment  petits  à  mesure  que  leur  indice  croit,  toutes  les  fois  que 
la  fonction  demeure  finie  et  qu'elle  est  susceptible  d'intégration. 
11  est  donc  à  désirer  que  Ton  puisse  apprécier  l'ordre  de  grandeur 
des  coefficients  et  indiquer  comment  il  dépend  de  leur  rang.  Si  Ton 
suppose  seulement  que  la  fonction  soit  susceptible  d'intégration, 
cela  n'est  pas  possible,  comme  le  montre  la  démonstration  de  Rie- 
mann.  Mais  en  faisant  des  hypothèses  plus  restrictives  on  peut 
arriver  au  résultat.  Nous  ferons  connaître  ici  les  théorèmes  que 
M.  Heine  a  donnés  [Handbuch  der  Kugelfunctionen,  p.  Sp). 
Désignons  respectivement  par  \n  et  B;,  les  coefficients  de  Fourier, 

Si  la  fonctîony(|3)  demeure  finie  et  que  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'argument  elle  soit  plus  petite  que  y,  si  en  outre  il  y  a  entre  o  et/« 
seulement  un  nombre  fini  de  maxima  et  de  mini  ma  et  de  solutions 
de  continuité,  alors  /zA„,  /iB«  demeurent  inférieurs  à  Gy,  G  dési- 
gnant une  constante  indépendante  de  n.  Mais  si  f{^)  devient 
infinie  pour  (3  =  o  de  telle  manière  que  (  v  étant  inférieur  à  i  )  le 
produit  ^"fi^)  demeure  fini  quand  (3  tend  vers  zéro,  alors  les 
expressions 


2r[v)sill-^V7r  "        2r(v)coSyV7r 

où  H  désigne  la  valeur  de  ^'*J*{^)  pour  ]3  =  -+-  o,  deviennent  infi- 
niment petites  avec -•  Les  produits  /i*"*A;,,  /î*~*B/t  demeureront 

donc  finis  quand  n  croîtra  indéfiniment. 

On  peut  encore  obtenir  une  évaluation  siy(f3),  tout  en  satisfai- 
sant d'ailleurs  aux  autres  conditions  indiquées,  acquiert  pour  la 
valeur  o  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  mais  de  telle 

manière  que  la  condition  de  M.  Lipschitz  soit  satisfaite.  Sépa- 


rons 


dans  A«=  /    f(^)sinn^d^  les   deux    intégrales   partielles 


fH 


MÉLANGES.  89 

•  Le  reslc  peut  être  rendu  plus  petit  que  ~  9  où  K  de- 


signe  une  constante  indépendante  de  n.  Les  deux  intégrales  par- 
tielles donnent 


/"[/{p)-/(?+^)]  «»«?'/?-. 


mais,  d'après  la  condition  de  M.  Lipscliitz,  on  doit  avoir  en  valeur 
absolue 


/(?)-/(?-;)<»(:)• 


ou  encore 


fip)-/{p-^l) 


< 


HT" 


a  étant  plus  petit  que  zéro,  et  Tintégrale,  d'après  cela,  devient  plus 
petite  que 


»©' 


+*  B' 

ou     — 


B'  désignant  une  autre  constante. 

S'il  y  a  dans  l'intervalle  plusieurs  points  pour  lesquels  la  fonction 
devient  inCnic  ou  acquiert  une  infinité  de  maxima  et  de  minima, 
on  peut  encore  obtenir  une  évaluation  en  partageant  l'intervalle 
en  intervalles  partiels  dont  les  limites  sont  précisément  ces  points 
singuliers. 

Riemann  a  montré,  nous  l'avons  vu,  que  la  convergence  de  la 
série  de  Fourier  en  un  point  déterminé  dépend  seulement  de  la  ma- 
nière dont  se  comporte  la  fonction  dans  le  voisinage  de  ce  point; 
mais  il  a  déduit  celte  proposition  de  ses  théorèmes  généraux.  Dans 
le  cas  où  la  fonction  est  intégrable,  il  sera  utile  de  donner  de  ce 
ihéorème  une  démonstration  particulière,  en  partant  directement 
de  l'intégrale  de  Dirichlet  à  laquelle  ramène  d'ailleurs  la  méthode 
suivie  par  Riemann.  M.  Schwarz  a  donné  dans  ses  leçons  une  for- 
mule d'évaluation  pour  l'intégrale 
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cjiii  conduit  iiniuédiaUMneiil  au  but  vl  qui  sera  encore  employée 
plus  loin. 

Pour  évaluer  Tinlégrale 

f         -,      SI  11  A    5  ,        ^   ,    ^  77 

/  siiiS  ^         -  i 

divisons  Tintervalle  (^'^,  /i)  en  intervalles  partiels 

iinz\         I m TT     (  ///  -f-  I  '  r  \  ( rn  i: 

■•-rj'    U'^— )'   •••'    (— 

où  Ton  a 

(m  —  I  j 71  ^      ^rniz        mV  f  /w' -t-  i ) tt 

Posons  dans  le  premier  intervalle 

dans  le  second 
dans  le  troisième 

A?i^/[- — j. — j -+-•}»  1^  » 

dans  le  quatrième 

et  ainsi  de  suite,  et  partageons  S  en  deux  parties  S' et  S'',  dont  la 
première  se  rapporte  aux  fonctions  y,  la  seconde  aux  fonctions  i(^. 
On  a  maintenant 

|—  mis  (w -H)is 

o/       i./""^\l     r"*^sinXÔ^^        r     *     sinXâ    ^ 

[(m  +  t)«  (/F» -4-12* 

.L-M.ic      sin|5  "'^       J(,„.4-,).     sinl5  '^ 

-f 

Posons  avec  Dirîclilet 


tr. 


/„_!  r     5in[3 
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si  Ton  remarque  que  Ton  a 


mu 

r 


1 


,«_15^  Slll^  8111^ 

k 

OU  peul  écrire 

-(-'-k(-r)(«^--) 

/(w-4-2)7r\,  ) 

maison  a 

«ne  mit 

2 


< 


/sin^' 


La  seconde  partie  de  S',  si  Ton  désigne  par  c  la  plus  grande  des 
valeurs  dey  et  si  Ton  remarque  que  l'on  a  p„<^p^-n,  est  plus 
peÙLe  que 

^1    i    '^ .Pm  +  l  —  P/H+2)         (,û/ii+3 —  P«n»W  —  •  •  •   I 

et,  par  suite,  on  a 

O  <^  7—: t 

k%\ng 
<'l  comme  on  a 

_ — ^  — , 

sin^       2  g 

puisque  ^  est  plus  petit  que  -»  on  en  déduit 

Il  reste  encore  la  seconde  parlio,  S",  de  S.  Si  l'on  désigne 
par  5,(^)  la  valeur  absolue  de  la  plus  grande  oscillation  de /(/S) 
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dans  le  ^/''^"'^  îiilcrvallc,  clic  n'est  jamais  plus  petite  que  la  valeur 
absolue  de  la  fonction  correspondante  ^q{fj).  On  a  donc 


b  S 


OÙ  Ton  suppose  que  o[^)  =  (7^(jS)  dans  le  y'*"*  intervalle.  On  a 
donc  pour  S  Téval nation 

r*  (7  I  6  ) 

peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  veut  si  Ton  prend  une  valeur 
sufEsamment  grande  de  k^  pourvu  que  la  fonction y*( |3 )  soit  inté- 
grable  et  demeure  finie. 
En  effet,  on  a 

j    (7(j3)rfj3  est  certainement  plus  petit  que  Z(7^(j5)A^(5,  en  dési- 

gnant  par  A^P  la  grandeur  du  y'*'"^  intervalle,  la  somme  s'étendant 
d'ailleurs  à  tous  les  intervalles;  mais  cette  somme,  d'apiès  la  notion 
même  de  l'intégrale  définie,  doit  pouvoir  être  rendue  aussi  petite 
que  l'on  veut  par  la  réduction  des  grandeurs  des  intervalles. 

Pour  démontrer  maintenant  le  théorème  de  Riemann,  parta- 
geons l'intégrale    de   Dirîchlet     j   f{^)—:—^^P  dans   les    deux 

parties  i     -i-  /     où  g^  sera  très  petit.  Supposons  d'abord  quey(|S) 

i/o  J^ 

n'ait  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima  ^  si  l'on  applique 
maintenant  à  l'intégrale    /      la  formule  d'évaluation  précédente, 

on  pourra  prendre  k  assez  grand  pour  que  -r—»  aussi  bien  que 

-  j     -~~^  </j3,  soient  aussi  petits  qu'on  le  voudra. 
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On  peut  donc  de  cette  manière  s'approcher  autant  qu*on  le 
voudra  de  la  valeur  considérée,  puisque  ]a  partie  de  l'intégrale 
relative  n  l'intervalle  [g^h)  ajoute  à  la  valeur  de  l'intégrale  une 
quantité  qui  peut  être  diminuée  indéfiniment  par  une  augmentation 
convenable  du  nombre  A*.  11  est  ainsi  démontré  que  la  convergence 
de  la  série  de  Fourier  pour  une  valeur  déterminée  dépend  seule- 
ment de  la  manière  dont  se  comporte  la  fonction  dans  le  voisinage 
de  celte  valeur.  Ou  peut  alors,  au  moyen  de  théorèmes  très  simples 
de  valeurs  moyennes,  montrer  que  la  valeur  de  la  série,  pour  tous 
les  points  où  la  fonction  est  continue  et  même  pour  les  points 
de  discontinuité  simple,  est  égale  à  la  fonction.  Mais  nous  allons 
en  outre  établir  que  cela  a  encore  lieu  si  la  fonction  a,  pour  la  va- 
leur G  de  |3,  une  infinité  de  maxima  et  de  minima,  pourvu  qu'elle 
satisfasse  à  la  condition  de  M.  Lipschitz. 

y(j3)     .  Q  c/f3.  Posons 
/(|5)=:/(o)-+-  9(i3),  et  partageons  l'intégrale  dans  les  suivantes  : 


La  première  intégrale  est  égale  à  -/(o).  Comme y(l3)  satisfait  à  la 


condition  de  IVI.  Lipschitz,  on  peut  poser 


ç»(i3)=/(p)~/(o)<Bp-     où  l'on  a     a>o. 

,  '>.    ^  sin  B  ^  -1*1. 

et,  comme  on  a  -  <]  —^  5 1 ,  on  en  déduit 


La  troisième  partie  est,  d'après  la  formule  d'évaluation  déjà  donnée, 
plus  petite  que 


F^/'f".'- 


91 

On  a  donc 
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%/  o                             * 

où 

K<-B:i^"V'-.''-4-r''J/)</3 

Mais  on  peut  prendre  g  anssi  petit  qu*on  le  veul,  puis  choisir  h 
assez  grand  pour  que  la  quantité  K  devienne  aussi  petite  qu'on  le 
veut,  et  Ton  obtient,  par  conséquent, 


7^ 


ce  qui  démontre  la  projK)sition. 

Rieniann  recherche  encore,  dans  l'article  H  de  son  Mémoire,  si 
une  série  trigonométrique,  dont  les  termes  kx  ne  deviennent  pas 
infiniment  petits  pour  chaque  valeur  de  x,  est  propre  à  la  repré- 
sentation d'une  fonction.  Il  montre  que,  s'il  s'agit  de  fonctions 
n'ayant  pas  une  infinité  de  maxinia  et  de  minima,  la  série  ne  peut 
être  égale  à  la  fonction  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de 
la  variable  et,  par  conséquent,  est  impropre  à  représenter  la  fonc- 
tion [OEu^^res,  p.  ^4^,  245)* 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  ayant  une  infinité  de  maxima 
et  de  minima,  Riemann  ne  donne  aucune  règle  générale,  mais  il 
établit  par  des  exemples  (*)  les  deux  théorèmes  suivants  : 

I.  Il  existe  fies  fonctions  ayant  une  infinité  de  maxima  et  de 
minima,  susceptibles  d'intégration  et  qui  cependant  ne  peux^ent 
être  représentées  par  la  série  de  Fourier, 

II.  Il  y  a  des  fonctions  ajant  un  nombre  fini  de  maxima  et  de 
minima,  n  étant  pas  susceptibles  d'intégration,  et  qui  cependant 
pea\fent  être  représentées  par  la  série  de  Fourier. 


(')  Ces  exemples  ont  été  soumis  à  une  revision  attentive  par  M.  Gcnocclii  :  ^ttt 
iiclla  Rrafe  Ace.  délie  Scienze  rii  Torùio,   vol.  X,  1873,  Ititorno  ad  alcitite  terie. 
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IV. 


Lt:  Mémoire  de  Riemann  forme  la  conclusion  naturelle  des  ro- 
cherclies  entreprises  uniquement  sur  la  question  de  la  représenta- 
tion par  une  série  trigonométrîque.  Les  méthodes  variées  qu*îl  a 
appliquées  aux  séries  trigonomé triques  ont  permis  aux  géomètres 
d'aborder  avec  succès  l'étude  de  questions  nouvelles,  dont  nous 
allons  maintenant  nous  occuper. 

Caiichy,  dans  une  Xote,  avait  énoncé  le  théorème  que  l'intégrale 
d'une  série  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  de  tous  ses  termes. 
Celte  proposition  avait  été  acceptée  sans  restriction,  et  c'est  sur  clic 
que  reposent  toutes  les  recherches  que  nous  avons  analysées  jus- 
qu'ici. M.  Weierstrass  montra  que  Ton  ne  peut  démontrer  le  théo- 
rème que  si  la  série  est  uniformément  convergente  dans  l'interyallc 
de  l'intégration,  et  il  entendait  par  la  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable,  le  reste  de  la  série,  toujours  compté  à  partir  du  môme 
terme,  peut  être  rendu  plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Cette 
remarque  a  trouvé  une  première  application  dans  le  Mémoire  de 
M.  Heine  sur  les  séries  trigonométriques  (*  ).  M.  Heine  y  cite  un 
Mémoire  de  M.  Tliomé  dans  lequel  l'idée  de  convergence  imiforme 
est  considérée  comme  tout  h  fait  connue  (^).  Cependant  celte  notion 
de  la  convergence  uniforme  était  déjà  contenue  dans  un  Mémoire 
de  M.  Seidel  publié  en  1848  ('),  et  elle  semble  avoir  été  pendant 
longtemps  négligée.  Cauchy  (*)  avait  affirmé  qu'une  série  conver- 
gente, dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  Targii- 
ment,  représente  toujours  une  fonction  continue.  Abcl  remarqua 
à  ce  sujet  (*)  qu'il  lui  semblait  que  ce  théorème  souHre  des  excep- 
tions, et  il  cita  comme  exemple  la  série 

sin  If       sin  3  © 
s,n« L  H --i  —  . . . , 

'  '2.  3 


(')  Journal  de  Borchnrdt,  t.  LXXI,  1870. 
■  M  Ibid.,  t.  LXVI,  p.  33/,;   1866. 

:;')  Àbh,  der  Bayerischen  jikatL,  18/17 -.59  :  Note  iiber  eine  Eigenschaft  von  Bei/ien, 
ivelche  discontinuirliche  Functionen  darstellen. 

*)  Ànahie  ntgchrique^  p.  i3r. 

')  Journal  dr  C relie,  t.  1,  p.  3ifi. 
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qui,  malgré  Ja  conlîniiité  de  ses  termes,  est  discontinue  pour 
(f  =  [im-^  1)7:.  Pour  éclaircir  ce  point,  M.  Seidel  démontre  le 
tliéorème  suivant  :  Si  une  série  cotwergente  dont  les  termes  sont 
des  fonctions  continues  de  l'argument  est  une  fonction  discon- 
tinue, il  y  a  dans  le  voisinage  d'un  point  de  discontinuité  des 
points  pour  lest/uels  la  série  converge  aussi  .lentement  qu'on  le 
veut.  11  distingue  deux  cas  :  le  premier,  lorsque  la  fonction  montre 
ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  la  convergence  uniforme;  alors 
le  théorème  de  Cauchy  est  exact  5  le  second,  quand  la  convergence 
n'est  pas  uniforme-,  alors  son  théorème  a  lieu.  M.  Heine  démontre 
aussi  qu'une  fonction  discontinue  ne  peut  jamais  être  représentée 
par  une  série  uniformément  convergente*,  mais  il  introduit  d'abord 
la  notion  d'une  série  uniformément  convergente  en  général,  où  il 
faut  entendre,  par  cette  expression  en  général,  que  l'on  doit  re- 
noncer à  la  convergence  uniforme  dans  le  voisinage  de  tous  les 
points  de  discontinuité.  M.  du  Bois-Reymond  (*)  montre  que  la 
convergence  uniforme  ne  cesse  pas  seulement  aux  points  de  discon- 
tinuité, ce  que  IVI.  Seidel  avait  déjà  présumé  (  loc.  cit.,  p.  3g3)  ('). 

Il  n'est  donc  pas  évident  a  priori  qu'une  série  trigonométrique, 
qui  représente  une  fonction  continue,  présente  la  convergence  uni- 
forme. 

Par  suite  de  la  remarque  de  M.  VVeierstrass,  il  était  devenu  clair 
que  le  procédé  employé  par  Fourier  pour  la  détermination  des 
coeflQcients  par  des  intégrales  déGnies  ne  pouvait  pas  être  appliqué 
sans  examen,  puisqu'il  repose  sur  la  supposition  que  l'intégrale 
d'une  série  convergente  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  de  ses 
différents  termes.  La  méthode  suivie  par  Fourier  avait  porté  les 
géomètres  à  conclure  que  l'on  obtient  toujours  le  même  dévelop- 
pement pour  une  fonction,  quelle  que  soit  la  manière  dont  on  opère. 
Sur  ce  théorème  de  l'existence  d'un  seul  développement  pour  une 
même  fonction,  reposaient  non-seulement  les  applications  a  la 
Physique,  mais  aussi  plusieurs  recherches  mathématiques  impor- 


(')  jibhatidl.  der  Bajr»  Akad.^  t.  \II,  p.  iig. 

(')  Pour  compléter  cet  historique,  il  reste  à  signaler  une  Note  de  Cauchy  {Comptes 
rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences^  t.  XXXVI,  p.  456»4^8i  i853),  où  l'Il- 
lustre géomètre  revient  sur  le  théorème  qu'il  avait  donné  dans  son  Analyse  algé^ 
brique,  et  établit  au  fond  la  notion  de  la  convergence  uniforme.  G.  D. 
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taules,  par  exemple  la  représciilation  que  Jaeobi  a  iloiiii<*e  (U*s 
acincs  d'une  équation  par  des  intégrales  définies.  Ce  théorème  fut 
lonc  remis  en  question.  Une  démonstration  nouvelle  en  a  été 
•ulreprise  par  M.  Heine  dans  le  Mémoire  cité,  et  aelievée  par 
MM.  G.  Cantor  et  P.  du  Bois-Re>  mond. 

M.  Heine  remarque  qu'il  est  établi  pai-  les  travaux  de  Diriclilet, 
dt*  Ricmann  et  de  Lipsrliitz,  qu'une  fonction  de  j"  peut  être  déve- 
loppée sous  certaines  conditions  en  une  série  trigonométrique, 
mais  que  Ton  ne  peut  savoir  de  combien  de  manières  celle  repré- 
^enlâlion  peut  avoir  lieu. 

On  j>ourrait  peut-être  se  proposer  de  démontrer  qu'une  série 
irigonomélrique,  qui  représente  une  fonction  continue,  converge 
(i  une  manière  uniforme;  mais,  comme  il  n'est  pas  établi  générale- 
mt-nl  qu'il  existe  une  série  jouissant  de  cette  propriété,  M.  Heine 
se  ronlenle  d'abord  de  démontrer  [lot.  «7.,  §§  7,  9)  que  la  séiie  de 
Fourier  possède  la  convergence  uniforme  lorsqu'elle  représente 
une  fonction  continue,  discontinue  seulement  en  un  nond)re  limité 
de  points  et  n'ayant  pas  un  nombre  iniini  de  maxima  et  de  minima. 
M.  Schlalli  (dans  le  travail  cité,  p.  7)  a  fait  à  ce  sujet  la  remarque 
(pela  démonstration  cesse  d'être  probante  quand  la  valeur  de  lu 
uriablc  se  rapproche  de  Tune  des  valeurs  qui  font  acquérir  un 
maximum  ou  un  minimum.  Mais  on  peut  répondre  à  celte  objec^ 
lion  et  montrer  que  la  proposition  subsiste  dans  tous  les  cas. 
M.  Scliv^arz  a  donné  cette  démonstration  dans  une  de  ses  leçons  à 
I  Université;  nous  allons  en  faire  connaître  les  points  essentiels. 


Ojnsidérons  l'intégrale 


Jf%  h' 


siiiX'5    , 

Slll^ 


Si  la  fonction  y  ([3)  nVst  jamais  croissante  entre  les  limites  zéro 
^-l  /<,  et  si  elle  demeure  constamment  positive,  en  désignant  par 
^  sa  valeur  maximum  dans  l'intervalle,  on  a 

2  2//1         •?.  I  \     A- 

ou  m  débigne  fin  nombre  positif  entier  assujetti  à  l'unique  condi- 
'>on  que  2m  -f-  i  soit  inférieur  à  k.  Celte  formule  a  encore  lieu  si 
la  ionciiou  n'est  jamais  décroissante  et  elle  est  modifiée  d'une  ma- 

f»»U.  ttes  Scirncei  malhétn.^  -j."  Série,  t.   IV.  (Mars  iSSd.)  "^ 
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inère  iiisiguîdanle  si  J{ij)  devient  négative.  Maïs,  pour  plus  de 
simplicité,  nous  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre  quey'(j3),  par 
l'addition  d'une  constante  convenable,  ait  été  ramenée  à  être  tou- 
jours positive.  Il  reste  à  examiner  ce  que  devient  la  formule  pré- 
cédente, lorsquey([5)  a  un  nombre  fini  de  niaxima  et  de  mininia. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  /'((B)  croisse  depuis  o  jus- 
qu'à g^  puis  qu'elle  décroisse  depuis  le  maximum  quia  lieu  pour  g 
jusqu'à  un  minimum  ayant  lieu  pour  (3  =  A',  et  ainsi  de  suite; 
supposons  qu^il  y  ait  en  tout  ^â  maxima  ou  minima  entre  o  et  //. 
Pour  évaluer  Tîntégrale  entre  g  et  A',  considérons  la  fonction yj  (  ^  • 
égale  ^fig)  entre  o  et^  et  ày'((5)  entre  g  et  h\  On  peut  lui  appli- 
quer la  formule  précédente,  et  l'on  a 

A' 

Mais  la  fonction  /*(  (3)  étant  continue,  on  sait  que,  étant  donnée 
une  quantité  si  aussi  petite  qu'on  le  veut,  il  existe  toujours  une 
quantité  â*  telle  que  Ton  ait,  quelle  que  soit  la  valeur  de  j3  prise 
dans  l'intervalle  considéré, y  ((i  -+-  6")  — f{&)  <C  ^i?  des  que  Ton  a 

o^^SS'  eu  valeur  absolue.  11  est  clair  que  l'on  peut  déterminer  — ^ 

de  manière  à  le  rendre  inférieur  à  à\  Si  Ton  a  alors  o'^C^S"?  on 
obtiendra 


/.(-'F)-/.(o:,=./U':, 


et  la  formule  précédente  deviendra 

fi' 


(]omme  on  a  d'ailleurs 


^        ^sinX;3 


il  en  résulte  que  l'on  peut  écrire 

h' 


,/     -^    '      sinS     ' 


-3  <'  ~ . 


r 
w 


MÉLANGES.  99 

Celle  formule  s'applique  à  tous  les  intervalles  suivants  entre  un 
maximum  cl  un  minimum,  de  sorte  que  nous  pouvons  en  conclure 

s-:/;«<„,.,;-rj^î[/„-/(î?^)], 

ei comme,  d'ailleurs,  on  a 


on  pourra  écrire 


S /^   Ol  <    5ta  -f-  il h  -s.. 


Mais  si  la  valeur  g^  contrairement  a  T hypothèse  faite  plus  haut, 
est  inférieure  à  o'  et  qu'en  outre  A'  soit  supérieure  à  0',  Tévalua- 
lion  donnée  plus  haut  pour  l'intégrale  de  ^  à  h'  n^a  plus  lieu,  parce 

— — ^  ]  n'est  plus  constant  et  égal  ^/[g)»  Voici  comment 

on  peut  lever  cette  diiliculté. 

Considérons  une  fonction^j  ((3)  qui,  de  o  à  g^  soit  égale  ày(f3), 
et  de  g  à  h'kf[g)-^  et  une  fonctiony2(P)  qtii,  de  o  i\  g^  soit  égale 
à/(,ç),  et  de  g'  à  /i'ày(j3).  Notre  première  formule  est  maintenant 
applicable  à/,  (/5),y2([5),  et  l'on  a 

C       -,,,sillXS     _  ^    ^/      .       ^      ^  f^V   rt      ^  ^/'^''î^M 

/^  smp  2     ^  irn        i  L  \'    ^     /J 

f^  ^ ,  sin/  3        TT  _,     .     _     r 
smp         2     ^  '2/// 

Par  l'addition  on  obtient 
h 


*  0 

A- 


..  ,    smXS  T^ 

•^  ^'  ^    sm;5     ^        ?/  ^ 


n  > 


Comme  on  a,  d'ailleurs, 


h' 


sin^P^c       ^r/.-.  ^    ^ 


X-^^^^7i;;if^?-;^(^^<;7;;' 
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on  en  conclu l 


/ 


/     3  ,  —. — ;^  r/5 /     O     <" 


<• 


r 


I  1 ' 


sm;3  2  INI        2,  m 

et,  par  suilt*, 

S /  I  ()     < f-       £,  H h    •/  I  I  -  <;     A  '/  4-  I -h       £,, 

2  *    '  7.  m  7r  lit  '  Ht  '     '  '1  m  2 

eonimc  précédemnitMi  t . 

Jus(]u*îci  ei  était  arbitraire.  Si  on  le  eliolsit  de  telle  manière  que 

Ton  ait  e  —  ~  ^i^  *^  on  \oit  que  m  peut  toujours  être  ehoisi  de 

telle  manière  que  S  —  -/  (o)  st>'t  inférieur  à  e. 

Si  l'on   applique  les  considérations   précédentes  à  chacune  des 
leux  intégrales  de  l'expression 


tl 


-(1:-+-.)  t(«-H-r) 


.  siii/^S 


r/S, 


si"?     * 

qui  est  égale  à  la  somme  des  //  premiers  termes  de  la  série  de 
Fourier,  on  établira  sans  difiicultéquc  la  formule  précédente  s'ap- 
plique pour  toute  valeur  de  x,  et,  par  conséquent,  que  la  série 
précédente  est  absolument  convergente. 

S'il  y  avait  entre  o  et  d' plusieurs  maxinia  et  minima,  pourvu 
qu'ils  fussent  en  nombre  limité,  il  y  aurait  à  appliquer  plusieurs 
fois  la  méthode  précédente,  et  la  conclusion  ne  cesserait  pas  de  sub- 
sister. 

Il  est  ainsi  démontré  qu'il  y  a  en  général  un  développement  en 
série  qui  possède  la  convergence  uniforme.  Mais  il  pourrait  y  avoir 
d'autres  développements  possédant  ou  ne  possédant  pas  la  conver- 
gence uniforme.  Or,  pour  reconnaître  l'identité  des  deux  dévelop- 
pements, il  suffît  de  former  leur  différence,  qui  sera  un  développe- 
ment de  même  nature,  devant  représenter  zéro.  Le  théorème  qu'il 
s'agit  d'établir  pour  prouver  l'existence  d'un  seul  développeuient 
est  donc  le  suivant  :  H  n'existe  pas  de  série  trigonomêtri(]ue 
qui  converge  en  général  (c'est-à-dire  à  l'exception  d'un  nombre 
limité  de    valeurs   particulières)  et  tfiii  représente  zéro,   ou,  on 
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(Vautres  ternies,  tous  les  coefficients  de  ce  développement  doivent 
être  identié/iiement  nuls, 

M.  Heine  n'examine  pas  cette  proposition  dans  toute  sa  généra- 
lité, mais  il  la  démontre  d'une  manière  complète,  en  supposant  que 
la  série  qui  représente  zéro  possède  la  convergence  uniforme  en 
général  (c'est-à-dire  à  l'exception  d*un  nombre  limité  de  valeurs 
particulières).  Pour  cela  il  montre  que,  si  Aa  =  a^  sin/r  j?  H-  A*  cosA'x 
est  le  terme  général  de  la  série,  «a  et  Aa  doivent  devenir  infiniment 

petits  avec  y;  en  se  servant  ensuite  de  cette  propriété  et  d'un  tliéo- 

A* 

rèine  de  Rieniann,  il  conclut  que  «a  <?t  l^k  doivent  être  identique- 
ment nuls. 

Le  résultat  du  travail  de  M.  Heine  est  donc  le  suivant  :  Une 
lonction  finie,  discontinue  en  un  nombre  limité  de  points,  n'ayant 
pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  mininia,  peut  être  développée 
d'une  seule  manière  en  une  série  douée  en  général  de  la  conver- 
gence uniforme,  et  ce  développement  est  celui  de  Fourier. 

Il  reste  maintenant  à  examiner  s'il  ne  peut  pas  y  avoir  d'autres 
<lévelopperaents  qui  n'auraient  pas  la  convergence  uniforme  et  qui 
représenteraient  la  même  fonction.  M.  G.  Cantor  s'est  occupé  de 
cette  question.  Il  suit  la  même  méthode  que-  M.  Heine  et  il  dé- 
montre d'abord  que,  si  la  série  Z  [a„  sin/ur*  -h  b„  cosnx)  est  con- 
vergente en  général,  les  coefficients  «„,  b„  deviennent  infiniment 

])ctiis  avec  -  ;  toutefois  il  établit  ce  théorème  sans  rien  supposer  sur 

la  nature  delà  convergence.  Il  démontre  ensuite  qu'une  série  tri- 
gonométrique  ll[c„smnjr  -h  d„cosnx)  convergente  en  général  et 
qui  représente  zéro,  à  l'exception  d'un  nombre  fini  de  places,  ne 
peut  exister,  c'est-à-dire  que  les  coeflicients  c„,  d,i  sont  tous 
iiuls(').  M.  Kronecker  a  remarqué  (')  que  le  théorème  prélimi- 
naire est  inutile.  Considérons,  en  eilbt,  la  dillerence  de  deux  déve- 
loppements, convergents  en  général,  d'une  même  fonction, 

D  [.r  )  ~  Co  -4-  C,  -h  .  .  .  -f-  C„  -f-  .  .  .  ~  O 


'^)  Journal  de  Borchardt^  t.  LXXII,  1870  :  Veher  einen  die  trigonometrischen  Reihen 
^treffenden  Lehrsaiz,  cl  Math.  Annalen^  l.  IV,  18-;  1  :   Uther  trigonometrixche  Reihen. 

')  Journal  de  Rorchardt^  t.  LXXll,  1870  :  //eM'm  dass  ci  ne  fur  jeden  reellen 
^f  frth,  ele. 
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où 

C^j  r  _     " ,      C,i  z^  c,^  ûnn.v  -h  d,^  cos/?.r. 

Formons  la  dirtercnce 

I)(.r  H-  rj  '  -     D(.r  —  o)  ~-  e^  -\-  ^j  cos.r  H-  e.^  cos"2:r  -h  .  .  .  r=  o. 

On  aura 

e„  -z  c„  siii//(?  -f-  dn  cos/;*?, 

cl,  par  suite,  e,^  devra  devenir  infiniment  petit  avec  -  sila  nouvelle 

série  est  convergente  en  général,  ce  qui  a  lieu  en  vertu  des  hypo- 
thèses primitives.  On  peut  maintenant  appliquer  à  cette  fonction  le 
procédé  de  MM.  Heine  et  Cantor. 
Formons  la  fonction  de  Riemann 

F/  . \    _  ,  *'  ^-        ^^ 

^  4        9 

alors 


a* 


devra  converger  vers  zéro  ^  il  n*y  aura  d'exception  que  pour  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  x.  Par  suite,  d'après  une  proposition 
due  à  M.  Schwarz,  F(x)  devra  être  une  fonction  linéaire  dans 
chaque  intervalle  où  la  limite  demeure  nulle,  et,  en  outre,  comme 
Ta  montré  M.  Heine,  elle  devra  être  égale  à  la  même  fonction 
linéaire  dans  tous  les  intervalles.  Ainsi  Ton  doit  avoir 

^  4        9 

Si  Ton  multiplie  par  cosn{x  —  /)  et  que  l'on  intègre  de  — r 
à  4-  TT,  on  voit  que,  pour  chaque  valeur  de  n  et  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  f,  c^  cos/iif -f- ^«sinwf  doit  s'annuler  et,  par  consé- 
quent, c,i  et  dfi  sont  eux-mêmes  nuls. 

Il  est  ainsi  démontré,  par  cela  même,  qu'une  fonction,  continue 
en  général,  qui  a  seulement  un  nombre  limité  de  solutions  de  con- 
tinuité et  qui  n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima, 
peut  être  développée  d'une  seule  manière  en  une  série  trîgonomé- 
trîque  convergente  en  général. 
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M.  Cantor  est  parvenu,  en  appliquant  un  tliéorèinc  de  M.  Weier- 
strass,  à  étendre  la  proposition  précédente  aux  fonctions  qui  pos- 
sèdent un  nombre  infini  de  discontinuités,  pourvu  toutefois  que 
ces  discontinuités  soient  distribuées  d*une  certaine  manière  (  *  ).  S'il 
va  dans  une  région  limitée  un  nombre  infini  de  points  caractérisés 
par  une  propriété  déterminée,  il  résulte,  d*un  théorème  que 
M.  Weierstrass  établit  dans  son  Cours,  qu'il  existe  dans  cette  ré- 
gion au  moins  une  position  dans  le  voisinage  de  laquelle  se 
trouvent  un  nombre  infini  des  points  considérés,  mais  il  peut  y 
a^oir  plusieurs  positions  de  ce  genre,  et  même  il  peut  y  en  avoir 
un  nombre  illimité.  Appelons  l'ensemble  de  ces  positions  le  pre- 
mier  groupe  dérivée.  S'il  contient  un  nombre  infini  de  points  on 
peut  en  déduire  un  second,  et  ainsi  de  suite.  Si,  en  opérant  de  cette 
manière  sur  les  points  de  discontinuité  d'une  fonction,  on  finit  par 
arriver  à  un  groupe  composé  d'un  nombre  limité  de  points, 
M.  Cantor  démontre  qu'il  est  possible  d'étendre  la  démonstration 
précédente  et  d'établir  le  théorème  relatif  à  l'existence  d'un  seul 
développement.  Cela  revient  à  montrer  que,  dans  les  segments 
séparés  par  les  points  de  discontinuité,  F  [x)  est  toujours  la  même 
louciion  linéaire  de  x. 

Pour  cela,  on  établit  que,  dans  chacun  des  intervalles  qui  sont 
compris  dans  les  intervalles  formés  par  les  points  du  premier 
jrroupe  dérivé,  il  ne  peut  exister  qu'un  nombre  limité  de  points  de 
discontinuité,  en  sorte  que  la  démonstration  de  M.  Heine  a  lieu 
pour  chacun  de  ces  intervalles.  On  n'a  qu'à  répéter  ce  raisonne- 
ment un  nombre  limité  de  fois,  puisque  le  dernier  groupe  dérivé 
comprend  seulement  un  groupe  fini  de  points  pour  établir  que  F(j:) 
i'^t  partout  la  même  fonction  linéaire. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  :  Une  fonction  finie  qui 
possède  un  nombre  fini  de  discontinuités,  de  telle  manière  que 
'  un  des  groupes  dérivées  se  compose  d'un  nombre  limité  de  termes, 
f^^ffui,  d'ailleurs,  est  dés'eloppable  en  une  série  trigonométrique, 
ne  peut  Vétre  que  d'une  seule  manière.  Une  telle  fonction  est  inté- 
j;rable  si  elle  n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima*,  par 
>"ite,  toutes  les  fois  que  la  série  de  Fourier  converge,  elle  a  pour 


V/i7i.  Ami,,   l.  V,   1S7»  :  l'eher  (fir  Auuiehniing  rine.t  Sntz&s  aux  tirr   Théorie 

'f^  trif^rutumrtiiichcn  Btihrt, 


i.M  rRHSIIËRE  PARTIE. 

limite   la  \aL'ur  «li*  la  i'onction  et  elle  est  le  seul  développement 
possible. 

D'après  cela,  p<»ur  toutes  ces  fonctions,  les  coefficients  de  la 
série  doivent  èli*e  les  intés^rales  de  Fourier  et  d*Euler,  et,  si  l'on 
démontre  directement  qu'il  eu  est  ainsi,  ou  sera  conduit^  par  une 
voîedillérente,  aux  mêmes  résultats  que  MM.  Heine  et  Canlor.  De 
luùme^  une  démonstration  qui  prouverait  que  le  développement 
d'une  fonction  de  cette  classe  ne  pt*ut  avoir  comme  coefficients  que 
les  intéîîrales  de  Fourier  rend  inutile  le  théorème  relatif  à  Tcxis- 
temv  d'un  seul  dé\eloppement  pour  la  fonctiou.  Des  déinouslra- 
tions  de  ce  genix'  ont  été  données  par  MM.  Dini(*)  et  Ascoli  (-  •: 
mais  elles  s'appliquent  seulement  à  des  fonctions  formant  une 
classe  moius  étendue  que  celles  dont  il  est  question  dans  Ja  démon- 
stration de  MM.  Heine  et  Cantor^  et  par  conséquent  elles  ne 
donnent  pas  une  extension  de  la  théorie. 

Aous  devons,  ati  contraire,  reconnaitre  un  progrès  dans  les  re- 
cherches de  M.   du  Bv>is-Revmond  '  '  »  où  se  trouve  démontré  le 

m 

théorème  sui\ant  :    De  quelque  manière  qu'une  fonction  puisse 


n=  X 


être  dcs^eloppée  en  une  série  f'x  '•  :=    y    [a,t  sinnar  -h  bn  cos/ijf 


1 


dont  les  coefficients  n,,,  b„  deviennent  infiniment  petits  avec  - 
les  coefficients  ont  toujours  Informe 


(iUj 


/!„  =r  -   I         f   aSinnadoLy       ffn^=^  —   I        f   a^COS//ar/x, 

pour\ui  toutefois  que  les  intégrales  aient  un  sens. 

M.  du  Bois-Ri!ymoiid  néglige  d'indiquer  dans  Ténoncé  la  restric- 
tion que  lescoeflicients  a„^  A„de\iennenl  inliniment  petits;  mais  il 
est  aiséde  voir  qu'elle  est  nécessaire  dans  la  démonstration  (  /oc.  cit., 


'  )  Sopra  la  série  di  Fourier ^  iS-?. 
{^)  f'oir  le  Mémoire  déjà  cilc  et  Mmh.  Jiin.,  t.  M,  |>.  .»1i-'»'|0;  1873. 
(^V  Ahh,  tlvr   litrrr.  .4katl.^   t.   \ll,   p.   \\--\i\-y    1^7.'»  :  De%%cis  fias*  <lie  CocJ/iii-^t' 
tfUt  etr. 
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p.  i40*  ^  lliéorèmc  prct-édciit  comprend  celui  de  MM.  Heine  et 
Cantor,  et,  comme  il  entraine  cette  conséquence  que,  toutes  les  fois 
que  le  développement  sera  possible,  il  sera  unique  et  sera  précisé- 
ment celui  de Fourîer,  il  donne  aux  recherches  antérieures  le  com- 
plémcnlqui  leur  faisait  défaut. 

Nous  allons  maintenant  exposer  les  points  principaux  de  la  dé- 
monstration de  M.  P.  du  Bois-Reymond.  Nous  considérerons 
d'abord  la  fonction  comme  demeurant  flnie  et  nous  allons,  en  pre- 
mier Heu,  présenter  la  démonstration  pour  les  fonctions  continues 
qui  n'ont  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  démon- 
stration qui,  d'ailleurs,  ne  dillère  pas  dans  ses  traits  généraux  dq 
celle  qui  avait  été  donnée  par  MM.  Dini  et  Ascoli. 

Formons  la  fonction  de  Riemaun 


/»= » 


f(')=*«^'-5; 


a„  sin/ir  -h  ù„  cos/î.r 


fi* 


n=  l 


On  a   nécessairement,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 
—  r  et  -I-  TT, 


Formons  l'expression 


♦(.f)-3F(x;~  f  d^  f  f[?]dp. 


—  «  •-    — T. 


OU  en  déduit 


,.       ♦{x  4- î    —  î*   .r     -f- ♦(.r  —  fil         A'*(j:) 

lira  — î ~-^ ^ = ^ — -  =i  o, 

g*  g* 


(  =  o 


et,  par  suite, 

♦  (j:)  =  t'o  -t-  c^jc. 

Donc  on  a 

Si,  multipliant  successivement  la  formule  (i)  par  sin/ia,  cosria^  i 
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on  inlègrc  entre  —  t:  et  -f-  tt,  ou  obtient 


F 1  a  ;  sin  //  «  dv.  :  -  —  -  ''  t:. 


/  r  .  a    coswst  (iK  i^  —   -^  -  -4-  1  —  I  /'  -  1 


«1 


Remplaçons  maintenant  F  (x)  par  l'expression  (2),  et  déterminons 
la  valeur  de  Tintégrale  au  moyen  de  Tintégration  par  parties.  En 


remarquant   que    «„ ,    A„    et    les   intégrales     /        /'(a)  sîn/ia  f/a, 

y(a)  cosnxda  doivent  devenir  nulles  avee-i  on  trouve  d'à- 
bord 

^v=       J^j       //^)  I  y-    >-«;M''«' 


et,  en  général,  pour  toute  valeur  de  /i, 

a„z=i  -  1        / { «  )  siii  // a  '/«,       ^,,  =  -   I        /  [ «  )  cos/i K  r/«. 

On  peut  ensuite,  en  suivant  la  méthode  de  MM.  Heine  et  Cantor, 
étendre  cette  démonstration,  relative  aux  seules  fonctions  continues, 
à  toutes  les  fonctions  qui  ont  un  nombre  fini  de  maxima  et  de 
mini  ma  et  un  nombre  infini  de  discontinuités,  mais  de  telle  ma- 
nière qu'il  existe  pour  les  points  de  discontinuité  un  groupe  dérivé 
composé  d'un  nombre  limité  de  points. 

La  démonstration  précédente  cesse  d'être  applicable  si  la  fonc- 
tion est  assujettie  à  la  seule  condition  d*ètre  intégrable,  car  on  ne 

peut  plus  affirmer  que  lim y~~  ^^^  toujours  égale  à  zéro. 

Alors  la  fonction  n'a   pas  nécessairement  en  chaque  point  une 
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>aleur  déterminée;  sa  valeur  peut  osciller  entre  une  limite  supé- 
rieure et  une  limite  inférieure.  Désignons  la  demi-somme  des  deux 
limites  inférieure  et  supérieure  de  la  fonction  f(jc)^  pour  la  va- 
leurs, par  S(x),  leur  demi-dillérence  par  D(.r).  On  pourra  évi- 
demment donner  à  la  fonction  la  forme  S(a:)  -H  y  D(x),  oùy  désigne 
uQDODibre  réel  compris  entre  —  i  et  -j-  i .  Si  maintenant  on  forme, 

d'après  la  méthode  donnée  par  Riemann,  lim  —  ^  -  S  on    trouve 


lira  - 


lz:o 


-:Ll^s[.)^j{J^-.^,^l)Di.r). 


Ou  a,  d'autre  part,  à  former  la  même  limite  pour 


el  Ton  obtient 


F,(.r;r=   f    riu  f   f{'?\d}. 


1^0  £ 


OÙ  y,  est  également  compris  entre  —  i    et    H-  1 .    Comme  on  a 

♦(x)  =  F(a:)  —  F|(x),  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre 

iim — 5 —  est,  on  le  voit. 


(!-?-;)■>«■ 


11  n'est  donc  pas  possible  de  démontrer  que,  pour  chaque  valeur 

de  X,  on  a 

,.      AHf.r^ 

lim ;^  — '  =  o. 

Néanmoins  on  peut  encore  établir,  en  se  servant  de  la  condition 
d  iniégrabilité  poury  ( x),  que  ^  (x )  est  une  fonction  linéaire  de  x. 
Pjrtagcons  Tinlervalle  [x^x-\-a)  en  intervalles  partiels  limités 
3UX  points  j:,  X -4-  5,,  x-hâ^  -f-  O2,. .  . ,  jr;  +  Ji  -h  .  .  .  -h  ô„_,,  x -h  a 
ï't  formons  la  somme 


':,D 


■ï  -f  ;5,  0^,     -f-  O 5  D .  r  -\-  fJ^  -h  p., 0  j     -t-  .  .  .  -f-  0 ,, D  ^ .*"  -h o,  4-  .  .     H-  o„  fJ„  ' , 
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où  liîs  (|iiai)liU'.s  p  sont  des  i'rartions  positives.  Cette  soiiiiiic,  en 
vertu  (le  la  condition  d'intéj^rabilité,  doit  s'annuler  avec  les  cî.  11  faut 
donc  (]ue,  lorsque  les  0  devi*;ndront  nuls,  ou  ait 

A- 

lim   —[r7^^{J:  4-0,0,;    f- o\ 4» ( .r    <    r?,  -h  o^Oj]  -+-... 

eu- 

-f-  o„  ♦   .r  -h  f?, .  .     -+-  p,,  0,,  ]]  -  -  o, 

on,  ce  qui  revient  au  mèincî 


,i,„  K I 


Il  suit  de  là  que,  d'après  le  tliéorèiue  de  iM.  Sehwarz,  ou  a 


1      4»;.i  -^  V.   cly  —  r„-f  r,.r, 


«.'o,  C|  étant  des  constantes.  Mais  on  a 


*  ;.r  -f-  « ^ r/a  :-    1       F ( .c  -h  v.]  flu  —    1      Fj  f  i  -h  a ) (h. 

Si  Ton  désigne  par  «i  une  quantité  intermédiaire  entre  o  et  a^ 
on  a 

J*  ( .r  -h  «  ]  f/«  —  <^/  [  F  I  .r  -h  «,  )  —  F,  (.r  -f-  a,  )], 
o 

pour  a  suflisammcnt  petit,  et  par  conséquent 


^0     .    ^i 


F(.r4-a,)  — F,  (.r -+-«,!  =  -  -^  -  .r. 

Si  l'on  fait  Iqndre  a  vers  o,  le  premier  membre  prend  une  valeur 
déterminée;  il  doit  donc  en  être  de  même  du  second,  et  par  consé- 

queut  des   constantes  -  et    —  •  On  a  donc 


^[^)  —  ^A-'^)  '--  «'o -♦- '"'i  •'^t 

où  f'j,,  c,  sont  des  constantes^  et  Ton  est  ainsi  ramené  à  la  démon- 
stration déjà  donnée. 
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Si  la  fonction  devenait  infinie,  il  faudrait  faire  intervenir  les 
conditions  de  Riemann. 

Je  pense  maintenant  avoir  indiqué  les  recherches  les  plus  esscn- 
liclles  sur  la  représentation  des  fonctions  par  les  séries  trîgono- 
mëtriques,  entreprises  depuis  la  publication  du  travail  de  Riemann, 
et  il  me  reste  seulement  à  développer  l'exemple  donné  par 
M.  Schwarz  d'une  fonction  continue  pour  laquelle  la  série  de 
Fourier  n'est  pas  partout  convergente. 


V. 

Partageons  l'intervalle  I  ~»  o  j  dans  les  intervalles  suivants  de- 
venant de  plus  en  plus  petits 

où  Ton  a 

( > )  =  1.3.5.    .  ( 2  X  H-  i)  pour  >.  ^^  1 ,  2,  3,  .  .  . . 

Considérons  une  fonction  qui  dans  le  X'*™"  intervalle  serait  définie 
par  la  formule  /"((3)  =  cxsin(X)|3,  où  les  constantes  C|,C2,...,  c>,... 
forment  une  suite  décroissante  jusqu'à  zéro.  Cette  fonction  est 
évidemment  continue;  elle  décroit  lorsque  j3  s'approche  de  zéro,  en 
présentant  une  infinité  de  maxima  et  de  minima  d'amplitude  dé- 
croissante et  nous  supposons  que,  pour  |3  =  o,  elle  ait  la  va- 
leur zéro.  Pour  reconnaitre  maintenant  si  la  série  de  Fourier,  qui 
pour  toutes  les  autres  valeurs  représente  la  fonction,  la  représente 
aussi  pour  (3  =  o,  il  faut  former  cette  série  et  obtenir  la  limite  de 
l'intégrale 


•/  A  • 


Nous  allons  faire  voir  que  celte  intégrale  ne  converge  pas.  Pour 
cela  nous  attribuerons  seulement  à  k  les  valeurs  égales  à  (ix)^  où  |ut 
<Toitra  indéfiniment.  Partageons  l'intégrale  en  intégrales  partielles 
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relatives  aux  intervalles  précédents 


J  — 


-=  r,,,    /       sin  (  a  -t-  I    f^  — ^i  ,/,5  -+-  r^    /  ■  ", 


';x. 


/.=  «  - — ,- 


>     fx    /  sm  I  /  )  fî  — -'  -  -  r/5  H   r,    /     siii  (  I  1  'j — ^—^  fis, 

Zj       J  ^_  sin3       •  'J^         ^   "      sin5       * 


«  A I  (Il 


Nous  allons  étudier  séparément  ces  quatre  parties.  La  première 
intégrale  sera  divisée  en  intégrales  partielles  telles  que  dans  chacune 
d'elles  sin(w  -+-  i)p  conserve  son  signe.  Il  résulte  alors,  de  l'applica- 
tion d'un  théorème  connu  surles  valeurs  moyennes,  quel'inlégralene 


peut  pas  être  plus  grande  que    I      — r^^T"^  "P?  ^  ^^^  1^  quantité  p© 
deDirichlet,  qui  est  elle-même  inférieure  à — h  -•  Ainsi  le  premier 

T.  js 

terme  de  J  est  plus  petit  que  Cj,_j.,  (^  H — j?  et  par  conséquent 

s'évanouit  lorsque  ^j.  grandit  indéfiniment. 

Pour  une  des  intégrales  de  la  troisième  partie  J^,  on  peut  appli- 
quer la  formule  donnée  plus  haut  (p.  92).  On  a,  d*après  cela, 


OÙ  <7^(|3)  désigne  la  plus  grande  oscillation  de  la  fonction  sin(>.)3 
dans  le  <7**"*  intervalle  de  /— rà  ïa  -H  il-^;  mais,  comme  la  dilië- 

'  (il)        ^  '  -*      7t 

renée  de  deux  sinus  est  toujours  plus  petite  que  la  dilFérence  des 
ai*guments,  on  a 
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H  |)ar  conséquent 


«"l  par  suite 


T. 
il-  Il 


(1) ,  ''.il]  r   ''•' 


(A) 


Si  l'on  forme  la  somme   \    Jx,  on  obtient  pour  la  troisième  partie 


de  Tintégrale  J  Té  val  nation 


ï^-<-S[^'*?"I,li^«i--i 


OU 


ï 


(Àl         ir»(log  [?.;.- l]  log[?.a-3] 

— ; T?» 


7.9.  ..[2t/. -+-!]> 


OU 
«  =  t  *  =  î 


•1      *         'J.u  —  I         I  ?.u    -  I  [201 —  ïj[2/x  —  ^ 


OU  enfin 

A  =  t  X=  t 


3] 
[2a  — 1J...9.7I' 


>S='^— 1  A  =  J1— 1 


n  résulte  de  cette  inégalité  que,  a  croissant  indéfiniment,  la  troi- 
sième partie  S  J^  tend  encore  vers  zéro. 
En  employant  la  même  marche,  on  peut  établir  le  même  résultat 


n»,  l'BEMliailî  l'AllTiE. 

|t(nii-   la   i|ii.itiiriiic;   il     ikhm    rrstc   .loue  soiilcmciil   à   éiudîcr 


'■>-J''""^^*^ 


CoiuTitf  Unis  SCS  ('l(-iiient5  sont  positifs,  on  a 
(.)ii  pcHl  facilomcnl  prouver  aussi  que 

vl  l'on  obtiont  par  l'addition  de  ces  deux  inugalilés 

et  par  conséquent 

J">I,Vlo(;[2„-t-.]. 

Mais  les  quantités  c,  qui  ne  sont  assujetties  qu'à  devenir  infinimcDl 
petites  quand  leur  indiec  augiiieiitc  indélîniinent,  peuvent  néan- 
moins 6lre  telles  que  le  produite;.  log['^j:i  +  i]  devienne  infiniment 
grand.  Cela  arrivera,  par  exemple,  si  l'on  prend 


V  1,^.1, ,  +  l] 


Dans  ee  cas,  la  deuxième  partie  de  l'intégrale  J,  et  par  conséquent 
cette  intégrale  clle-mËmc,  deviendra  infiniment  grande  qnand  (t 
augmentera  indéfiniment.  Il  est  tlone  étalili  que  la  série  de  Fouricr, 
€jiii  partout  ailleurs  représente  la  fonction  continue,  ne  convei^e 
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COMPTES/ fijrUDUS  ET'VCNVVLYSES. 
SOMOFF.  —  TnEORETiscHB  yEci^j^s-  T.  4^^^  y  vol.  in-8',  417-407  pflges, 

M.  Alexandre  Ziwct  a  entrepris  de  traduire,  du  russe  en  alle- 
mand, Timportant  Traité  de  Mécanique  rationnelle  de  SoinofT. 
Les  deux  premiers  Volumes  contenant  la  Cinématique,  Tintroduc- 
tion  à  la  Statique  et  à  la  Dynamique,  et  la  Statique,  sont  parus  \ 
c'est  tout  ce  que  l'auteur  a  publié  de  son  vivant,  et  même  un  peu 
plus  :  la  fin  de  la  Statique  a  été  publiée  par  les  soins  de  l'Académie 
des  Sciences,  d'après  un  manuscrit  entièrement  prêt  pour  Tini- 
pression.  C'est  à  M.  Somoflf  fils  que  Ton  devra  la  Dynamique,  rédi- 
gée d'après  les  cahiers  de  son  père. 

SomoiT  introduit  systématiquement,  au  début  de  son  Ouvrage, 
la  notion  de  dérivée  géométrique  d'un  segment  de  droite,  notion 
due  à  M.  Itesal  et  qui  résulte  immédiatement  delà  notion  de  ditlé- 
Ffuce  géométrique  ;  la  vitesse,  les  accélérations  des  divers  ordres 
d'un  point  sont  les  dérivées  géométriques  successives  du  vecteur  de 
ce  point,  regardé  comme  une  fonction  du  temps,  l'origine  des  vec- 
teurs étant  un  point  quelconque.  La  diUérentielle  géométrique,  en 
désignant  la  variable  par  t,  sera  le  produit  par  dt  de  la  dérivée 
géométrique,  et  Ton  s'élève  facilement  à  la  notion  de  différentiel  les 
d'ordre  supérieur.  L'analogie  entre  les  dérivées  géométriques  et  les 
dérivées  analytiques  est  complètetant  que  les  segiuenis  de  droite  (u  ), 
(v),  (w),  . . .,  fonctions  d'une  variable  t  que  l'on  considère,  n'en- 
trent que  dans  des  expressions  de  la  forme 

a{u]  -h  b[(^)  -hc[(v)  -h. . ., 

où  a.b^c^  ...  sont  des  nombres  constants  et  où  le  signe  -H  est  le 
symbole  de  l'addition  géométrique;  la  dérivée  géométrique  de  cette 
expression  est  alors 


a[n)'-^h[i^]'^c[a']' 


•  •  •  1 


ou  [u)\  [v)\  (tvy,  ...   sont  les  dérivées  géométriques   des  seg- 
ments (11),  ((;),  (tv),  ....  Cette  analogie  se  poursuit  plus  loin  quand 
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on  prend  pour  produit  de  deux  scglnenls  de  droite  le  produit  inté- 
rieur d'après  Grassmann  de  ces  deax  quantités,  c'est-à-dîre  le 
produit  des  nombres  qui  mesurent  les  deux  segments  par  le  cosiuus 
de  leur  angle;  S^moiT.  comme  M.  ResaK  emploie  la  dénomina- 
tion de  produit  géométrique;  le  produit  géométrique  de  deux 
sommes  géométriques  est  alors  une  somme  analytique  dont  les  élé- 
ments sont  les  produits  géométriques  des  éléments  des  deux  sommes 
géométriques,  et  l'auteur  montre  que  la  formult*  relative  à  la  dérivée 
d'un  produit  de  deux  facteurs  sVtend  aux  produits  géométriques. 
Dans  cette  formule,  la  dérivée  du  produit  est  une  dérivée  analytique  ; 
la  somme  par  laquelle  elle  est  exprimée  est  une  somme  analytique 
dont  les  éléments  sont  les  produits  géométriques  d'un  facteur  par 
la  dérivée  géométrique  de  Tautre;  cette  formule  conduit  immédia- 
tement à  l'extension  de  la  règle  de  Leibnitz  pour  la  dérivée  w'*'™' 
dun  produit. 

Une  autre  analogie,  signalée  depuis  longtemps  par  Môbius 
[L  eber  die  phoronoruisclie  Deutung  des  Tajlorschen  Tlieorem, 
[Journal  r/r?  C relie,  t.  36,  p.  91V,  et  dont  Soniolf  tire  un  grautl 
parti,  concerne  le  sens  géométrique  qu'on  peut  attribuer  à  la 
série  de  Taylor  appliquée  à  un  segment  de  droite,  fonction  d'une 
variable,  en  regardant  les  déri\ées  qui  figurent  dans  cette  série 
comme  des  dérivées  géométriques  et  les  signes  -h  comme  des  signes 
d'addition  géométrique.  Par  exemple,  le  déplacement  d'un  point 
m  pendant  le  temps  t  peut  être  regaixlé  comme  la  somme  géomé- 
trique (indéfinie)  d'une  suite  de  déplacements  eflectués  dans  la 
direction  de  la  vitesse  v  et  des  accélérations  l'i,  v^-^  •  •  •  ?  ^'/o  •  •  •  ?  <-'^ 
dont  les  valeurs  sont  respectivement 

1,1  5  1  ,j 

1.2  1.2.5  1.2...^/ 

C'est  en  partant  de  ces  diverses  notions  que  l'auteur  établit  les  for- 
mules relatives  aux  vitesses,  aux  accélérations,  à  la  courbure,  A  la 
torsion,  et  qu'il  obtient,  en  particulier,  les  expressions  des  projec- 
tions sur  la  tangente  à  la  trajectoire,  la  normale  principale  et  Taxe 
du  plan  osculateur  du  déplacement  d'un  point  mobile-,  il  en  déduit 
l'expression,  poussée  jusqu'aux  termes  vlu  cinquième  ordre,  de  la 
corde  en  fonction  de  l'arc. 

Si  l'on  considère  un  segment  de  droite  quî  dépende  de  deux  va- 
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riables,  ou  aura  à  considérer  les  dérivées  géométriques  relatives  à 
CCS  deux  variables,  les  dillérentielles  totales  géométriques,  etc.  Le 
théorème  relatif  à  l'interversion  de  Tordre  des  différentiations  sub- 
siste. On  peut,  de  môme,  considérer  des  variations  géométriques. 
Dans  on  intéressant  Chapitre,  Tauteur,  en  se  plaçant  à  ce  point  de 
vue,  établit  les  propriétés  fondamentales  des  lignes  géodésiques  et 
(les  bracliistocbrones. 

On  désigne  sous  le  nom  ào.  fonction  d^un  point  m  toute  quan- 
tité qui  dépend  de  la  position  de  ce  point  ni.  Le  lieu  des  points  pour 
lesquels  une  telle  fonction  est  constante  est  une  surface  de  niveau. 
V  étant  une  fonction  du  point  m  et  AV  la  différence  des  valeurs  de 
la  fonction  V  pour  les  positions  voisines  M,  M'  du  point  M,  le 

rapport  rrrr-,»  quand  M'  se  rapproche  du  point  M  de  façon  que  la 

droite  !\L\I' tende  vers  une  certaine  limite,  tend  lui-même  vers  une 

d\ 
certaine  limite  -r-  qui  est  dite  la  dérivée  de  la  fonction  V  relative- 

as    * 

ment  au  déplacement  infiniment  petit  ds.  Quand  la  direction  de  ce 
déplacement  se  confond  avec  la  direction  normale  à  la  surface  de 
niveau,  cette  dérivée  n*est  autre  que  le  paramètre  différentiel  du 
premier  ordre  de  la  Jonction  \  [d'après  Lamé).  Somoif  emploie 
simplement  le  mot  de  paramètre  et  regarde  ce  paramètre  comme  un 

,  dV 
dn 
est  celle  de  la  normale.  On  a,  d'ailleurs,  la  relation 


segment  de  droite  dont  la  valeur  P  est  égale  à  -7—  et  dont  la  direction 


dV 

—  =.Pcos(P,  r^f). 

Si  Ton  a  affaire  à  une  fonction  V=y(y)  d'une  fonction  q  d'un 
point  m,  sou  paramètre  est  le  produit  du  paramètre  de  la  fonction  q 
par  la  dérivéey'(çr)  ;  pour  une  fonction  composée 

où  entrent  plusieurs  fonctions  d'un  même  point,  le  paramétre  est 
la  somme  géométrique  des  paramètres  partiels  de  cette  fonction 
par  rapport  aux  variables  ^/i  ?  72?  ^3)  •  •  •  • 

L*auteur  donne  différentes  applications  de  ces  théorèmes. et  traite 
des  systèmes  de  cooixlonnées  curvilignes  les  plus  usités. 
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Quand  les  trois  surfaces  cltî  niveau  <jr<,  ^/a,  (jz  qui  déterminent  la 
position  d'un  point  ///  ne  sont  pas  orthogonales,  il  y  a  lieu  de  con- 
sidérer, outre  le  trièdre  des  trois  tangentes  aux  courbes  q^fj^t  f/i^^t 
</2</i,  le  Irièdie  supplémentaire  formé  par  les  trois  normales.  L'au- 
teur donne  les  formules  qui  permettent  de  passer  d'un  trièdre  à 
l'autre 5  il  est  ameiié  à  introduire,  outre  les  paramètres  dîlléren- 
tiels  //|,  //2,  //3  relatifs  aux  trois  surfaces  de  niveau,  les  paramètres 
réciproques  «i,  r/o,  ^3  ^  n,,  par  exemple,  est  l'inverse  de  la  dérivée 
de  la  coordonnée  q^  relativement  à  un  déplacement  suivant  la  tan- 
gente à  la  courbe  q^q^.  Ce  paramètre  réciproque  est  regardé 
comme  un  segment  porté  sur  la  même  tangente.  Dans  le  cas  d'un 
système  orthogonal ,  les  deux  paramètres,  direct  et  réciproque,  qui  se 
correspondent  ont  des  valeurs  dont  le  ])roduit  est  eilectivemenl 
égal  à  -+-  I.  Le  carré  de  la  vitesse  d'un  point  m  peut  se  mettre  sous 
la  forme 


I    t 


^^iOrqiq,* 


où  a/rt^  désigne  le  produit  géométrique  des  deux  paramètres  réci- 
proques et  où  q\^  q,,  sont  les  dérivées  de  r//,  qr  par  rapport  au 
temps.  SomoU  donne  les  expressions  des  projections  et  des  com- 
posantes de  la  vitesse  et  des  accélérations  des  divers  ordres  relati- 
vement aux  deux  systèmes  d*axcs  précédemment  définis,  et  en 
déduit  les  formules  relatives  à  la  courbure.  Si  Ton  considère  un 
point  mobile  et  une  fonction  de  ce  point,  ses  paramètres  peuvent 
être  regardés  comme  des  segments  de  droite  fonctions  du  temps. 
Somoll*  donne  les  expressions  des  projections  de  ces  quantités  et  de 
leurs  dérivées  géométriques  sur  les  normales  aux  trois  surfaces  de 
niveau  dont  l'intersection  détermine  le  point  considéré. 

Tout  ce  qui  précède  concerne  la  Cinématique  du  point,  qui,  d'ail- 
leurs, occupe  la  partie  la  plus  importante  de  l'Ouvrage •,  l'auteur 
traite  ensuite,  au  double  point  de  vue  de  la  Géométrie  et  de  l'Ana- 
lyse, le  mouvement  d'un  système  de  forme  invariable  et  développe 
les  belles  propriétés  relatives  au  complexe  linéaire  qui  correspond 
à  chaque  système  de  vitesses,  aux  deux  surfaces  réglées  qui  sont 
les  lieux  des  axes  instantanés  du  mouvement  hélicoïdal  dans  l'es- 
pace et  dans  le  système  mobile,  aux  accélérations  des  divers  ordres. 
L*étudc,du  déplacement  fini  d'un  système  de  forme  invariable  qui  a 
un  point  fixe  lui  permet  d'ir.troduire  d'une  façon  simple  les  trois 
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paramètres  X,  u,  v,  au  moyen  desquels  ou  peut,  comme  O.'Ro- 
drlgues  Ta  montré,  exprimer  rationnellement  les  neuf  cosinus 
directeurs  de  trois  directions  rectangulaires,  et  qui  peuvent  ainsi 
remplacer,  eu  donnant  plus  de  symétrie  aux  formules,  les  trois 
angles  d^Euler.  Les  composantes  /?,  ^,  r  de  la  vitesse  angulaire  d*uu 
système  de  forme  invariable  qui  se  meut  autour  d'un  point  fixe 
s'expriment  simplement  au  moyen  de  ces  quantités  et  de  leurs  dérî- 
>ées  par  rapport  au  temps,  comme  au  moyeu  des  angles  d'EuIer  et  de 
leurs  dérivées.  En Qn  le  dernier  Cliapitre  concerne  les  mouvements 
relatifs  etcontient  la  généralisation  du  théorème  de  Coriolis  pour  les 
accélérations  d'ordre  quelconque.  La  démonstration  de  ce  théorème 
généralisé  que  donne  Somoff  est  extrêmement  simple  ^  c'est  inié 
suite  immédiate  de  la  signification  cinématique  donnée  par  Mobius 
à  la  série  de  Taylor. 

L'hitroduction  à  la  Statique  et  à  la  Dynamique  se  rapporte  à  la 
Géométrie  des  masses. 

Se  plaçant  à  un  point  de  vue  indiqué  par  Cauchy  (Exercices 
(V uinaljse  et  de  Phjsufue  mathématique,  t.  11,  p.  188),  rauleur 
donne  au  mot  masse  une  signification  très  générale.  Fêtant  données 
une  portion  d'espace  E  à  une, -deux  ou  trois  dimensions  et  une 
autre  quantité  tn  ayant  une  valeur  déterminée  quand  la  quantité  E 
est  elle-même  déterminée  et  s'annulanl  eu  même  temps  qu'elle,  la 
quantité  m  est  regardée  comme  une  masse  dont  l'espace  est  £; 
ainsi  le  temps  pendant  lequel  un  mobile  décrit  une  portion  de  sa 
trajectoire  peut  être  regardé  comme  la  masse  de  cette  portion  de 
trajectoire,  etc.  Si  AE  est  une  portion  de  l'espace  E  dont  toutes  les 
dimensions  soient  inûniment  petites,  et  Am  la  valeur  correspon- 

A  m 

daute  de  la  masse,  la  limite  du  rapport  —  est  la  densité  au  point 

entouré  par  AE;  dans  l'exemple  précédent,  la  densité  en  un  point 
serait  l'inverse  de  la  vitesse.  Eu  désignant  la  densité  en  un  point 
de  E  par  p,  la  masse  m  est  représentée  par  l'intégrale 

étendue  a  tous  les  points  qui  constituent  l'espace  E.  L'auteur  est 
ainsi  amené  à  donner  diverses  formules  concernant  les  intégrales 
étendues  à  tous  les  points  d'une  ligne,  d'une  surface  ou  d'un 
volume. 
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De  même  <jiie  l'on  coiisidéru  di;s  dérivées  géometritjucs,  on  pcui 
aussi  loiisidt-rcr  des  intcgra/ex  gi'oni<;lriqUfs .  Si  [«)  désigne  un 
segiiiuiil  du  droite  dont  la  grandeur  ot  le  sens  soieut  déiiiiis  |iour 
cliacjui;  point  du  i'csjwce  E,  l'intôgraie  géom«i trique 

sera  la  limite  dt:  la  soinmo  géouiéiriquu 

IJHjiE, 

L-tuudiic  il  toutes  les  positions  ^E  de  l'espace  ¥.,  et  1c  segment  ie 
droite 


J- 


sera  la  moyenne  des  segments  (h)  pour  l'espace  E.  Si  (h)  dtsigiic 
le  rayon  vecteur  qui  joint  le  pôle  O  à  un  point  de  l'espace  E  en- 
touré par  l'élémcnl  de  masse  dm,  l'expression 


^)  =  ^/'- 


où  l'intégrale  géométrique  est  étendue  à  tous  les  points  de  l'es- 
pace E,  délinit  un  segment  OC  dont  l'extrémité  C  ne  dépend  pas 
du  pùlcOet  n'est  autre  que  le  centre  de  masse  de  E. 

Après  la  théorie  des  centres  de  gravité,  l'auteur  développe  celle 
des  moments  d'inertie. 

Il  s'occupe  ensuite  des  formules  relatives  à  la  variation  de  la 
masse  m  contenue  dans  une  portion  d'espace  E,  où  la  densité  p  ru 
un  point  iM  est  une  fonction  continue  du  point  M  et  d'une  vanabJu  1 
qui  sera,  si  l'on  veut,  le  temps.  Si  l'on  suppose  que,  lorsque  l 
varie,  les  éléments  de  la  masse  m  se  meuvent  sans  se  séparer,  di' 
façon  à  constituer  à  chaque  instant  une  portion  continue  d'espace 
analogue  à  E,  la  masse  »i,  pendant  un  intervalle  de  temps  ot,  su- 
bira un  accroissement  $nt;  s'il  s'agit,  par  exemple,  d'un  volume, 
rapporté  à  des  coordonnées  quelconques  t/,.  i/i,  q^,  dont  la  valeur 
au  temps  f  suit  donnée  par  l'intégrale 
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eicndue  à  lous  les  points  de  l'espace  E,  la  masse  étant 

m  =1  J'ptù  f/qi  flq^  rA/j, 

l'auteur  établit  directement,  sans  le  secours  du  calcul  des  varlalions, 
les  formules 

où  les  d  correspondent  aux  variations  du  temps.  Si  Ton  suppose 
que  les  dimensions  du  volume  V  entourant  le  point  M  décroissent 
iDdéfinimcnt,  l'expression 

'™  y    Ôi  w  L      dtfi  Oqt  Ôq^      J 

1*5113  dilatation  cubique  au  point  M;  r/i,  q\^  q^  désignent  les  déri- 
vées de  yi,72)7s  par  rapport  à  t. 

Si,  maintenant,  le  mouvement  est  tel  que  la  vitesse  de  chaque 
point,  à  l'époque  ^,  soit  le  paramètre  différentiel  d'une  certaine 
fonction  f  de  ce  point,  eu  posant 

cl 


ï>ù  [hrht)  désigne  le  produit  géométrique  des  paramètres  //,.  et  h 
des  fonctions  i/r  et  </,,  on  aura 

l'I  l'expression 


>s 


*•»='""  V -57  =  - 


6>   L        <^q\  àqi  dq^       J 


sera  le  paramètre  différentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  de 
point  V,  c'est,  en  coordonnées  quelconques,  ce  que  devient  l'exprès- 
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sioii 

d*(jf      f)*f        d^i» 


ôx*      ôj*       Oz' 

relative  aux  coordonnées  rectangulaires.  L'auteur  donne  les  lor- 
niules  analogues  pour  les  surfaces. 

Les  fonctions  ^,  pour  lesquelles  on  a  A2<p  =  o,  sont  les  fonctions 
fhermoniélri(/ues  de  Lamé,  et  les  surfaces  de  niveau  sont  les  surfaces 
isotherrniques,  dont  Soniof  développe  les  propriétés  les  plus  essen- 
tielles. 

Il  traite,  en  particulier,  de  la  fonction  potentielle 

dm 


!-. 


qui  possède  le  caractère  des  fonctions  thermométriques  pour  les 
points  extérieurs  au  volume  correspondant  à  Tîntégrale;  le  retour  à 
la  définition  qu'il  a  donnée  précédemment  lui  permet  d'établir  la 
formule 


/dm  , 


pour  les  points  intérieurs  au  volume  considéré.  La  fin  de  cet  im- 
portant Chapitre  est  consacrée  à  rétablissement  des  formules  de 
Green. 

Nous  arrivons  à  la  Statique.  L'auteur  regarde  comme  causes  du 
mouvement  Yinertie  et  les  forces,  celles-ci  étant  considérées 
comme  des  causes  extérieures  aux  points  sur  lesquels  elles  agissent. 
Une  force  qui  agit  sur  un  point  ne  peut  en  modifier  instantanément 
la  vitesse;  elle  est  cause  des  accélérations  de  ce  point.  Quand  le 
mouvement  d'un  point  est  composé  de  plusieurs  mouvements,  il  est 
le  résultat  de  causes  qui,  en  agissant  indépendamment,  produiraient 
les  mouvements  composants  et  réciproquement.  Telle  est  la  forme 
que  donne  SomolF  aux  définitions  et  aux  postulats  expérimentaux 
de  la  Mécanique. 

Quand  un  point,  à  Tépoque  2,  a  la  vitesse  p  et  les  accéléra- 
tions i^f,  i^29  •  •  •  )  on  a  vu  en  Cinématique  que  son  mouvement  pen- 
dant l'instant  suivant  t  pouvait  être  regardé  comme  composé  de 
mouvements  élémentaires  rectilignes  dont  les  directions  sont  celles 
des  droites  {if\  (i^i),   (l'a),  ,  .  . ,  les   chemins  parcourus  pendant 
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Imtcrvalle  t  étaut 


T*  T» 


les  causes  du  mouvement  pendant  Tintervalle  r  doivent  donc  être 
regardées  comme  l'ensemble  des  causes  qui  produiraient  ces  mou- 
vements élémentaires. 

Si,  maintenant,  on  considère  un  point  matériel  partant  du  repos, 
sur  lequel  agissent  successivement  deux  forces,  il  aura  dans  le  pre- 
mier mouvement  des  accélérations  v*!,  1^3,  ^a,  ...  et  dans  le  second 
des  accélérations  1/1,1/29  '<S9  •  •  •  )  pendant  l'intervalle  de  temps  r,  le 
premier  mouvement  pourra  être  regardé  comme  composé  des  mou- 
vements élémentaires  rcct  il  ignés 


Tj 


T^ 


2  2.3 


et  le  second  comme  composé  des  mouvements  rectiligues 

T*  T* 

d'après  le  postulat  invoqué  précédemment,  le  mouvement  produit 
par  l'ensemble  des  deux  forces  pourra  être  regardé  comme  com- 
posé des  mouvements  rectilignes 

2  2  •  O 

le  signe  -f-  désignant  l'addition  géométrique.  Ainsi,  les  accélérations 
du  mouvement  produit  par  les  deux  forces  agissant  simultanément 
seront  les  sommes  géométriques  des  accélérations  correspondantes 
produites  par  les  deux  forces  agissant  séparément.  Une  force  est 
dite  constante  quand  les  accélérations  qu'elle  produit  sont  con- 
stantes en  grandeur  et  eu  direction^  mais,  les  accélérations  du 
second  ordre,  du  troisième  ordre,  etc.,  étant  les  dérivées  géomé- 
triques de  l'accélération  du  premier  ordre,  elles  sont  nécessaire- 
ment nulles.  Si  deux  forces  constantes  agissent  séparément  sur  un 
même  point,  elles  peuvent  être  regardées  comme  des  grandeurs 
proportionnelles  aux  accélérations  qu'elles  lui  communiquent, d'où 
la  notion  de  masse.  Enfin,  si  sous  riniluencc  d'une  force  variable 
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un  point  Je  niasse  ///a,  à  l'époque  f,  les  accélérations  ^i,  t^j,  . . ., 
les  causes  de  son  mouvement  pendant  rintervallc  suivant  r  sont 
l'ineitie   d'une   part  et  de  Tautre  les  causes  qui    produiraient  les 

mouvements  -  v^  t-,  - — -  ^2  7*, La  force  constante  //ii^,  produi- 

rail  le  premier  de  ces  mouvements;  on  convient  de  la  regarder 
comme  la  valeur,  au  temps  r,  de  la  force  variable  qui  agit  sur  le 
point.  Somolf  propose,  pour  les  quantités  mr2,  nn^i^  ...,  qui 
en  sont  les  dérivées  géométriques  successives,  les  noms  à' efforts 
du  premier,  du  second  ordre,  etc. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux  forces  qui  admettent  un 
potentiel  et  à  l'étude  particulière  de  ce  potentiel  dans  le  cas  de  la 
loi  de  >evvton  :  l'auteur  avait  déjà  touché  quelques  points  de  celle 
étude,  dans  un  Chapitre  précédent,  à  propos  du  paramètre  dilïereu- 
tiel  du  second  ordre  d'une  fonction  de  point  et  des  fonctions  tlicr- 
mométrîques.  11  traite  avec  quelques  détails  de  l'attraction  d'un 
ellipsoïde  sur  un  point;  l'étude  de  l'atlraction  d'un  cylindre  lui 
fournit  la  notion  du  potentiel  logarithmique  dont  il  avait  aussi  traité 
précédemment;  enfin  il  établit  le  théorème  de  Lejeune-Diriclilet 
sur  les  conditions  qui  permettent  de  reconnaître  qu'une  fonction 
donnée  est  le  potentiel  d'une  masse  donnée.  La  fin  du  Chapitre  est 
consacrée  à  l'étude  de  l'attraction,  suivant  la  loi  de  Nevi^ton,  par 
une  masse  distribuée  sur  une  surface,  et,  en  particulier,  à  l'analyse 
des  travaux  de  Green  sur  ce  sujet. 

Les  quatre  derniers  Chapitres  concernent  la  réduction  des 
forces  appliquées  à  un  corps  solide,  les  conditions  d'équilibre  et  les 
propositions  de  Géométrie  qui  se  rapportent  à  cette  tliéorie. 

L'auteur  introduit  d'abord  la  notion  de  travail  et  démontre  le 
théorème  suivant  : 

Le  vecteur  principal  (Hauptveclor),  le  moment  principal 
(Hauptmoraent)  el  le  Iras^ail  total  de  toutes  les  forces  relativ^e- 
ment  à  tous  les  déplacements  d  un  système  de  points  qui  laissent 
inv^ariables  les  distances  mutuelles  des  points  d' application  des 
forces,  sont  indépendants  des  forces  intérieures  qui  obéissent  à  la 
loi  de  l'action  et  de  la  réaction. 

Le  vecteur  principal,  pour  une  origine  O,  est  la  somme  géomé- 
irique  des  forces  agissant  sur  le  système  de  points,  à  laquelle  on 
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atlribae  le  point  O  pour  origine*,  le  moment  principal  est  la  somme 
géométrique  des  moments  de  toutes  les  forces  par  rapport  au  même 
poial  O. 

Il  établit  ensuite  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
lëquîlibre  d^uu  système  de  forces  appliquées  à  un  système  quel- 
conque de  points  consiste  eu  ce  que  le  travail  de  toutes  les  forces, 
tant  extérieures  qu'intérieures,  soit  nul  pour  tous  les  déplacements 
possibles  et  que,  pour  l'équilibre  d'un  système  de  points  liés  inva- 
riablement les  uns  aux  autres,  il  faut  et  il  suffit  pour  l'équilibre 
que  le  vecteur  principal  et  le  moment  principal  de  toutes  les  forces 
soient  nuls.  Il  donne  ensuite  les  formules  relatives  aux  conditions 
d'équilibre  et  au  complexe  linéaire  qui  correspond  à  tout  système 
de  forces. 

Les  équations  d'équilibre  sont  au  nombre  de  six  ^  on  peut,  dans  ces 
équations,  mettre  en  évidence  les  grandeurs  des  forces  etles  coordon- 
m'-es  de  leurs  lignes  d'action.  Si  le  nombre  n  des  forces  est  inférieur 
à  six, on  obtiendra,  par  l'élimination  des  nombres  qui  les  mesurent, 
6  —  /H-  I  équations  de  condition  entre  les  coordonnées  des  lignes 
d*action^  en  regardant  l'une  de  ces  lignes  comme  inconnue,  on  ob- 
tient  les  équations  d'autant  de  complexes  linéaires  passant  par  les 
autres  lignes  d'action  et  auxquels  doit  appartenir  la  ligne  d'action 
inconnue;  en  outre,  en  supposant  toujours  n  —  i  des  lignes  d'action 
données,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  les  grandeurs  des 
«  forces  pour  que  l'équilibre  ait  lieu.  L'auteur  traite  ce  problème 
pour  les  cas  de  /i  =  2,  3,  4?  5,  6  et  développe  une  suite  de  théo- 
rèmes empruntés  en  partie  à  la  Statique  de  Mobius.  Puis  viennent 
Tctude  des  systèmes  équivalents,  la  réduction  des  forces  à  deux  ou 
à  une  force  et  un  couple  et  les  propriétés  géométriques  qui  dépen- 
dent de  cette  réduction.  EnGn  le  dernier  Chapitre  est  consacré  à 
Téludede  la  façon  dont  varie  le  moment  principal  d'un  système  de 
iorces  pour  une  origine  située  dans  le  corps  quand  on  déplace  le 
corps  et  que,  les  points  d'application  des  forces  restant  les  mêmes 
points  du  corps,  ces  forces  conservent  la  même  grandeur  et  la  même 
direction  dans  l'espace .  J.  T. 
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MÉRAY  (C).  —  Observations  sur  decx  points  du  calcul  des  variations  (']. 

En  premier  lieu,  l'auteur  établit  d'une  façon  plus  simple  et  plus 
régulière  qu'on  ne  le  fait  habituelleuiciit  la  formule  qui  donne  la 
variation  d'une  intégrale  détinie.  Voici  maintenant  le  second  point. 

La  variation  de  Tintégrale,  que,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 
dépendre  d'une  seule  fonctiou  indéterminée  j^  de  la  variable  d'in- 
tégration X,  étant  mise  sous  la  forme 


dxB^r. 


où  A  est  une  fonctiou  linéaire  et  homogène  de  ijCc-i^Jot  ^j\  t  dx^ , . .  • 
et  B  uue  fonction  composée  de  x,  r^  J  '?  •  *  ■  )  ^^  ^î^  9^^  ^^  nullité 
indéfinie  de  cette  variation  entraine  les  conditions  séparées 

A  r=  o,     B  r=  o, 

parce  que  la  détermination  préalable,  en  fonction  du  paramètre  a^ 
des  valeurs  aux  limites  de  x^j^  j\, . .,  qui  entrent  dans  A  par 
elles-mêmes  et  par  leurs  variations  n'en  laisse  pas  moins  j^  fonction 
indéterminée  de  a:  et  de  a  dans  l'intervalle  Xo^  X| .  C'est  ce  raison- 
nement que  critique  M.  Méray.  Pour  avoir  ailaire,  sous  le  signe/, 
a  une  fonction  qui  ne  soit,  elle  et  ses  h^  —  i  ou  Â|  — i  premières  dé- 
rivées, soumise  à  aucune  condition  relative  aux  limites  x^  et  jti,  il 
substitue  à  ^  la  fonction 

H  étant  une  fonction  de  x  et  de  Xo^Jq^j  oî  •  •  •  '^Jk^-^^  ^i O  «  i  >'m  •  •  •  ^ 
j'*»-'  qui  satisfasse  aux  conditions  extrêmes  et  n  étant  une  fonction 
de  a:  et  de  a  complètement  arbitraire^  alors  la  variation  prend  la 
forme 

-  -- 


•^« 


et  le  raisonnement  habituel  montre  en  toute  rigueur  que  l'on  doit 


(')  J/t/tales  r/tf  l'Ecole  Normale  supérieure,  t.  VI,  p.  187-192. 
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avoir 

puis  la  substitution  inverse  effectuée  dans  celte  dernière  équation, 
regardée  comme  identique,  entraîne 

4 

Bi=  o. 


HOCHHEIM  (D'  Adolf),  Professer.  —  Al  Kâpî  fÎl  Hisâb  (Genugendes  uber 
Ârithmctik]  des  Abu  Bkkr  Mi'iiamiibd  Ben  Alhusein  AlkarkhI  nach  der 
auf  der  herzoglich-gotbaischen  Schlossbibliolhek  beûndlichen  Handschrift.  III. 
—  Magdeburg,  Baensch.  28  pages. 

Le  Bulletin  a  donné  l'analyse  (  *  )  des  deux  premières  Parties  de 
celle  utile  publ  ication .  Cette  troisième  Partie  con  tien  1 1  a  fin  de  la  Géo- 
métrie, la  détermination  du  volume  des  pyramides,  des  cônes  et  des 
troncs  de  cônes,  ainsi  qu'une  Introduction  à  la  pratique  des  nivelle- 
mentsà  l'aide  d'instruments  simples.  Mais  avec  le  Chapitre  UV  com- 
mence une  Section  entièrement  nouvelle;  à  l'Arithmétique,  traitée 
exclusivement  jusqu'ici,  succède  l'Algèbre,  et  cela  avec  un  mode 
d'exposition  qui  nous  offre  encore  plus  d'intérêt  que  la  nature 
propre  du  contenu.  Le  déguisement  géométrique  sous  lequel  les 
maihématiciens  précédents,  jusqu'à  Alkharezmi,  présentaient  tou- 
jours les  problèmes  d'Algèbre  est  maintenant  supprimé  ^  les  ques- 
tions sont  actuellement  traitées  par  lepur  calcul.  L^auteur  enseigne 
pour  la  première  fois  la  multiplication  et  la  division  des  monômes 
rationnels  et  irrationnels,  puis  la  combinaison  des  sommes  algébri- 
ques par  les  quatre  règles  ;  il  Icouve  aussi  l'occasion  déplacer  la  som- 
mation des  progressions  arithmétiques.  Ensuite  l'auteur  passe  a 
YÂldjabr  proprement  dite  ;  il  traite  des  équations  du  premier  et  du 
second  degré,  et  il  applique  les  méthodes  trouvées  à  des  problèmes 
concrets.  Ces  problèmes  présentent  un  intérêt  varié  pour  Thistoirc 
des  mœurs  arabes.  En  dernier  lieu,  nous  rencontrons  aussi  cer- 
taines questions  géométriques,  dugenrede celles  quel'historien con- 


(')  2«  série,  l.  Il,  p.  q3G,  cl  l.  lU,  p.   178. 
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naitdéjà  d*après  les  écrits  des  ma llirmaticicns  hindous  Brainegupta 
et  Bliascara  Acliarya. 

Tous  les  amis  des  recherches  historiques  sauront  gré  k  l'auteur 
de  cette  édition  allemande  d'avoir  si  vaillamment  poursuivi  Tœuvre 
commencée  par  son  compatriote  Woepckc,  l'illustre  traducteur  du 
Fakhrî.  S.  G. 


MËLANGES. 

ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  SUR  LES  PERCUSSIONS  ET  LE  CHOC  DES  CORPS  ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

En  1874,  j'ai  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  les  principaux 
résultats  d'une  étude  sur  le  choc  des  corps  (voir  Comptes  rendus 
des  séances  de  r académie  des  Sciences,  t.  LX XVIII,  p.  14^1» 
i55g,  164^)  '767)  î  je  Hie  propose  de  reprendre  ici  cette  étude,  en 
développant  plusieurs  résultats  qui  n'avaient  été  qu'indiqués  dans 
mes  Communications  antérieures  et  en  ajoutant  dillérentes  propo- 
sitions qui  me  paraissent  nouvelles. 

I.  —  Des  peucussions. 

Considérons  un  point  matériel  de  masse  m,  soumis  à  l'action  de 
diiférentes  forces.  Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  de  ce  point  à 
l'instant  t^  ^j,  \fy^  if^  les  composantes  de  la  vitesse  au  même  instant, 
X|,  Y|,  Z/  celles  de  l'une  quelconque  des  forces  qui  agissent  sur  le 
point.  On  aura  les  équations 

m—  z=z  Xj-f- .  . . -h  Xny 

(i)  <'«5=Yi4-...4-y„, 

ni  — ^  z=  Zj-f-.  .  .4-Z„, 
et,  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  ç^ox?  ^oy^  ^oz  les  composantes 
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do  la  vitesse  du  mobile  à  rinstanl  o,  on  aura 


invj. 


mi\  —  nu  ^ . 

o 


Ces  équations  peuvent  s'interpréter  de  la  manière  suivante. 
Appelons,  avec  dillerents  auteurs,  impulsion  de  la  force  X,  Y,  Z 
la  quantité  géométrique  dont  les  composantes  sont 


/     Xift,       f  Ydt,       f   ZfU; 


les  équations  (2)  donneront  lieu  au  théorème  suivant  : 

V accroissement  géométrique  de  la  quantité  de  moui^ement  du 
point  matériel  dans  un  intervalle  de  temps  fini  quelconque  est 
("gai  à  la  somme  géométrique  des  impulsions  des  forces  qui 
agissent  sur  ce  point  pendant  l' intcr\^alle  de  temps  considéré. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  si  des  forces  agissent  sur  un  point 
matériel,  et  si  l'on  connaît  seulement  leurs  impulsions  dans  un 
intervalle  de  temps  donné,  on  pourra  déterminer  Taceroissement 
géométrique  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  sur  lequel  elles 
agissent,  et  par  conséquent,  si  Ton  connaît  la  masse  et  la  vitesse 
initiale  du  point,  on  obtiendra  en  grandeur  et  en  direction  la  vi- 
tesse finale.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  l'on  n'aura  aucune 
notion  sur  la  position  de  ce  mobile  à  l' instant  Jinal, 

Imaginons  maintenant  que  l'intervalle  de  temps  pendant  lequel 
les  forces  agissent  devienne  de  plus  en  plus  petit,  mais  que  les 
imptJsions  de  quelques-unes  des  forces  conservent  une  valeur 
finie,  ce  qui  exige  que  ces  forces  deviennent  de  plus  en  plus 
gi'audes  :  le  changement  de  vitesse  se  produira  dans  un  intervalle 
de  temps  déplus  en  plus  court,  mais  il  sera  toujours  fini.  D'ailleurs, 
si  Ion  suppose  que  les  impulsions  des  forces  relatives  à  tout  inter- 
valle de  temps  compris  dans  celui  que  nous  considérons  demeurent 
inférieures  à  des  grandeurs  fixes,  les  changements  de  vitesse  du 
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point  matériel  demeureront  Gnis  et  le  déplacement  du  point  maté- 
riel deviendra  de  plus  en  plus  petit  quand  l'intervalle  de  temps 
diminuera. 

En  elTet,  réduisons  toutes  les  forces  à  une  seule  dont  les  compo- 
santes à  l'instant  9  soient  Xo,  Y«,  Z|,  et  considérons  la  projection  du 
mouvement  sur  l'axe  des  x  par  exemple.  On  a 


*~-a^o— «W^ 


=   i  <i9  i  Xo^ô. 


Nous  supposons  que   l'impulsion    /    Xo^d  demeure,  quel  que 

soit  9^  inférieure  à  un  nombre  fixe  M.  On  aura  donc  en  valeur  ab- 
solue 

OU 

et,  par  conséquent,  x  —  x^  diminuera  quand  l'intervalle  de  temps 
deviendra  de  plus  en  plus  court  (  *  ) . 


(')  Nous  introduisons,  on  le  voit,  une  condition  qui,  d'habitude,  n'est  pas  énoncée 
explicitement  :  c'est  que  l'impulsion  de  la  force  dans  une  partie  quelconque  do  l'in- 
tervalle de  temps  considéré  demeure  inférieure  à  une  grandeur  fixe  quand  l'inter- 
valle  de  temps  diminue.  Cette  condition  est  toujours  satisfaite  dans  les  applications, 
car  on  n'y  considère  que  des  percussions  dont  la  direction  ne  varie  pas  sensiblement 
pendant  toute  la  durée  de  l'intervalle  pendant  lequel  elles  agissent.  Par  exemple, 
dans  le  choc  de  deux  corps,  la  force  qui  s'exerce  au  point  de  contact  sur  l'un  des 
corps  ne  peut  agir  que  dans  un  sens  déterminé,  de  manière  à  écarter  les  deux  corps. 

Alors  l'intégrale    /     \^d$  conserve  son  signe  et  ne  cesse  de  croître;  elle  demeure 

donc  inférieure  à  sa  valeur  finale,  qui,  par  hypothèse,  est  finie. 

Mais,  si  l'on  se  place  à  un  point  de  vue  exclusivement  théorique,  il  est  aisé  de  trouver 
des  forces  qui,  dans  un  temps  très  court,  imprimeront  des  changements  finis  ou  même 
nuls  de  vitesse,  tout  en  déplaçant  le  mobile  d'une  quantité  finie.  Considérons,  par 
exemple,  un  point  qui  se  meut  en  ligne  droite  et  qui  est  soumis  à  l'action  de  la  force 
dont  l'expression  à  l'instant  6  est 

„       ^cTt   ,    $n        Oit 

c  et  T  étant  des  coiistintcs.  On  aura 

dv-      fif'TT   .    Oir        6it 


MÉLANGES.  i%o 

On  se  rapproche  donc  de  plus  en  plus  d*un  état  limite  dans 
lequel  le  mobile,  sans  changer  de  position,  éprouverait  une  modi- 
fication brusque  de  sa  vitesse.  C'est  cet  état  limite  que  Ton  étudie; 
dans  la  théorie  des  percussions,  et  il  résulte  immédiatement  de  ce 
qui  précède  que,  pour  déterminer  le  changement  de  vitesse  du  mo- 
bile, il  suffit  de  connaître  les  impulsions  des  difTérentes  forces 
auxquelles  il  est  soumis.  Ce  sont  ces  impulsions  auxquelles  on 
donne  le  nom  de  percussions.  Il  est  clair  que  les  percussions  pro- 
Tenant  de  forces  finies,  telles  que  la  pesanteur,  peuvent  être  con- 
sidérées comme  nulles. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  discuter  une  objection  que  Ton  adresse* 
quelquefois  à  la  théorie  des  percussions.  Quelques  auteurs,  en 
s'appujant  sur  ce  qu'il  n  existe  pas  de  force  rigoureusement  instan- 
tanée, préfèrent  ne  pas  employer  la  notion  des  percussions  et  les 
théories  qui  déterminent  leurs  effets.  Il  n'existe  pas  de  point  géo- 
métrique ui  de  ligne  droite  dans  la  nature,  et  cependant  nous 

et  ]Mr  suite,  si  l'on  appelle  f,  la  vitesse  initiale, 

ac  .  .On 

On  a  donc,  pour  $  =rzT, 


Si  l'on  suppose  que  le  lemps  T  devienne  de  pins  en  plus  petit,  e  demeurant  eonsttnt. 
on  «ara  une  force  très  grande  agissant  pendant  un  temps  tréa  court,  ne  produisant 
vteun  changement  de  vitesse  et  déplaçant  le  point  d'une  quantité  quelconque  c. 

Mais  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  condition  énoncée  dans  le  texte  ne  se  trouve 
plus  remplie,  puisque  l'impulsion  partielle 

x«<»^  — y""  Y 

T 

ne  demeure  pas  finie,  pour  0  =  —  par  exemple,  quand  T  tend  vers  zéro.  D*ailleurs, 

il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  force  change  de  sens  an  milieu  de  son  action. 

C'est  une  force  de  ee  genre  qu'une  locomotive  doit  déployer  pour  exécuter  une  de 
CCS  opérations  qui  aont  si  fréquentes  dans  les  gares  et  amener  rapidement  un  o.i 
plusieurs  wagons,  aans  vitesse,  d*une  position  dans  une  autre. 

BtilL  des  Sciences  math.^  q*  série,  t.  IV.  (Avril  i8fto.)  9 
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trouvons  utilité  et  intérêt  à  étudier  ces  abstractions.  Il  y  a  sans 
doute,  quand  on  passe  aux  applications,  à  examiner  les  erreurs  que 
Ton  peut  commettre  en  appliquant  les  théorèmes  de  la  Science 
pure,  mais  celte  question  ne  nous  paraît  pas  devoir  être  mêlée  au 
développement  de  la  Science  elle-même. 

On  sait  comment  se  mesurent  et  se  représentent  les  percussions. 
Au  fond,  ce  sont  des  quantités  de  mouvement  qu'il  suilît  de  com- 
poser avec  celles  des  points  sur  lesquels  elles  agissent.  Je  rap- 
pellerai rapidement  les  règles  relatives  à  leur  effet  sur  le  corps 
solide  et  je  présenterai  en  même  temps  quelques  remarques  nou- 
velles sur  leur  application. 

Si  le  corps  solide  a  un  axe  fixe,  le  produit  du  moment  d'inertie 
relatif  à  cet  axe  par  raccroissement  de  la  vitesse  de  rotation  est 
égal  à  la  somme  des  moments  des  percussions  par  rapport  a  cet  axe. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  désignons  par  p^  q^  r  les  compo- 
santes de  la  rotation  suivant  les  trois  axes  principaux  de  ce  point, 
et  par  A,  B,  Clés  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  trois  axes^  les 
vitesses  prendront  des  accroissements  A/;,  Ay,  Ar  définis  par  les 
formules 

(3)  BA7=M, 

(   CAn-N, 

où  L,  M,  N  désignent  les  sommes  des  moments  des  percussions  par 
rapport  aux  trois  axes. 

Les  formules  précédentes  peuvent  être  remplacées  par  une  con- 
struction géométiique  très  élégante  dont  Poinsot  a  souvent  fait 
usage.  Soit  O  le  point  fixe.  Supposons  qu'on  y  transporte  les  quan- 
tités de  mouvement  de  tous  les  points  du  système  et  que  Ton  com- 
pose les  couples  qui  naissent  de  ces  translations  :  le  couple  résul- 
tant sera  le  couple  des  quantités  de  mouv^ement  transportées  en  O. 
Il  est  lié,  comme  on  sait,  d*une  manière  très  simple  à  la  rotation, 
i^  L'axe  de  rotation  est  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  ce  couple 
par  rapport  à  Tellipsoïde  central  du  point  O,  et  il  est  du  même 
côté  de  ce  plan  que  Taxe  du  couple.  2®  Si  G  désigne  le  moment  du 
couple,  /  la  longueur  du  demi-diamètre  intercepté  dans  Tellipsoïde 
par  Taxe  de  rotation,  et  d  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  à 
l'ellipsoïde  à  l'extrémité  de  l'axe  de  rotation,  la  vitesse  angulaire  de 
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rotation  a  pour  valeur 

On  voit  donc  que,  si  l'on  connaît  le  couple  des  quantités  de  mou- 
vement, on  aura  immédiatement  le  mouvement  du  corps  solide. 

Or,  les  formules  précédentes  peuvent  se  traduire  comme  il  suit. 
Transportons  toutes  les  percussions  au  point  fixe  et  composons 
tous  les  couples  qui  naissent  de  cette  translation  :  on  obtiendra  un 
couple  résultant.  //  suffira  de  composer  ce  couple  avec  celui  des 
(fuantités  de  mouvement  antérieurement  acquises  pour  a\'oir  le 
nouveau  couple  des  quantités  de  mouvements 

Dans  le  cas  où  le  corps  solide  est  entièrement  libre,  désignons 

par  m  la  masse  du  corps,  par  V^,  V^.,  V^  les  composantes  de  la 

vitesse  du  centre  de  gravité,  par  X,  Y,  Z  celles  de  la  résultante 

générale  des  percussions  transportées  au  centre  de  gravité.  Ou  aura 

4)  Lav,  =  y, 

(  mAV,  =  Z, 

et  ces  équations  s'interprètent  comme  il  suit  :  La  nouvelle  vitesse  du 
centre  de  gravité  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  y  était  con- 
centrée et  toutes  les  percussions  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes. 

Quant  au  changement  que  subit  la  rotation  autour  du  centre  de 
gravité,  on  le  déterminera  en  considérant  ce  centre  comme  un 
point  fixe  et  en  appliquant  soit  les  formules  (3),  soit  la  construc- 
tion géométrique  de  Poinsot  qui  leur  est  équivalente. 

La  forme  linéaire  de  toutes  ces  équations  nous  montre  tout  de 
suite  :  i®  que  Ton  obtiendra  la  nouvelle  vitesse  d'un  point  quel- 
conque en  composant  la  vitesse  antérieure  avec  celle  que  détermi- 
neraient les  percussions  si  elles  agissaient  sur  le  corps  au  repos  \ 
2*  que  Ton  obtiendra  le  même  résultat,  soit  en  faisant  agir  simul- 
tanément les  percussions,  soit  en  les  faisant  agir  successivement 
dans  un  intervalle  de  temps  suffisamment  court*,  3<»  enfin  que,  si 
i  on  multiplie  les  percussions  par  un  nombre  quelconque  p^  les 
vitesses  qu'elles  déterminent  sur  le  corps  au  repos  sont  toutes  mid- 
tlpliées  par  p.  Tous  ces  résultats  s'étendent  d'ailleurs,  sans  diffi- 
culté, au  cas  où  le  corps  solide  est  soumis  à  des  liaisons  d'une  nature 
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quelconque,  et  les  composantes  de  la  vitesse  que  prend  un  point 
quelconque  sont  toujours  des  fonctions  linéaires  des  composantes 
des  percussions  qui  agissent  sur  le  corps  solide. 

Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  les  constructions  géomé- 
triques données  précédemment  permettent  de  résoudre  d'une  ma- 
nièi'e  simple  certaines  questions.  Supposons,  par  exemple,  quil 
s*agisse  de  trouver  les  percussions  qui,  appliquées  à  un  corps  solide 
libre,  lui  impriment  au  début  une  rotation.  On  reconnaîtra  aisé- 
ment que  les  lignes  d'action  de  ces  percussions  doivent  ôtre  per- 
pendiculaires à  leur  polaire  par  rapport  à  rellipsoïde  central  du 
centre  de  gravité;  elles  forment  donc  un  complexe  bien  connu  et 
qui  a  été  étudié  par  divers  géomètres. 

Considérons,  en  effet,  une  percussion  P  appliquée  à  un  corps  so- 
lide. Elle  imprimera  au  centre  de  gravité  une  vitesse  de  translation 
qui  lui  sera  parallèle.  Quant  a  la  rotation  autour  du  centre  de 
gravité,  nous  avons  vu  qu'elle  commence  autour  de  la  droite  qui 
est  le  diamètre  conjugué  du  plan  passant  par  la  percussion  P  et  le 
centre  de  gravité.  Pour  que  le  mouvement  initial  soit  une  rotation, 
il  faut  que  la  translation  imprimée  au  centre  de  gravité  soit  nor- 
male à  l'axe  de  rotation;  c'est-à-dire  que  la  ligne  d'action  delà 
percussion  P  soit  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre  conjugué, 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  du  centre  de  gravité,  du  plan  pas- 
sant par  cette  droite  et  par  le  centre  de  gravité;  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  il  faut  que  cette  ligne  d'action  soit  une  droite  perpen- 
diculaire à  sa  polaire  par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  du  centre 
de  gravité. 

II.  —  Des  forces  vives  dans  la  théorie  des  percussions. 

Reprenons  les  équations  relatives  à  l'effet  des  percussions  sur 
un  point  matériel  : 


I  étÊm  %,  ^ 

(5)  ]  m(.v-.v..)=y  f  Y.//. 

'If''-"- 
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Multiplions-les  par  Vx-^  ^'oxt  V7+  i'or^  ^g-h-  Vos  et  ajoutons-les. 
^ous  aurons,  en  désignant  par  V09  ^  les  vitesses  initiale  et  finale, 

Le  second  membre  de  celte  formule  a  une  signification  géomé- 
trique très  simple.  Si  la  force  X,  Y,  Z  agissait,  pendant  toute  la 
durée  de  son  action,  sur  un  mobile  animé  de  la  vitesse  constante 
dont  les  composantes  sont 


V 


x~^  *'ox'   *'.>  "^  *'o.>»    *'s  "*"  'oz* 


son  travail  élémentaire  serait 

cl  son  travail  total  dans  l'intervalle  de  o  à  f  serait  précisément 
l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (6). 
Nous  avons  donc  la  proposition  suivante  : 

Théoeemb  I.  —  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  point 
matériel,  la  variation  de  force  viv^e  est  égale  à  la  somme  des  tra^ 
vaux  que  produiraient  les  forces  d'oU  pros^iennent  ces  percussions 
si,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  le  point  matériel  conser- 
sfoit  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  ses 
vitesses  initiale  et  finale. 

Multiplions  maintenant  les  équations  (  5  )  par  v^x)  ^x"*  ^*  respecti- 
vement et  ajoutons-les.  Nous  obtiendrons  une  équation  que  Ton 
mettra  aisément  sous  la  forme  suivante  : 


-aV   r   (Xi^^-hYc^.-hZcr^jrfr. 


Cette  équation,  interprétée  comme  la  précédente,  conduit  à  cette 
nouvelle  proposition  : 

Théorème  II.  —  La  perte  de  force  vive  est  égale  à  la  force 
vive  due  à  la  vitesse  perdue  moins  le  double  de  la  somme  des 
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travaux  que  produiraient  les  forces  si  le  /wint  matériel  conservait, 
pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  et 
égale  à  la  vitesse  Jtnale. 

Enfin,  si  l'on  employait  comme  multiplicateurs  fgj,  v^j-,  (■«,,  on 
aiiraîl  de  méuie  l'équation 


qui  s'interprète  comme  i]  suit  ; 


(8) 


Thëohêhb  III.  —  Le  gain  de  force  vive  est  égal  à  la  force  vive 
due  à  la  vitesse  gagnée  (ou  perdue),  augmentée  du  double  des 
travaux  que  produiraient  les  forces  ri,  pendant  toute  la  durée  de 
leur  action,  le  point  matériel  conservait  une  vitesse  constante  cl 
égale  à  la  vitesse  initiale. 

11  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  dernière  proposition  est  un 
simple  corollaire  des  deux  précédentes,  mais  it  peut  y  avuir 
quL-lque  intérêt  à  en  faire  usage. 

Considérons  maintenant  un  système  composé  d'un  nombre  quel- 
conque de  points  matériels.  Ecrivons  les  équations  analogues  à 
l'équation  (6)  pour  chacun  des  points  et  ajoutons  toutes  ces  équa- 
tions. IVous  aurons 


les  sommes  qui  Ggurent  dans  le  premier  membre  s'étendant  à  tous 
tes  points  matériels,  et  celle  qui  ligure  dans  le  second  à  toutes  les 
forces.  Celte  équation  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  IV,  —  La  variation  de  la  force  vive  totale  d'un  sjs- 
tème  est  égale  à  la  somme  des  travaux  t/ue  produiraient  les  per- 
cussions tant  intérieures  qu'extérieures  si  chacun  des  points  d 'ap- 
plication de  cet  percussions  conservait,  pendant  toute  la  durée  de 
leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  ta  somme  géométrique 
de  ses  vitessps  initiale  et  finale. 
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De  même,  l'équalion  (7)  nous  conduira  à  la  suivante, 

!.o)  j  -avvr' 


é^mé^m  «/u 


(X«',-t-YPj-l-Zi',)r//, 


0 


ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 


Théguemb  V.  —  La  perte  de  force  vwe  du  système  est  égale  à 
la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  diminuée  du  double  de  la 
somme  des  travaux  que  produiraient  les  percussions  tant  inté- 
rieures qu  extérieures  si  chacun  de  leurs  points  d'application 
conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse 
constante  égale  à  sa  vitesse  finale. 

Toutes  les  propositions  précédentes  s'appliquent  aux  forces 
agissant  pendant  un  temps  quelconque.  Mais,  si  le  système  matériel 
est  un  corps  solide  et  si  les  forces  agissent  pendant  un  temps  très 
court,  c'est-à-dire  sont  de  véritables  percussions,  il  est  aisé  de 
démontrer  que  les  ternies  correspondants  aux  percussions  inté- 
rieures se  détruisent  deux  à  deux  et  disparaissent  des  équations  (9) 
et  (10).  Soient,  en  ellct,  m,  ni  deux  points  du  corps  solide  entre 
lesquels  s'exerce  une  force  (X,  Y,  Z).  Appelons  ç'ox?  ^x'i  •••  les 
wtesses  du  point  ///,  et  ^''^j.,  v^.^  . . .  celles  du  point  m'.  Les  termes 
qui  proviennent  de  la  force  (X,  Y,  Z)  dans  les  équations  (9)  et  (  10) 
sont  composés  des  deux  expressions 

,_  ^  ,       \    ,  .V  -  «';    l/X.//  +  [Vy  -  .',     ]fYdt  +[..,-  v',   )  fZdt, 

■  '    !  (".x  -  "'.x  ) /x///  +  (  V  - .-; , ]fYdt+{ v,  - . -;,  )  fzdi. 

Les  deux  points  m,  »/  élant  maintenus,  par  hypothèse,  à  une  dis- 
tance invariable,  les  vitesses  initiale  et  finale  satisfont  aux  conditions 

,.,^J[^-^')K-«g  -H(v-y):.v-.v)  ^-(3-z')(.,-.;)=o. 

^,  r^  Z',  x\  j\  z*  désignant  les  coordonnées  des  deux  points. 
D'ailleurs,  la  percussion  étant  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les 
deux  points,  on  a 
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et,  par  conséquent,  les  deux  expressions  (i  i)  sont  nulles,  en  verlu 
des  formules  (12)*  Ainsi  les  percussions  intérieures  disparaissent 
dans  les  formules  (9)  et  (10). 

La  démonstration  précédente  nVst  pas  absolument  irréprochable, 
parce  qu'elle  suppose  que  les  distances  des  diilerents  points  soient 
demeurées  les  mêmes  pendant  toute  la  durée  des  percussions.  U-est 
aisé  de  reconnaître  a  priori  que  cette  condition  n'est  pas  nécessaire 
et  qu'il  suffit,  pour  que  les  théorèmes  aient  lieu,  que  les  distances 
mutuelles  des  différents  points  redeviennent  les  mêmes  après  les 
percussions.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  théorèmes  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  et  des  moments  permettent  de  trouver  le  nouveau 
mouvement  du  corps  solide,  et  par  suite  la  variation  de  force  vive. 
Or  l'application  de  ces  théorèmes  est  indépendante  des  déforma- 
tions passagères  qui  peuvent  se  produire  pendant  l'action  des  per- 
cussions. On  voit  donc  qu'il  en  sera  de  même  de  la  variation  de  la 
force  vive,  et,  par  suite,  les  expressions  que  nous  avons  trouvées  en 
supposant  les  distances  invariables  doivent  subsister  dans  tous  les 
cas,  pourvu  que  lesdistances  reprennent  leurs  valeurs  initiales  quand 
les  percussions  ont  cessé  leur  action.  Nous  allons,  du  reste,  en  nous 
servant  seulement  des  équations  ordinaires,  obtenir  une  vérifica- 
tion des  propositions  précédentes. 

Pour  cela  reprenons  les  équations  (3)  et  (4),  que  nous  écrirons 

Xi^tjiy  Zi  désignant  les  coordonnées  du  point  d'application  de  la 
}>ercussion  (X/,  Y,-,  Z/)  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  du 
centre  de  gravité. 

En  multipliant  ces  équationspar  Vj^-h  Vo^, .  .  . ,  p  +  poi  •  •  •  res- 
pectivement et  en  les  ajoutant,  on  a 

1    wV»-f-  A/»*-+-  B<7«-4-  Cr«—  /TîVj  —  Apl-^Bql  —  CrJ 

(13)  -X(V,-i-V„,)-^Y^V,  +  Vov)-t-Z{V,-f-V 


OZi 


^[P-^-  Po)  -^M(7H-7J  -|-îV(r-+-  r^\ 
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Le  premier  membre  représente  la  variation  de  force  vive.  D'autre 
part,  si  Ton  appelle  vfj.^  . . . ,  v^/x,  .  •  •  les  composantes  des  vitesses 
initiale  et  finale  du  point  d'application  {xiyji^  Zi)  de  la  percussion 

(X/,  Y,,  Z,),  ou  a 

*?z  =  Voa  -+-  /?« J^/  —  qo ^i,      «Vs  =  Vx  -4-  pjTi  —  q X/, 

et  Ton  obtient,  par  un  calcul  facile, 

=  X(Vx-+-Vo,)-hY(V,.-4-Vo^)-f-Z(V,4-Vo,) 


Eu  comparant  à  Téquation  (i3),  on  a 

l  mV»^  Ap^-h  B7*4-  Cr«-  /tiV*  ~  A/;»  -  B^J  -  CrJ, 

pt  cette  équation  ne  diii'ère  de  Téquation  (9)  qu'en  ce  que  les 
termes  provenant  des  actions  intérieures  ont  disparu.  Nous  avons 
donc  la  proposition  suivante  : 

Thêobème  VI.  —  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  corps 
solide,  la  variation  de  force  viv^e  est  égale  à  la  somme  des  tra- 
vaux quelles  produiraient  si  leurs  points  d'application  conser- 
vaient, pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante 
t^gale  à  la  somme  géométrique  de  leur  vitesse  initiale  et  de  leur 
vitesse  finale. 

On  vérifiera  de  la  même  manière  l'équation  suivante, 

(  A/>J  -+-  B7J  -+-  Cri  4-  mVJ  —  A/7«  —  Biy*—  Cr»  —  mV« 

i5)  =A(p-/.o)«-4-B(^~^o)'+C(r-ro)»-f-m(V-Vo)« 

qui  ne  diffère  de  l'équation  (10)  qu'en  ce  que  les  termes  provenant 
des  percussions  intérieures  ont  disparu  et  qui  conduit  au  théorème 
suivant  : 

Théorème  VII.  —  La  perte  de  force  vi\^e  éprouvée  par  le  corps 
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solide  est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues  moins  le 
double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  percussions 
si  les  points  sur  lesquels  elles  agissent  conservaient,  pendant  toutti 
la  durée  de  leur  action^  une  vitesse  constante  égale  à  leur  vitesse 
finale, 

II  est  bon  de  remarquer  que  si  le  corps  solide  est  soumis  à  des 
liaisons,  s'il  a,  par  exemple,  des  points  fixes,  ou  des  points  assu- 
jettis à  demeurer  sur  une  surface  fixe,  ou  des  surfaces  assujetties  à 
passer  par  des  points  fixes,  elc,  les  termes  provenant  dans  les 
équations  précédentes  des  percussions  de  liaison  seront  tous  nuls, 
pourvu  que  Ton  néglige  le  frottement.  Par  exemple,  s*il  y  a  un 
point  fixe,  la  percussion  que  le  corps  reçoit  de  Tobslacle  fixe,  s'excr- 
caut  sur  un  point  dont  la  vitesse  est  et  demeure  nulle,  ne  donnera 
de  terme  dans  aucune  des  équations  (i4)  ou  (t5). 

D'après  cela,  si  une  seule  percussion  agit  sur  un  corps  solide  au 
repos,  la  force  v  i  ve  imprimée  au  corps  sera,  en  vertu  du  tliéorèine  VI, 
égale  au  produit  de  cette  percussion  par  la  projection,  sur  sa  direc- 
tion, de  la  vitesse  que  prend  son  point  d'application.  Il  faut  doiic 
que  cette  projection  soit  positive  et,  par  conséquent,  que  le  point 
d'application  cède  sous  l'action  de  la  percussion  qui  lui  est  appli- 
quée. C'est  là  un  résultat  conforme  à  notre  expérience  de  tous  les 
jours  5  mais  le  tliéorème  précédent,  qui  le  met  en  évidence,  nous 
conduit,  en  outre,  à  la  considération  d'un  élément  nouveau  qui  se 
rapporte  aux  droites  d'un  corps  solide  et  que  nous  allons  définir. 

Concevons  une  droite  D  et  supposons  qu'une  percussion  égale  à 
l'unité  ait  cette  droite  pour  ligne  d'action.  Soit  Â  le  point  de  Doù 
elle  est  appliquée.  Elle  communique  à  ce  point  A  une  vitesse  dont 
la  projection  sur  la  percussion  el,  par  conséquent,  sur  la  droite  est 

positive;   nous  désignerons  cette  projection  par-i  et  il   est  clair 

4 

qu'elle  demeurerait  la  même  si  Ton  faisait  glisser  la  percussion 
sur  la  droite  D,  car  on  sait  qu'alors  le  mouvement  imprimé  au 
corps  demeure  le  même,  et  d'autre  part,  dans  ce  mouvement,  les 
projections  sur  la  droite  des  vitesses  de  tous  les  points  de  cette 
droite  sont  égales.  Nous  appellerons  cette quantitéjiji,  essentiellement 
positive,  le  paramètre  de  la  droite.  Quand  on  l'aura  déterminée, 
on  saura  que  toute  percussion  égale  à  P  et  dirigée  suivant  la 
droite  déterminera  en  son  point  d' application  unr  vitesse  dont  la 
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P 

projection  sur  la  percussion  sera  positivée  et  égale  à  -•  Cherchons 

quelle  est  la  valeur  du  paramètre  dans  les  cas  principaux  que  roii 
a  à  considérer. 

1°  Supposons  d'abord  le  corps  libre,  et  soit  une  percussion  agis- 
sant suivant  une  droite  XX'  U'g'  0-  Désignons  par  M  la  masse  du 
rorps.  La  percussion  P  imprimera  d'abord  à  tous  les  points  une  vi- 

tessc  de  translation  égale  h  —  ;  elle  produira,  en  outre,  une  rotation 

autour  du  diamètre  GL,  conjugué  au  pi  an  GXX'  dans  l'ellipsoïde  cen- 
tral du  centre  de  gravité  G.  Appelons  p  la  distance  GH  du  centre 

Fîg.  1. 


Je  gravité  à  la  droite  XX'.  Le  moment  G  du  couple  qui  résulte  de 
la  translation  de  la  percussion  en  G  sera  P/7,  et,  par  conséquent,  la 
vitesse  de  rotation  autour  de  GL  sera  donnée  par  la  formule 

où  /  désigne  la  longueur  du  demi-diamètre  GL  de  rellipsoïde  cen- 
tral autour  duquel  s'eilectue  la  rotation,  et  d  la  distance  GK  du 
rentre  au  plan  tangent  à  l'extrémité  de  ce  diamètre.  ]Nous  pouvons 
d'ailleurs  décomposer  cette  rotation  en  deux  autres,  l'une  w'  dirigée 

suivant  GK  et  égale  à  wX  j  ou  P/^<î-,  Tautre  w"  dirigée  dans  le 

plan  XX'  et  dont  nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître  la  valeur. 
D'après   cela,    la  vitesse  d'un   point  quelconque  de  XX',  par 
exemple  du  pied  11  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  G,  se  com- 
pose de  trois  vitesses  ;   i^  la  vitesse  de  translation  dont  la  projec- 

P 
tien  sur  la  droite  XX',  prise  dans  le  sens  de  la  percussion,  est  —  ; 

2**  la  vitesse  due  à  la  rotation  w',  vitesse  qui  est  dirigée  suivant  XX 
et  qui  a  pour  valeur  ci)'/>  ou  Pp^$^  ;  3®  la  vitesse  due  à  la  rotation  w", 
^ui,  étant  normale  à  XX',  donne  une  projection  nulle.  On  voit  donc 
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que  la  projection  sur  la  direction  de  la  percussion  de  la  vitesse  im- 
primée au  point  H,  projection  qui  conserve  la  même  valeur  pour  un 
point  quelconque  de  XX',  est 


s -"*••')• 


On  a  donc  dans  ce  cas,  pour  le  paramètre  de  la  droite  XX',  l'expres- 
sion très  simple 

(.6).  J^ii^'''^'- 

Le  paramètre,  généralement  inférieur  à  la  masse,  lui  devient  égal 
quand  la  droite  passe  au  centre  de  gravité. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  les  raisonnements  sont  les  mêmes; 
seulement  il  n'y  a  pas  à  tenir  compte  de  la  vitesse  de  translation,  et 
Ton  a 

(.6)*  .  i=v'<?'. 

le  centre  de  gravité  étant  remplacé  par  le  point  fixe. 

Enfin,  si  le  corps  a  un  axe  fixe,  soient  XX'  {fig-  2)  la  ligne  d'ac- 

Fig.  2. 


tion  delà  percussion,  ô  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  aaf^  et  d  sa  plus 
courte  distance  à  Taxe.  Désignons  par  c«>  la  vitesse  angulaire  im- 
primée et  par  M.k^  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  cta'.  On  aura 

M/««  =  Prfsinô. 

La  vitesse  du  pied  B  de  la  plus  courte  dislance  sera     „  ,,     ?  et  sa 

'  Ma" 

projection  sur  XX'  sera 

Pr/»sin«e 
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On  aura  donc  ici 

:»6)c 

I        rf'sin'ô 
û  ""     MA* 

i4i 


Nous  nous  bornerons  à  ces  trois  cas  principaux.  Pour  les  autres, 
nous  nous  contenterons  de  rappeler  que  le  paramètre  u.  est  essen- 
tiellement positif. 

III. Du    CHOC   DES    CORPS. 

Lechocdes  corps  a  été  l'objet  de  nombreuses  recherches.  Poisson, 
dans  le  Tome  II  de  sa  Alécanique,  commence  par  traiter  le  choc  des 
corps  mous  et  il  obtient  la  solution  complète  du  problème  en  ajou- 
tant aux  douze  équations  fournies  par  les  principes  du  centre  de 
gravite  et  des  moments  une  équation  nouvelle  qui  exprime  qu'à  la 
fin  du  choc  les  vitesses  normales  au  point  de  contact  des  deux 
solides  sont  égales.  Puis  il  passe  de  là  au  cas  des  corps  élastiques, 
en  remarquant  que  le  choc  peut  alors  se  décomposer  en  deux  parties 
séparées  par  l'instant  de  la  plus  grande  compression.  Dans  la  pre- 
mière, le  phénomène  est  le  même  que  si  les  deux  corps  étaient 
dépourvus  d'élasticité.  Dans  la  seconde  les  corps  reviennent  à  leur 
forme  primitive,  et  il  admet  qu'ils  reçoivent  une  percussion  égale  à 
celle  qui  s'est  développée  à  leur  contact  pendant  la  première  partie 
du  choc,  n  est  aisé  d'établir  que  la  force  vive  totale  reprend  sa  va- 
leur à  la  fin  du  choc,  ce  qui  fournit  une  espèce  de  vérification  de 
rhjpothèse  de  Poisson. 

En  i838,  dans  le  Résumé  des  Leçons  données  à  l'Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées,  Navîer  a  remarqué  que,  si  Ton  fait  abstraction 
des  vibrations  communiquées  par  le  choc  aux  molécules  des  deux 
corps,  la  force  vive  totale  doit  reprendre  la  même  valeur.  Cette? 
remarque  lui  a  permis  d'obtenir  la  percussion  totale  qui  se  produit 
au  contact  des  corps,  et  par  conséquent  de  donner  la  solution  com- 
plète de  la  question. 

En  18749  ^I*  Hesal  a  adopté  la  marche  proposée  par  Navier, 
dans  une  Note  importante  qui  figure  aux  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences  (t.  LXXVIII). 

Toutes  ces  diflérentes  solutions  sont  analytiques;  elles  reposent 
sur  la  considération  de  treize  équations  du  premier  degré  et  ne 
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laissent  pas  voir  la  signification  géométrique  très  simple  des  résul- 
tats. Je  me  suis  proposé,  en  1874?  ^^  donner  une  solution  pure- 
ment géomélrique  de  celte  question^  t*t  je  vais  indiquer  ici  les 
résultats  que  j'ai  obtenus. 

Soient  (M  ),  (M')  deux  corps  solides  se  choquant  en  un  point  A. 
L'effet  du  choc  peut  se  représenter  par  deux  percussions  égales  et 
contraires,  dirigées  suivant  la  normale  en  A  aux  deux  surfaces  en 
contact,  Tune  f^dt  appliquée  au  corps  (M),  l'autre  — J^dt 
appliquée  au  corps  (M^).  Soient  Wq,  w  les  composantes  suivant  la 
normale  au  point  de  choc  de  la  vitesse  initiale  et  de  la  vitesse  finale 
du  point  de  (M)  qui  se  trouve  en  A,  et  soient  iv^,  W  les  mêmes 
quantités  relatives  au  corps  (M'). 

SI  nous  appliquons  successivement  le  tliéorème  VI  aux  deux 
corps  V  M),  (-^1)9  nous  aurons 

Sj,,  ]S|,.  désignant  les  forces  vives  des  corps  (M),  (M')  respective- 
ment. 11  est  à  remarquer  que  ces  équations,  qui  ont  évidemment 
lieu  pour  des  corps  libres,  sont  encore  vraies  si  les  corps  ont  des 
points  fixes  ou  sont  assujettis  à  d'autres  liaisons,  car  nous  avons  vu 
que  les  percussions  de  liaison  ne  peuvent  introduire  aucun  ternie 
dans  les  seconds  membres  des  équations  générales  (i4)  et  (i5),  et 
les  formules  (17)  ne  sont  que  l'application  particulière  de  l'équa- 
tion (i4)' 

En  ajoutant  les  deux  équations  précédentes,  on  aura, pour  la  va- 
riation totale  de  la  force  vive,  la  formule 

(18)  2/7î«>"—  2/wpJ  =  ((f  —  w'-h  "'0— "'o)/N^/, 

qui  va  nous  donner  la  solution  complète  de  la  question. 

Supposons  d'abord  que  les  corps  soient  parfaitement  élastiques 
et  que  la  perte  de  force  vive  doive  être  nulle*,  il  faudra  que  l'on  ail 

(19)  „.-«!•'  =  —(«•,—  «/,). 

Donc,  l'effet  du  choc  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques 
est  de  changer  de  signe  la  composante  normale  de  la  vitesse  rela- 
tive des  deux  points  de  choc  sans  changer  la  grandeur  de  cette 
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composante.  Tel  est  le  résultat  très  simple  auquel  conduit  immé- 
diatement notre  théorie. 

Cela  posé,  décomposons  le  choc  en  deux  parties  par  la  condition 
que  les  intégrales  f^dt  relatives  h  ces  deux  parties  soient  égales. 
Les  percussions  imprimées  aux  corps  solides  dans  les  deux  parties 
du  choc  ainsi  divisé  ont  par  hypothèse  même  grandeur,  et  elles 
agissent  suivant  la  même  droite.  Donc,  d'après  les  règles  con- 
nues de  l'eflet  des  percussions,  les  vitesses  gagnées  par  les  points 
de  lun  quelconque  des  solides  sont  les  mêmes  en  grandeur  et  en 
direction  pour  ces  deux  parties  du  choc.  Cette  remarque  permet  de 
déterminer  les  composantes  normales  des  vitesses  des  points  des 
deux  corps  placés  en  A  à  la  fin  de  la  première  partie  du  clioc,  car 
mi  II  la  composante  normale  de  la  vitesse  du  point  de  choc  de  (M); 
*m  devra  avoir 


«'y  —  //  "=;  «  —  (V 


équation  qui  exprime  que  la  composante  normale  de  la  vitesse 
varie  de  la  même  quantité  dans  les  deux  parties  du  choc.  Donc 

tv  -h  fl',» 

n  r=  • 

9. 

Si  i/ désigne  la  quantité  analogue  à  u  pour  le  corps  (M'),  on  aura 
de  même 

'1 
Si  Ton  tient  compte  de  Téquation  (19),  on  aura 

Ainsi,  quand  l'intégrale  J^^dt  a  acquis  la  moitié  de  sa  valeur 
définitive,  les  vitesses  normales  des  deux  points  de  choc  sont  égales. 
Si  le  choc  cessait  à  cet  instant,  on  serait  dans  le  cas  des  corps  mous. 
Donc,  si,  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques,  on  sépare  le 
dioc  en  deux  parties  par  l'instant  oii  les  vitesses  normales  des 
deux  points  de  choc  sont  égales,  les  percussions  relativ^es  à  ces 
deux  parties  du  choc  sont  égales.  En  d'autres  termes,  la  percussion 
dans  le  cas  des  corps  élastiques  est  double  de  celle  qui  se  produit 
quand  les  corps  sont  mous.  C'est  le  point  que  Ton  admettait  dans 
la  théorie  de  Poisson. 
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Dans  le  cas  des  corps  mous,  le  théorème  VII  trouve  son  applica- 
tion immédiate*,  les  points  en  contact  ayant  la  même  vitesse  nor- 
male dans  les  deux  corps  après  le  choc,  les  travaux  des  deux 
percussions,  tels  qu'ils  doivent  être  évalués  dans  cette  proposition, 
sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Ou  voit  donc  que,  dans  ce  cas, 
la  force  vive  perdue  est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues. 
C'est  le  théorème  bien  connu  de  Carnot,  théorème  qui  n'a  d*ailleurs 
d'autre  avantage  que  de  montrer  qu'il  y  a  perte  de  force  vive,  sans 
apprendre  à  en  mesurer  la  grandeur. 

Pour  étudier  le  choc  d'une  manière  plus  complète  et  comprendre 
tous  les  cas,  nous  allons  cherclier  les  formules  qui  relient  les  vi- 
tesses (V,  ^i^,  à  un  instant  quelconque  du  choc,  à  la  percussion  qui 
s*est  produite  jusqu'/î  cet  instant,  et,  en  faisant  ensuite  les  hypo- 
thèses particulières  ;  nous  retrouverons  tous  les  cas. 

Désignons  par  fx,  i»!  les  paramètres  de  la  normale  au  point  de 
choc  par  rapport  aux  corps  (M),  (M')  respectivement.  La  percus- 
sion f^dt  appliquée  au  corps  (M)  donnera  au  point  de  choc  la 
vitesse  normale 

[10)  U'=:WQ-\-'-fî^(it^ 

résultante  de  la  vitesse  initiale  Wq  et  de  celle  qu'imprimerait  la  per- 
cussion au  corps  partant  du  repos.  De  même  la  percussion  —  f^dt 
appliquée  au  corps  (M!)  donnera  au  point  de  choc  de  ce  corps  la 
vitesse  normale 

(11)  u.'=«^;-i,/Nc/^ 

Les  équations  précédentes  nous  conduisent  aux  deux  suivantes  : 

et 

w  —  «r'  =r  fVft  —  Cl''   -+- 


/     r 
*^0 


j-i)/».". 


Introduisons  les  vitesses  relatives 

W  =  tv  —  «'' ,     Wo  =  «'0  —  **\  • 
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L'équation  précédante  s'écrira 

Si  nous  substituons  la  valeur  de  fîidt  dans  la  formule  (i8\ 
nous  aurons 

TV*  — W* 

'  "il 

Quant  à  la  variation  de  force  vive  pour  chaque  corps,  elle  sera 
donnée  par  les  formules  (17),  qui  deviennent 

--+--7 

--H-7 

Ces  formules  ne  différent  en  rien  de  celles  qui  seraient  relatives 
ou  choc  de  deux  sphères  de  masses  /x,  u!.  II  est  donc  inutile  de  les 
disx!utcr  en  détail.  On  obtiendra  le  choc  des  corps  mous  eu  faisant 
W=  o  et  celui  des  corps  élastiques  en  posant  W=  —  W^. 

Cela  nous  conduit  h  dire  un  mot  d'une  hypothèse  bien  connue  de 
^ewton,  relative  aux  corps  imparfaitement  élastiques.  Newton 
admet  que  pour  ces  corps  le  choc  sera  terminé  quand  on  aura 

W  =  -  #fWo, 

e  ëlant  une  fraction  positive  qui  dépend  de  la  nature  des  deux 
corps.  On  voit  que  celte  hypothèse  comprend  comme  cas  exlrèmes 
celles  qui  répondent  au  choc  des  corps  mous  (e^  o)  et  au  choc 
des  corps  parfaitement  élastiques  (e  =  1).  11  est  aisé  de  reconnaitre 
quelle  sera  la  perte  de  force  vive.  Si  nous  nous  reportons  a  la  for- 
mule (24)7  nous  trouvons  pour  l'expression  de  cette  perte 


I        I 

7 


Êmll.  des  Sciences  mmthém,,  %*  Série,  t.  IV.  (Avril  1880.)  lO 
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On  peut  donc  caractériser  Thypotlièse  de  Newton  en  disant 
quelle  conduit  à  une  perte  de  force  vwe  qui  est  une  fraction  dé- 
terminée, (i  —  e*),  et  toujours  la  même,  de  celle  qui  se  produit 
dans  le  choc  des  corps  mous  (  *). 

IV.  —   Du  CHOC,    EN    TEXIAMT  COMPTE    DU   FROTTEMENT. 

Jusqu'ici  j'ai  négligé  l'intluencc  du  frottement  qui  se  produit  au 
contact.  Les  expériences  du  général  Morin  paraissent  établir  que, 
même  dans  ce  cas,  le  frottement  suit  les  lois  ordinaires.  Toutefois, 
dans  la  théorie  des  machines,  on  n'a  eu  à  s'occuper  que  de  pro- 
blèmes relativement  simples  pour  lesquels  il  est  facile  de  recon- 
uaitre  a  priori  que  la  vitesse  nJative  au  point  de  contact  des  deux 
corps  a  une  composante  tangentielle  dont  la  direction  demeure 
constante  pendant  toute  la  durée  du  choc.  11  n'y  a  donc  alors  qu'à 
introduire,  en  même  temps  que  les  percussions  normales  appliquées 
aux  deux  corps,  des  percussions  tangentielles  égales  à  la  valeur 
commune  des  percussions  normales  multipliée  par  le  coefficient  de 
frottement  et  ayant  une  direction  invariable  pendant  le  choc,  celle 
de  la  composante  tangentielle  de  la  vitesse  relative  au  point  de 
contact.  Je  citerai  un  travail  de  Poisson,  Sur  le  frottement  des 
corps  qui  tournent  (Bulletin  de  Férussac,  t.  VI,  p.  i63)  et  les  re- 
cherches de  Coriolis  sur  le  choc  des  sphères  dans  sa  Théorie  ma- 
thématique des  effets  du  jeu  de  billard. 

Si  l'on  se  propose  de  traiter  le  problème  général,  la  question 
devient  beaucoup  plus  compliquée.  On  sait  que,  dans  le  cas  où  il 
n'y  a  pas  frottement,  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  passe 
progressivement,  pendant  la  courte  durée  du  choc,  d'une  valeur  à 
une  autre  tout  à  fait  diilérente  en  grandeur  et  en  direction;  il 
en  est  de  même  quand  il  y  a  frottement,  et  si  l'on  veut  tenir 
compte  rigoureusement  des  effets  de  cette  force,  il  faudra,  à  chaque 


(')  Dans  le  Journal  de  Mathématiques  (3*  série,  t.  IV,  1878),  M.  Joukofsky  a  pu- 
blié un  Mémoire  sur  la  percussion  des  corps  qui  se  rapproclie  du  nôtre  à  la  fois  par 
la  méthode  et  les  résultats.  Je  crois  donc  devoir  faire  observer  qu'au  moins  pour  le 
cas  des  corps  libres,  qui  est  le  seul  dont  s'occupe  M.  Joukofsky,  j'avais  déTeloppé 
la  solution  complète  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Scienctt 
on  187}. 
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nouvel  inslant  du  choc,  donner  au  frottement  une  direction  nou- 
velle en  sens  inverse  de  la  vitesse  relative  à  cet  instant.  Cette  direc- 
tion de  la  vitesse  relative  dépend,  d*ailleurs,  du  froltcment  qui  sVst 
produit  aux  époques  antérieures  du  choc,  on  peut  donc  prévoir 
qu  il  y  aura  une  équation  ditlerentielle  donnant  la  loi  du  phéno- 
DicDC  et  dont  Tintégration  constituera  la  principale  diiliculté  du 
problème;  et  Ton  reconnaît  aussi  que  si  l'on  voulait,  malgré  le 
changement  de  la  vitesse  tangentielle  relative  au  point  de  contact, 
conserver  à  ce  frottement  une  direction  constante,  on  pourrait 
commettre  des  erreurs  du  même  ordre  que  les  effets  dont  on  veut 
tenir  compte. 

M.  Phillips,  dans  un  beau  travail  inséré  au  Tome  XIV  du  Jour* 
nal  de  LiouviUe»  P^gc  3ia,  a  le  premier  abordé  la  question  à  ce 
point  de  vue  et  intégré  l'équation  diflérentielle  qui  se  présente 
dans  cette  théorie.  Depuis,  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences  (t.  LXXVI, 
p.  1645),  j*ai  obtenu  les  mêmes  résultats  par  une  méthode  diflé- 
rente  et  à  quelques  égards  plus  simple.  Eu  étudiant  de  nouveau 
ceUc  question  pour  présenter  ici  une  étude  complète  de  la  théorie 
du  choc,  je  me  suis  aperçu  que,  si  les  recherches  que  je  viens  de 
citer  suppriment  la  principale  difficulté  de  la  question,  elles  ne 
donnent  pas  cependant  la  solution  complète  du  problème,  car  elles 
négligent  ce  fait  capital  que  la  vitesse  relative  tangentielle  peut 
devenir  nulle  pendant  la  durée  du  choc.  Il  y  a  donc  intérêt  à  re- 
prendre Tétude  de  cette  question  en  ayant  égard  aux  circonstances 
qui  avaient  été  négligées  dans  les  recherches  antérieures. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  normale  commune  aux  deux  corps  au 
point  de  contact,  la  partie  positive  de  Taxe  des  z  étant  dirigée  vers 
le'corps  (M).  Les  axes  des  x  et  dcs^'"  seront  dans  le  plan  de  con- 
tact. Le  point  de  choc  du  corps  (M)  a,  par  rapport  au  point  de 
choc  du  corps  (M'),  une  vitesse  relative  dont  nous  désignerons 
par  w  la  composante  normale  et  par  1^  la  composante  tangentielle. 
Si  la  vitesse  %f  fait  avec  Taxe  des  x  Tangle  9,  les  trois  composantes 
de  la  vitesse  relative  suivant  Ojc,  Oy,  Oz  seront 

pcos^,  psin^,  tv. 

Désignons  par  N  la  force  normale  qui  s'exerce  à  l'instant  t  sur  le 
c^orps  (M).  La  force  de  frottement  aura,  suivant  Ojr,  O^,  les  deux 
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composantes 

— /Ncosç),  — /Nsiny, 

/désignant  le  coefficient  du  frottement.  Par  suite,  les  trois  compo- 
santes de  la  percussion  reçue  par  le  corps  (M)  depuis  le  commen- 
cement du  choc  seront 

—  f  f  ^cosfdi,   —fj    Hisinf  dt,    j    Nr/r, 

et  le  corps  (M')  aura  reçu  dans  le  même  temps  des  percussions 
égales  et  contraires.  Cela  posé,  d*après  les  lois  de  Teiret  des  per- 
cussions, les  composantes  de  la  vitesse  relative  des  deux  corps 
seront  des  fonctions  linéaires  de  ces  percussions,  et  Ton  aura 

V cosf  z=  f'^COSy^  —  a/    j    ^cns^dt  —  b/ I    N  sînyr// -h  r/N///, 
(7.5)  Usiiif  =tfQSïn(fQ  —  a'/  I    'Sœsfdi  —  b'/  I    Nsiny dif-f-c'yN^//, 


W  =  KV^ 


--a"/  i    N  cos^ dt  —  byÇ^ sin fdi-h  c'f^ di. 


^ot  ?o)  ^0  désignant  les  valeurs  initiales  de  1^,  f,  w.  Quant  à  a,  &, 
c, .  • . ,  ce  sont  des  constantes  que  l'on  détermine  sans  difficulté  et 
qui  dépendent  de  la  forme  et  de  la  position  relative  des  deux  corps: 
a,  a\  af  sont  les  composantes  de  la  vitesse  relative  qui  serait  impri- 
mée aux  points  en  contact  par  deux  percussions  égales  à  Tunilé 
dirigées  suivant  Taxe  des  x  et  appliquées  Tune  au  corps  (M), 
l'autre  au  corps  (M'),  la  première  ayant  le  sens  de  la  partie  posi- 
tive de  Taxe  des  x,  l'autre  ayant  le  sens  contraire  ;  i,  A',  l/'^  c,  c', 
(/^  ont  des  définitions  analogues  relativement  à  des  percussions  diri- 
gées suivant  Oj^  et  Oz.  Il  n*y  a  donc  aucune  relation  entre  ces  neuf 
constantes,  qui,  dans  le  cas  des  corps  libres,  dépendent  de  vingt 
paramètres.  Il  est  vrai  que  les  équations  précédentes  ne  supposent 
nullement  les  corps  libres  et  qu'elles  ont  lieu  d'une  manière  abso- 
lue, quelle  que  soit  la  nature  des  liaisons.  Mais,  dans  la  discussion, 
nous  pourrons  les  supposer  quelconques;  il  nous  suffira  seulement 
de  montrer  que  dans  tous  les  cas  elles  satisfont  à  des  inégalités  dont 
nous  aurons  à  tenir  grand  compte  dans  notre  discussion .  Nous  allons 
d'abord  indiquer  quelles  sont  ces  relations  d'inégalité. 
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Si  deux  corps  (M),  (M^)  sont  en  repos,  et  qu*cn  un  de  leurs 
points  de  contact  on  leur  applique  respectivement  deux  percus- 
sions P,  —  P  égales  et  contraires,  il  est  facile  de  montrer  que  la 
vitesse  relative  que  prendra  le  point  de  contact  de  (M)  par  rapport 
an  point  de  contact  de  (M^)  aura  toujours  une  projection  positive  sur 
la  percussion  P  appliquée  au  corps  (M).  En  elTet,  nous  savons  que 
la  percussion  P  imprime  à  son  point  d'application  une  vitesse  dont 

P 
la  projection  sur  P  est  -9  /x  étant  le  paramètre  de  la  ligne  d'action 

r 

par  rapport  au  corps  (M).  De  même  la  percussion  —  P  imprime  au 
point  du  corps  (IM^)  où  elle  est  appliquée  une  vitesse  dont  la  pro- 

P 

jection  sur  —  P  sera  H — jj  /x' étant  le  paramèti*e  de  la  ligne  d'action 

par  rapport  au  corps  (M^)  \  et  par  conséquent  la  projection  de  cette 

\itesse  surP  sera ,•  La  projection  de  la  vitesse  relative  sur 

P,  étant  la  différence  des  projections  des  jieux  vitesses  absolues,  sera 


(^?) 


cl,  par  conséquent,  sera  toujours  positive. 

D'après  cela,  revenons  aux  deux  corps  (M),  (M')  supposés  au 
repos,  et  appliquons  à  l'origine  au  corps  (M)  une  percussion  quel- 
conque dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z,  en  appliquant  au 
corps  (M^)  la  percussion  égale  et  contraire.  La  vitesse  relative  qui 
sera  imprimée  par  ces  deux  percussions  sera  définie  par  les  for- 
mules 

ç^=n  X  -h  b  Y  -+-f  Z, 

f».  =  û''X-4-rY  +  c"Z, 

celle  vitesse  étant  toujours  celle  du  point  de  (M)  par  rapport  au 
point  de  (M').  La  projection  de  cette  vitesse  sur  la  percussion  ap- 
pliquée au  corps  (M)  devant  être  positive,  nous  devrons  avoir 

Xrx-*-Y«V-+-Z.',>o, 
et  par  conséquent 

aX«+ ^'Y*-f- c^Z*4- (c  -f.  ^"j  YZ -+- (6- ^- rt")XZ -t- (^ -f- ii')XY  >  o. 
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Ainsi,  les  constaiilcs  a,  b\  d'  doivent  satisfaire  à  toutes  les  iné- 
galités qui  expriment  que  l'expression  précédente  est  positive, 
quelles  que  soient  X,  Y,  Z.  Par  exemple,  on  aura 

j«>o,  ^'>o,r>o, 

Nous  aurons  h  faire  usage  de  ces  inégalités. 
Après  ces  remarques  préliminaires,  reprenons  les  équations  (25) 
et  dilférentions-les.  Si  nous  posons 

i  A  =r  r  —  af  cos^  —  ft/sin^, 
(  27  )  <  M  =  c'  —  a'fcosf  —  b'/siïif. 


nous  aurons 


A'^m  c'  —  n'y  ces  ^  —  b^/sitïfj 

cos  fdv  —  p  sin  ^  ^^  =  A  N  rf/, 
siafdv  4-  l' cosfdf  zzz  A'Nf//, 


ce  qui  donne 


f/v       A  siiiy  -f-  Acosf) 

ZZ3  ; : ft»y 

V         A  cos  f  —  A  sin  ^ 

A  cos  y  —  Asin^ 
Posons,  pour  abréger, 

H  =  A'sin^  4-  Acosç>, 
A  =  A'cos^  —  Asin^. 
jXou9  obtiendrons 

(28)  y=<',e^'       , 

et,  f  une  fois  connu,  on  déduira  de  l'exprossion  de  M  dt 


(29) 


I    Ncosyrf/i=  I — -y     psm5>  =  PoSiny,, -h  I 


Avdf 
•> 


> 


r\.   •        7  r%sinyr/y  r-A^pdf 
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Ces  quadratures  donnent  la  solution  complète  de  la  question  ;  elles 
feront  connaître  les  diverses  circonstances  du  choc  tant  que  la  vi- 
tesse y  ne  deviendra  pas  nulle,  auquel  cas  on  ne  connaîtrait  plus 
la  direction  du  frottement. 

On  peut  interpréter  géométriquement  les  formules  précédentes. 
Construisons  dans  le  plan  tangent  la  courbe  auxiliaire  lieu  du  point 
dont  les  coordonnées  à  l'instant  t  sont 

jc=/ 1     Ncos^r/^,     jr  =:/ I     fisïnfde. 

On  voit  que  le  rayon  vecteur  de  celte  courbe  représente  en  gran- 
deur et  en  direction  la  percussion  tangentîelle.  L*arc  de  la  courbe, 
compté  à  partir  de  l'origine,  a  pour  valeur 


=/J  N^, 


et  par  conséquent  il  est  égal  à  la  percussion  normale  multipliée  par 
lecoeiBcient  de  frottement.  Si  Ton  difTérentie  d'ailleurs  les  formules 
qui  donnent  x  et  j',  on  trouvera 

La  direction  de  la  tangente  h  cette  courbe  auxiliaire  est  donc  la 
même  que  celle  de  la  vitesse  relative  tangeutielle  à  Tlnstaut  t.  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

//  existe  une  courbe  située  dans  le  plan  de  contact,  passant  au 
point  de  contact  et  donnant  la  loi  du  choc.  Son  rajon  vecteur 
représente  la  percussion  tangentîelle  due  aujrottement;  sa  tan^ 
gente  a  la  direction  de  la  vitesse  relatis^e  et  son  arc,  compté  à 
partir  de  l'origine,  est  égal  au  produit  du  coefficient  de  frottement 
par  la  percussion  normale  reçue  par  chacun  des  corps  depuis  le 
commencement  du  choc. 

11  résulte  des  formules  (25)  que  cette  courbe  satisfait  à  l'équation 
différentielle 

•  djr p^sin^o  —  ^^^  —  ^V  4-  r's 

d,c         v^  cos^o  —  ax  —  hjr  -+-  es 
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c»t  par  conséquent  les  reohcrclïcs  précédentes  peuvent  être  consi- 
dérées comme  donnant  l'intégrale  de  celte  équation  (*  ). 

Revenons  aux  formules  (29)  et  voyons  comment  on  déterminera 
la  fin  du  choc.  Dans  le  cas  des  corps  mous,  il  n'y  a  pas  de  diili- 


(')  Considérons  d'une  manière  (jénéralc  l'équation  différentielle 
où  y  di'sijno  -j-  et  X  une  fonction  de  la  seule  variable  x.  II  est  aisé  do  reconnaître 

(tX 

quVIIc  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  qni  a  été  considérée  dans  le  texte,  U 
Minfit,  en  eflU't,  pour  retrouver  celte  dernière  équation,  de  prendre 

x=i,    oir')=y. 
Y{y)z^-a'-b'  r'  -h  c'  y/r^»,   f{y  )  =  v,  sin  ?., 


Nous  allons  montrer  qu'on  peut  intégrer  très  simplement  réquation  (a).  Pourcelaf 
posons 

et  par  conséqueni 

/(y)-^/F(r')Xrfx  =  Ji^(y)j 

on  aura,  en  diffêrentiant, 

^  <//+ F(y  )x</x  =  tf  (r')</i+ i  ^  <//, 

ct|  si  l'on  élimine  Xdx,  on  trouvera 

F(y ) _ ^^^ dr' "^  dy     dY\ 

ày    dy 

Cette  équation  linéaire  fera  connaitrc  1  en  fonction  de  y* .  On  déterminera  ensuite  m 
au  moyen  de  la  formule 


^'''^(-l'-è)''^' 


où  les  variables  «ont  séparées,  et  enfin  x  par  la  formule 

djr  =  y'  dx. 

L'intégration  de  l'équation  différentielle  est  ainsi  ramenée  à  une  série  de  quadra- 
tures. ^ 

Si  dans  l'équation  (a)  on  remplaçait  \dx  par  dr^{x,y\  on  serait,  par  une  méthode 
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culte:  le  choc  se  terminera  quand  la  vitesse  relative  normale  w  sera 
réduite  à  zéro.  Maïs  il  peut  j  avoir  des  corps  élastiques  dans  lesquels 
le  frottement  n'est  pas  nul,  par  exemple  deux  billes  d'ivoire  di-poli. 
Dans  ce  cas,  rien  ne  nous  guidant,  on  peut  revenir  à  l'ancienne 
bjpothèse  et  supposer  que,  lorsque  les  corps  se  détendent  après 
setrecomprimésy  ils  reçoivent  une  percussion  normale  égale  à  celle 
qai  s'est  développée  dans  la  première  partie  du  choc.  Alors  il  suffira 
de  calculer  la  percussion  normale  relative  au  cas  du  choc  des  corps 
mous  et  de  prolonger  le  choc  jusqu'à  ce  que  la  percussion  normale 
ait  pris  une  valeur  double  de  celle  que  l'on  a  ainsi  calculée.  Pour 
plus  de  netteté,  nous  traiterons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre,  le 
cas  du  choc  des  corps  mous. 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  le  sens  de  l'axe  des  z,  la  percus- 
sion fydt  sera  toujours  positive  et  la  valeur  initiale  w©  de  çv  sera 
négative.  Par  suite,  la  première  des  formules  (29)  nous  montre  que<p, 

partant  de  la  valeur  cfo)  devra  varier  de  telle  manière  que  -^  soit 

positif;  donc  on  connaîtra  le  sens  de  la  variation  de  (f.  Désignons 
par  a  la  première  racine  de  l'équation 

A  =  o 

que  f  atteindrait  en  variant  dans  le  sens  indiqué,  et  cherchons  si 
le  choc  sera  terminé  avant  que  f  ait  atteint  la  valeur  a.  L'équation 
qai  définit  la  fin  du  choc  est 

[3o)  W  =  Oz=z(VQ-h    I     — — X. 

•nalogne,  ramené  à  rintégration  de  l'équation 

L'êqoatîon  [a)  comprend  comme  cas  particulier  les  suivantes  s 


a'x  -f-  b^j  -t-  Ci  -f-  ♦  (y  ) 
«x'-+-  F  (y)  -+-  cfxtijr 


a'x*-^  ^Çy)  -+-  djjcdjr 


=  o{y). 


Cette  dernière  équation,  correspondante  au  cas  où  Ton  prend  X  =  j:,  équivaut  à 
D3e  relation  assez  (rcnérale  entre  la  tanfrcntc  et  l'aire  d'un  segment  de  la  courbe 
cberchée. 
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Si  cette  équation  admet  une  racine  comprise  entre  zéro  et  a,  il 
n'y  aura  pas  de  difficulté^  les  formules  (a5),  (29)  seront  appli- 
cables jusqu'à  la  fin  du  choc,  et  elles  feront  connaître  les  percussions 
tangentielles  et  normales,  et  par  conséquent  la  vitesse  finale  des 
deux  corps.  Je  dis  que  ce  cas  se  présentera  toujours  toutes  les  fois 
que  la  quantité  que  nous  avons  désignée  par  H  sera  positive  pour 

cp  =  a. 

En  eflet,  nous  avons  vu  que  l'expression 

X(aX  -+-  6Y  -+-  cZ)  -+-  Y(a'X  H-  ^'Y  +  c'Z)  4-  Z(a''X  -+-  ^^•'Y  -h  c'Z) 

est  toujours  positive,  quelles  que  soient  les  quantités  X,  Y,  Z.  Fai- 
sons 

X  =  — /cos^p,     Y=  —  /siny,     Z=i; 

on  aura,  en  conservant  les  notations  adoptées, 

A"— /(A'  cosy  -h  A^'sioy)  >  o, 

ce  qui,  d'après  les  forihules  (a5),  équivaut  à  l'inégalité 

flw  — fdv  ^  o, 
et,  par  conséquent, 

(3i)  w  —  ffo— /(p  —  «'o)  >  o- 

Or,  si  f  se  rapproche  de  la  racine  a,  -^  devient  infini    positif, 

puisque  nous  avons  vu  que  le  signe  de  ^cp  est  toujours  celui  de  A. 
Si  donc  H  est  positif  dans  le  voisinage  de  la  valeur  a  de  f.  Tinté- 

grale  /  — -  deviendra  infinie  positive,  et  il  en  sera  de  même  de  v^ 

qui  a  pour  valeur 

(32)  v=:v^e^*  . 

Ainsi,  si  cp  variait  de  zéro  à  a,  s^  et  par  conséquent  v  —  s^^  croî- 
traient indéfiniment,  et,  en  vertu  de  l'inégalité  (3i),  il  en  seraitde 
même  de  çv.  Donc,  avant  que  cp  ait  atteint  la  valeur  a,  w  aura  pris 
tel  accroissement  positif  que  l'on  voudra,  et,  comme  sa  valeur  iui- 
tiale  est  négative,  elle  aura  passé  par  zéro  ou  par  toute  aulrc  valeur 
positive  qui  marquera  la  fin  du  choc. 

Si,  au  contraire,  on  a  H  <^  o  pour  9  =  «,  il  pourra  se  faire  saus 
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doatc  qa*il  y  ait  encore  une  valeur  de  f  comprise  entre  f  o  ^^  ^  ^^ 
annulant  iv,  mais  il  pourra  aussi  arriver  que  f  atteigne  la  valeur  a 
sans  que  vvsoit  devenue  nulle.  Eu  effet,  dans  ce  cas,  i^  deviendra 
nulle  pour  (^  =  a  et  l'intégrale 

qui  tendra  vers  une  valeur  finie  quand  <p  s'approchera  de  a,  aura 
an  maximum  en  valeur  absolue.  Si  ivq,  par  exemple,  est  supérieure 
à  ce  maximum,  Féquation  (  3o)  n'aura  pas  de  racine  entre  f  o  ^^  ol» 

Voilà  donc  un  cas  tout  aussi  général  que  le  précédent  et  qui  avait 
été  négligé,  celui  où  la  vitesse  relative  tangeutielle  devient  nulle 
avant  la  fin  du  choc.  Nous  allons  l'étudier  d'une  manière  détaillée. 

Et  d'abord  l'étude  qui  a  été  faite  de  questions  analogues  (  roule- 
ment des  sphères,  des  cylindres)  nous  avertit  qu'il  peut  se  produire 
deux  espèces  tout  à  fait  diUcreutes  de  mouvements  : 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tangentielle  continuera  à  demeurer 
nulle,  et  alors  la  force  de  frottement  ne  sera  assujettie  qu'à  l'unique 
condition  d'être  inférieure  à  la  force  normale  multipliée  par  le 
coefficient  de  frottement^  en  d'autres  termes,  la  force  appliquée  à 
Tnn  des  corps  devra  faire  avec  la  normale  commune  un  angle 
moindre  que  l'angle  de  frottement.  Ce  sont  là  les  lois  du  frotte- 
ment quand  il  y  a  repos  relatif  ^n  contact. 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tangentielle  reprendra  des  valeurs 
finies,  et  il  reste  à  déterminer  le  mouvement  qui  pourra  se  produire 
dans  ces  conditions. 

Examinons  d'abord  le  premier  cas.  Soient  N  la  composante  nor- 
male de  la  force  à  un  instant  quelconque,  d,  9|  ses  composantes 
tangentielles.  Puisque  la  vitesse  tangentielle  i^  doit  demeurer  nulle, 
il  faut  que  l'on  ait 

û6-f-  6ô,  4-  cN  =o, 

û'0  4_é'ôj-^c'N=:o, 

ce  qui  donne 

bc'  —  ch'  ^^        ^  en!  —  at' 

4 

Exprimons  que  la  composante  tangentielle  est  plus  petite  quc/JN  ^ 
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nous  aurons  rinëgalité 

/•«]S«-ô«— 6;>o, 

et,  par  conséquent,  eu  posant 

(33)  lL=P[ab''--ba'Y^[ac'^ca'Y-[bc'—cb')\ 

il  faudra  que  Ton  ait 

K>o. 

Si  cette  inégalité  n'est  pas  satisfaite,  le  mouvement  précédent  sera 
impossible. 

Examinons  maintenant  ce  qui  arrivera  si  l'on  suppose  que  la  vi- 
tesse tangentielle  relative,  après  être  devenue  nulle,  reprenne  des 
valeurs  finies.  Alors  l'équation  différentielle 

(A'  cosy  —  A  ûn^]dv'=.  p(A'sînf>  + Acos^f»)^/^ 

nous  montre  que  la  seule  solution  possible  sera 

a'  cosf  —  A  sin^  =.  o,     r/y  ==  o. 

Ainsi,  dans  le  mouvement  qui  se  produira,  la  direction  et  le  sens 
de  la  vitesse  relative  demeureront  constants,  et  f  ne  pourra  être 
qu'une  des  racines  de  l'équation  précédente. 

Or  cette  équation  admet  quatre  racines  qui  peuvent  être  toutes 
réelles.  Nous  sommes  donc  amenés  à  discuter  jusqu'à  cinq  mouve- 
ments différents  qui  peuvent  se  produire  :  ceux,  au  nombre  de  quatre, 
qui  correspondent  à  ces  différentes  racines,  et  celui  pour  lequel  la  vi- 
tesse tangentielle  demeure  nulle.  Si  deux  de  ces  mouvements  étaient 
possibles  simultanément ,  on  rencontrerait  un  fait  très  intéressant, 
mais  qu'aucun  des  exemples  traités  et  connus  ne  nous  permet  de 
prévoir.  Nous  allons  en  cflet  montrer,  par  une  discussion  détaillée, 
qu'il  n'y  a  jamais  indétermination,  ^u'il  n'y  a  jamais  à  choisir 
entre  deux  ou  plusieurs  mouvements  également  possibles. 

Nous  développerons  d'abord  quelques  remarques  préliminaires. 

1^  Dans  le  cas  où  la  vitesse  tangentielle  reprend  une  valeur  finie, 

on  a,  nous  l'avons  vu,  f  =  const. ,  et  les  formules  (aS  )  nous  donnent 

sans  difficulté 

f  =  II/N^f, 

Or,  yf  et/Ndt  sont  positifs;  il  faut  donc  que  H  le  soit  aussi.  Ainsi, 
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pour  que  le  mouvement  correspondant  à  une  racine  a  de  l'équa- 
tion A  =  o  soit  possible^  il  faut  que  cette  racine  a  rende  la  quan- 
tité H  positive.  U  suit  delà  que  si  la  vitesse  tangentielle  est  devenue 
nulle  pour  une  certaine  valeur  a  de  f ,  comme  cette  valeur  a  est 
une  racine  de  A  rendant  H  négative,  la  vitesse  ne  peut  reprendre 
une  valeur  finie,  9  étant  égal  à  a. 

a*  Puisque  le  signe  de  H  pour  chaque  racine  de  A  a  une  grande 
importance,  cberchons  à  le  déterminer.  A  cet  efiet,  nous  remarque- 
rons l'identité  fondamentale  dans  cette  discussion 

H  -h  A'  =  —  a/sm*f  —  6'/cos*y  -*-  (^  4-  a')/"sîny  cosy. 

En  vertu  de  Tune  des  inégalités  (26),  le  second  membre  est  tou- 
jours négatif.  Donc  H  est  négative  pour  toute  racine  de  A  qui  rend 
la  dérivée  A'  positii^e  ou  nulle.  Telle  est  la  proposition  qui  rendra 
possible  la  discussion  suivante. 

3"  Formons  l'équation  qui  donne  les  quatre  valeurs  de  H  ^  on  a 

A/  C0S7  —  A  sîn^  =  Of     A'  sin^  +  A  cos^  =  H, 

et,  par  conséquent, 

«         A  A' 

H= =  ^-ï 

cos^      sm^ 

ou,  en  développant, 

c  —  (o/-^  H)  cosy  —  bf  siûf  =  o, 
1/  — tf'/cosy  —  [b'f-hU)  siny  =  o, 

ce  qui  donne,  en  éliminant  f , 

{ab'-ba')  +  ^{a  +  b')  +  j,^r. 
L'é(|ualion  développée  est 

TIl 


34) 
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Le  dernier  terme  de  cette  équatiou  est  la  quantité  que  nous  avons 
désignée  par  K. 

Ces  remarques  faites,  nous  pouvons  commencer  la  discussion. 

1°  Supposons  d'abord  que  l'équation  A  =  0  n'ait  pas  de  racine 
réelle.  Alors  les  quatre  valeurs  de  A  sont  imaginaires  et  la  quantité 
K  est  positive,  puisqu'elle  est  le  dernier  terme  de  Téquation  précé- 
dente, dont  les  quatre  racines  sont  imaginaires.  Si  au  début  du  choc 
la  vitesse  tangentiellc  est  nulle,  elle  demeurera  nécessairement 
nulle ,  K  étant  positif  et  tiucun  des  quatre  autres  mouvements 
n'étant  réel.  Si  au  contraire  elle  n'est  pas  nulle,  elle  ne  le  devien- 
dra jamais,  et  les  formules  (29)  seront  applicables  jusqu'à  la  fin  du 
clioc. 

a^  Si  l'équation  A  =  o  a  deux  racines  réelles,  pour  une  de  ces 
racines  la  dérivée  ùf  sera  positive,  et,  par  conséquent,  la  valeur  cor- 
respondante de  H  sera  négative.  Si  les  deux  valeurs  réelles  de  H 
sout  négatives,  le  dernier  terme  de  l'équation  (34)  en  H  sera  positif, 
et,  par  suite,  si  la  vitesse  1^  devient  nulle  a  un  instant  du  choc,  elle 
ne  j)ourra  que  le  demeurer.  Au  contraire,  si  une  seule  valeur  de  H 
est  négative,  K  sera  aussi  négatif,  et,  si  la  vitesse  u  devient  nulle 
avant  la  fin  du  choc,  elle  ne  pouira  pas  le  rester^  mais  il  se  pro- 
duira le  mouvement  dans  lequel  f  prend  une  valeur  égale  à  la  ra- 
cine de  A  j>our  laquelle  on  a  H  >  o. 

3**  Enfin,  si  l'équation  A  =  o  a  ses  quatre  racines  réelles,  il  yen 
aura  deux  rendant  A'  positive,  et,  par  conséquent,  deux  au  moins 
pour  lesquelles  on  aura  H  <^  o. 

Si  K  <[  o,  il  y  a  un  nombre  impair  de  valeurs  de  H  négatives;  il 
y  en  a  donc  alors  trois.  Ainsi,  il  existe  trois  valeurs  de  ç  pour  les- 
quelles la  vitesse  u  peut  devenir  nulle  ^  mais,  K  étant  négatif,  cette 
vitesse  ne  pourra  rester  nulle,  et  il  se  produira  le  mouvement  dans 
lequel  cp  prendra  une  valeur  égale  à  l'unique  racine  de  A  pour  la- 
quelle on  a  H  ^  o . 

Si  K]>  o,  nous  allons  montrer  que  l'équation  (34)  u'a  que  des  per- 
manences, et  par  conséquent  que  les  quatre  valeurs  de  H  sont  néga- 
tives. Mais,  2)our  simplifier  le  calcul,  nous  admettrons  que  Ton  ail 
choisi  les  axes  de  telle  manière  que  c'  soit  nulle.  Cela  revient  à  faire 
passer  le  plan  des  xz  par  la  direction  de  la  vitesse  relative  qui  serait 
imprimée  par  les  deux  percussions  égales  et  contraires  dirigées  sui- 
vant Oz, 
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On  a,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

/î(a^'-_^rt')»_c*(a'»-f-6'»)>o. 
Rappelons  les  inégalités 

qui  donnent 

et  par  conséquent 

ab'  —  ba'  >  o. 

Si  nous  nous  reportons  à  Téquation  (34)»  nous  voyons  immédia- 
tement que  le  coefiicient  de  H'  est  positif.  II  reste  à  démontrer 
qu'il  en  est  de  même  des  coeflicients  de  H  et  de  H^.  Nous  emploie- 
rons pour  cela  les  deux  inégalités 

•'    '^  (ab'  —  ba')* 


«>K-^*)* 


46' 


Le  coeiUcient  de  a  -r:  est 


L  =  («  +  b'){ab'  -  àa')/*^  cH'. 

Le  coeflicient  de  y**  étant  positif,  remplaçons y^  par  sa  limite  in- 
férieure. Nous  aurons 


ou 


^(''*' =1^  >  W« +*'(«'«  + A'«)  +  ifcV. 


C 


Remplaçons  encore  a  par  sa  limite  inférieure,  et  nous  aurons 
^b'L[ab'—ba') 


c« 


>(a'«H-6a'^2i^'*)S 


ce  qui  démontre  que  L  est  positif. 
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;nl  de  -^  ■  On  a,  en  le  d 

L.  =  /«[;°  +  *')'  +  2[«6'-6y}]-c' 
cl,  en  remplacaiil y^^  par  sa  limite  inférieur*;, 

+  4fli'(o"+6'*)  +  (fl'»4-é'')(i'*  — i'  — î*a']. 

Si  l'on  remplace  dans  le  second  terme  a  par  sa  limite  inférieure, 
on  trouve 

-''°''~ '"•'''  >  (w + "■)■ + («■■+  '■•)•■ 

et,  par  conséquent,  h,  est  encore  positif. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  l'équation  A  ^  o  aura  ses  quatre  racines 
réelles  et  que  K  sera  positif,  les  quatre  valeurs  de  H  seront  néga- 
tives. Alors,  pour  quatre  valeurs  de  <f,  la  vitesse  c  pourra  devenir 
nulle  ;  mais,  quand  elle  le  sera  devenue,  elle  restera  uuUc  jusqu'à 
la  fin  du  choc. 

En  résumé,  il  ny  a  jamais  d'indétermination  dans  le  mouve- 
ment. 

Dans  le  cas  où  la  vitesse  v  demeiu-era  nulle,  il  faudra  substituer 
aux  équations  (29)  les  suivantes, 

[   0  =  aS  +&9,  +  cN, 
(35)  !   o  =  a'e  H- 6'9, -(- c'», 

(  M.  =  «4  4-  a'Q  4-  i"e,  +  c'H, 

qui  serviront  jusqu'à  la  fin  du  cl  1  oc  ^  w^  désigne  la  valeur  qu'a  w  au 
moment  où  la  vitesse  v  devient  nulle. 

J'indiquerai,  en  terminant,  un  exemple  asser.  simple  qui  met  en 
évidence  la  plupart  des  cas  Ac  la  discussion  précédente;  c'est  celui 
d'un  corps  solide  de  révolKion  qui  vient  rencontrer  obliqueineiit 
un  plan  fixe. 
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FESTSRRIFTEB ,  udgivne  af  det  mathematisk-nalurvidenskabeligo  Fakultcl  ved 
Kjobenhavns  Universitel  i  Anledning  af  Université  têts  Firehundredeaarsfest, 
Juni  1879.  —  Kjôbenhavn,  Gyidendalske  BoghandeIsForlag,  1879.  In-8*  ('). 

>'ous  n'analysons  ici  que  les  trois  ^l^ftipvr^  mathématiques  et 
a stronomiques .  /^^ \ \ \\  t  /y ^  ^^^ 

••"-''  4  N0V30i-< 

STEEN  (AdOLPOe).  DeN  ELASTIS&C  KcBVC  OG  ikE!<(8  AnVEMDELSE  i  B(mUG^EOIllC!l  (*). 

C'est  un  seul  point  de  la  théorie  dé*  J^Allp^J^^w^a  provoqué 
ceUe  recherche.  11  n'est  point  clair  si  un  'priSfiie  mince  qui  est 
lléclii  par  une  pression  peut  prendre  en  réalité,  dans  les  cas  où 
Taxe  n'est  soutenu  qu'en  un  ou  deux  points,  toutes  les  positions  à 
plusieurs  points  sur  Taxe  (ou  à  sinuosités)  qu'indique  la  théorie. 
Avant  de  renvoyer  cette  question  aux  praticiens,  il  faut  s'assurer 
que  la  théorie  n'a  contribué  en  rien  au  défaut  de  clarté.  L'auteur 
fait  à  cet  égard  deux  observations. 

Premièrement,  les  cours  techniques  se  bornent  ordinairement  à 
des  résultats  qu'on  peut  exprimer  par  des  fonctions  élémentaires. 
Pour  cette  raison,  on  introduit,  dans  l'intégration  de  l'équation 
diirérentielle  delà  courbe  élastique,  une  approximation,  plus  tôt  qu'il 
ne  serait  nécessaire  si  l'on  voulait  faire  usage  des  premiers  éléments 
delà  théorie  des  intégrales  elliptiques. 

Ensuite,  on  se  borne  à  une  détermination  incomplète  des  quan- 
tités constantes  introduites  par  le  calcul,  et  celte  détermination  est 
de  la  plus  grande  importance  pour  trouver  le  nombre  possible  de 
sinuosités. 

Pour  suppléer  à  ces  lacunes,  l'auteur  commence  par  déterminer 
la  pression  longitudinale  minimum  qui  donne  naissance  a  une  seule 


'.'j  Mémoires  publiés  par  la  Faculté  fin  Sciences  à  l'Université  de  Copenhague  a 
«  célébration  du  quatrième  centenaire  de  la  fondation  de  l'Université  y  en  juin  1879. 
Copenhague,  librairie  de  Gyldondal,  x^'c^, 

{^]  La  courbe  élastique  et  son  application  à  la  théorie  de  la  flexion. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  q-  Série,  t.  IV.  (Mai  1880.)  II 
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sinoosîté  d'un  prisme  perpendiculaire,  el  il  montre  qu'une  pression 
capable  de  produire  plusieurs  sinuosités  devrait  être  proportion- 
nelle au  carré  de  leur  nombre.  Or,  une  comparaison  de  la  pression 
minimum  qui  flécbit  le  prisme  au  plus  grand  chargement  que  le 
matériel  peut  supporter  donne  au  rapport  de  la  bauteur  du  prisme 
et  du  rayon  de  grration  du  moment  d*inertie  de  la  section  Irans- 
versale  une  râleur  qui  montre  l'impossibilité  de  plusieurs  sinuo- 
sités ;  en  eflet,  le  prisme  devrait  être  si  long,  qu'il  serait  rompu  au 
lieu  d*ètre  fléchi.  Le  rapport  que  nous  venons  d'indiquer  doit  être 
proportionnel  au  nombre  des  sinuosités. 

Une  application  pratique  ajoutée  par  l'auteur  sert  à  montrer 
aux  praticiens  combien  peu  de  difGculté  présente  l'usage  de  Tables 
d'intégrales  elliptiques  pour  la  solution  de  problèmes  de  ce  genre. 


THIELE  (T.>N.)>  ~-  Câstok:  ciuxl  dc  ■octehext  kelatif,  et  csmorE  des  obscitatio» 

DE  CETTE  ÉTOILE  DOCBLE.  4^   pageS  (fr.). 

L'avantage  que  l'on  poursuit  et  que  l'on  obtient  en  faisant  des 
mesures  micrométriques  repose  sur  ce  fait,  que  les  erreurs  inévi- 
tables des  mesures  diminuent  avec  la  distance  entre  les  objets  me- 
surés. Cette  méthode,  appliquée  aux  étoiles  doubles,  où  les  dis- 
tances sont  singulièrement  petites,  devrait  donc,  semble-t-il,  donner 
des  résultats  d'une  exactitude  très  grande,  et  rien,  en  cilet,  ne  serait 
plus  désirable  pour  l'étude  des  mouvements  de  ces  intéressants 
systèmes  de  corps  célestes.  Mais  cette  attente  est  frustrée,  car  les 
erreurs  dans  les  mesures  de  ces  astres  ne  suivent  pas  la  loi  (expo- 
nentielle) des  erreurs,  et  les  écarts  en  sont  tels,  que  c'est  seulement 
dans  d'étroites  limites  que  l'on  peut  admettre  que  la  moyenne  des 
observations  donne  une  approximation  plus  grande  que  les  diverses 
mesures,  de  sorte  que  la  méthode  des  moindres  carrés  cesse  d  être 
applicable  à  la  détermination  des  orbites  des  étoiles  doubles. 

L'étude  de  ces  erreurs  systématiques  semble  être  tout  aussi  diffi- 
cile qu'elle  est  indispensable,  et  le  phénomène  présente  différentes 
phases  qui  doivent  nécessairement  être  prises  en  considération 
avant  qu'on  puisse  profiter  pleinement  dc  l'exactitude  des  mesures 
micrométriques . 
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D  un  côté,  c'est  un  fait  depuis  longtemps  constaté,  que  des  obser- 
Tateurs  diflerents  déduisent  des  résultats  dillerents  de  leurs  mesures 
du  même  astre,  et  quelques-uns  d'entre  eux,  notamment  M.  O. 
Struve,  ont  reconnu  qu'eu  réalité  leurs  propres  mesures  sont  en- 
tachées des  erreurs  systématiques,  et  ont  cherché,  par  des  mesures 
d'étoiles  doubles  artifîcielles,  ii  déterminer  les  corrections  qu'il  était 
nécessaire  de  faire  subir  aux  observations  ou  à  leur  moyenne  pour 
les  rapprocher  de  la  vérité  objective. 

D'un  autre  côté,  l'auteur  cherche  à  prouver,  par  l'exemple  d'une 
étoile  double  qui  a  été  observée  très -souvent  malgré  son  mouve- 
ment lent,  que  très  souvent  le  même  observateur  mesure  dilFérem- 
ment  à  des  époques  différentes,  sans  qu'il  soit  possible  d'assigner 
quelque  cause  extérieure  à  ce  phénomène.  Suivant  son  opinion,  il 
sera  nécessaire,  dans  les  observations  futures,  de  soumettre  les 
erreurs  systématiques  à  des  épreuves  fréquentes,  et,  quant,  aux 
anciennes,  il  est  d'avis  qu'il  faut  avant  tout  chercher  à  fixer  les 
époques  où  les  observateurs  ont  changé  leur  manière  d'observer, 
afin  de  déterminer  les  périodes  intermédiaires,  en  général  sans 
doute  courtes,  pendant  lesquelles  les  observations  de  chaque  obser- 
vateur peuvent  être  traitées  par  la  méthode  des  moindres  carrés  et 
ramenées,  par  exemple,  à  des  positions  normales,  en  tant  que  le 
mouvement  n'a  pas  été  trop  considérable.  En  se  guidant  sur  ces 
principes,  l'auteur  fait  la  critique  de  toutes  les  observations  de 
Castor  a  lui  connues,  pour  donner  une  réponse  provisoire  aux 
questions  suivantes  :  les  erreurs  systématiques  ont-elles  varié  pour 
chaque  observateur,  et,  dans  ce  cas,  quand  et  de  combien? 

Pour  ce  qui  regarde  le  mouvement  même  de  Castor,  il  n'a  pas 
été  possible  d'arriver  à  un  résultat  définitif.  La  lenteur  de  ce  mou- 
vement, qui  a  permis  d'utiliser  cette  étoile  double  pour  la  critique 
des  erreurs  systématiques,  est  cause  c[u*il  manque  encore  au  moins 
une  donnée  pour  la  détermination  des  sept  éléments  de  l'orbite. 
La  durée  de  la  révolution  peut  encore  être  choisie  arbitrairement 
entre  trois  cent  cinquante  ans  et  un  nombre  infini  d'années, 
hauteur  a  adopté  sept  cent  vingt  ans;  mais  il  va  sans  dire  qu'il 
considère  la  détermination  de  l'orbite  fondée  sur  cette  hypothèse 
comme  étant  seulement  analogue  à  une  formule  d'interpolation 
qui  représenterait  les  résultats  des  observations. 
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ZEUTHEN  (H. -G.).  —  Om  Flader  af  fjerde  Orden  med  Dobdeltreglesmt.  5i  p.  ('). 

L(\s  surfaces  du  cjuatrîèmc  ordre  h  une  conique  double  ont  été 
étudiées  par  MM.  Kumraer,  CIcbscli,  Geiscr,  Cremona,  R.  Sturm, 
et  comme  on  peut  déduire,  par  une  transformation  liomograpliîque, 
les  propriétés  des  surfaces  générales  de  celles  des  surfaces  anallag- 
niatiques,  elles  l'ont  été  aussi  par  MM.  Moutard,  Laguerre,  Dar- 
boux  et  par  plusieurs  autres  savants.  L'auteur  y  est  revenu  en 
appliquant  à  l'étude  des  surfaces  de  nouveaux  moyens,  qui  font 
ressortir  très  simplement  les  propriétés  générales  (c'est-à-dire  celles 
où  il  n'est  pas  question  de  réalité)  étudiées  jusqu'à  présent,  et  qui 
servent  en  même  temps  à  résoudre  les  questions  de  réalité  et  à  dé- 
terminer les  formes  des  surfaces,  ce  qu'on  n'avait  fait  que  pour  les 
surfaces  anallagmatiques. 

Dans  la  première  Partie,  il  applique  à  l'étude  des  propriétés  géné- 
rales de  la  surface  la  circonstance  que  le  contour  apparent  de  la 
surface  projetée  d'un  point  delà  conique  double  est  une  courbe  gé- 
nérale du  quatrième  ordre.  Les  propriétés  des  vingt-buît  tangentes 
doubles  du  contour  montrent  les  faits  connus,  que  la  surface  con- 
tient seize  droites  et  que  l'enveloppe  des  plans  dont  les  courbes 
d'intersection  sont  composées  de  deux  coniques  se  décompose  en 
cinq  cônes  (les  cônes  kummériens).  Les  projections  de  ces  coniques 
forment  dix  des  soixante-trois  systèmes  de  coniques  tangentes 
quatre  fois  au  contour.  Une  courbe  de  la  surface  aura  en  général 
pour  projection  une  courbe  tangente  au  contour  sur  tous  les  points 
011  elle  le  rencontre. 

Certaines  courbes  de  la  surface  se  présentent  plus  commodément 
lorsqu'on  la  projette  du  sommet  d'un  cône  de  Kummer.  Alors  le 
contour  apparent  sera  composé  de  la  trace  du  cône,  prise  deux  fois, 
et  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles,  tan- 
gente quatre  fois  à  la  trace.  Cette  représentation  conduit,  dans  la 
deuxième  Section,  à  la  construction  suivante  de   la  surface  (')- 


(  '  )  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  une  conique  double. 

(')  Si,  dans  cette  construction,  ^,  est  une  sphère  au  centre  P,  elle  se  réduira  à 
celle  qu'indique  M.  Darboux  pour  une  surface  anallagmatiquo,  à  la  page  lii  de  son 
Ouvrage  :  Sur  une  classe  remarquable^  etc. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i65 

Soient  T  un  point  fixe,  a 2  ^^  ^2  deux  surfaces  du  second  ordre, 
el  désignons  par  SS'  et  I)D'  les  points  d'intersection  de  ces  sur- 
faces avec  une  droite  variable  par  T5  déterminons  ensuite  deux 
couples  de  points  de  cette  droite,  (iM|,  Ma)  t^'t  (M'^,  Mj),  qui  sont 
tous  deux  haruioniquenient  conjugués  par  rapport  à  DD',  tandis 
que  Tun,  (M|,  M2),  est  liarnioniquement  conjugué  par  rapport  à 
TS,  et  Tautre,  (M',  M'^,),  liarnioniquement  conjugué  par  rapport 
à  TS'.  Alors  le  lieu  des  points  M  est  une  surface  du  quatrième 
ordre  ayant  pour  conique  double  la  ligne  de  contact  de  la  surface  5, 
avec  son  cône  circonscrit  au  soumiet  T,  ayant  le  cône  circonscrit 
.i  a^  au  sommet  T  pour  cône  kummérien,  et  tangente  le  long  de 
la  courbe  d'intersection  de  g^  et  5j  à  un  cône  au  sommet  T.  Les 
sommets  des  quatre  autres  cônes  kummériens  sont  ]cs  sommets  des 
cônes  du  second  ordre  par  la  même  courbe  d'intersection.  On  ob- 
tient ainsi  une  représentation  de  la  surface  par  une  surface  double 
du  second  ordre  a^- 

Dans  les  troisième  et  quatrième  Sections,  l'auteur  s'occupe  des 
(|ueslions  de  réalité  et  de  forme,  en  y  appliquant  respectivement  la 
projection  d'un  centre  placé  sur  la  conicjue  double  et  la  représen- 
lation  par  une  surface  double  Co  que  nous  venons  de  nommer.  Il 
fait  usage  alors  de  résultats  trouvés  antérieurement  par  lui-même 
cl  M.  Crone  sur  la  réalité  des  tangentes  doubles  d'une  courbe  du 
quatrième  ordre  et  des  systèmes  de  coniques  qui  y  sont  quatre  fois 
tangentes.  Il  trouve  que  les  surfaces  appartiennent  à  six  formes 
distinctes.  Dans  leur  énumération,  que  nous  allons  reproduire 
ici,  l'auteur  dit  (avec  M.  Klein)  qu'une  nappe  d'ordre  pair  6  a  le 
type  de  point  lorsqu'elle  ne  contient  aucune  branche  de  courbe 
d'ordre  impair  (exemple  :  rdlipsoïde)  et  qu'elle  a  le  type  de 
droite  lorsqu'elle  en  contient  une  infinité  (exemple  :  Ihyperbo- 
loide  gauche),  et  il  indique  (avec  MM.  Schlaili  et  Klein)  la  con- 
nexion d'une  nappe  par  le  double  du  nombre  de  courbes  fermées 
de  la  nappe  qui  ne  la  décomposent  pas.  Ne  s'occupant  que  de  pro- 
priétés projectives,  il  n'a  pas  égard  à  la  décomposition  d'une  nappe 
par  le  plan  à  l'infini.  Ln  cône  (ou  une  conique)  est  appelé  rcct, 
lorsque  son  équation  est  réelle. 

yï.  Surfaces  à  seize  droites  réelles,  à  cinq  cônes  kummériens  réels 
et  à  dix  systèmes  réels  de  coniques  planes,  dont  chacun  contient 
quatre  couples  de  droites  réelles.  Les  surfaces  ont  une  seule  nappe 
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du  type  de  droite  et  de  la  connexion  6,  qui  se  trouve  au  dehors  de 
tous  les  cônes  kummériens. 

B.  Surfaces  à  huit  droites  réelles,  à  trois  cônes  kumméricBs 
réels  et  à  six  systèmes  réels  de  coniques,  dont  chacun  contient 
deux  couples  de  droites  réelles.  Les  surfaces  ont  une  seule  nappe 
du  type  de  droite  et  de  la  connexion  4)  ^ui  se  trouve  au  dehors 
de  tous  les  cônes  kummériens. 

C.  Surfaces  a  quatre  droites  réelles,  à  un  seul  cône  kummé- 
rien  réel  et  à  deux  systèmes  réels  de  coniques,  dont  l'un  contient 
deux  couples  de  droites  réelles  et  deux  couples  de  droites  imagi- 
naires conjuguées.  Huit  des  droites  imaginaires  n'ont  aucun  point 
réel.  Les  surfaces  ont  une  seule  nappe  du  type  de  droite  et  de  la 
connexion  a,  qui  se  trouve  au  dehors  du  cône  kummérien. 

/}.  Surfaces  sans  aucune  droite  réelle,  à  cinq  cônes  kummériens 
réels  et  à  six  systèmes  réels  de  coniques.  Les  droites  n'ont  aucun 
point  réel.  Les  surfaces  peuvent  ou  avoir  une  seule  nappe  du  type 
de  point  et  de  la  connexion  a,  qui  se  trouve  au  dehors  de  trois  des 
cônes  kummériens,  ou  n'avoir  aucune  nappe  réelle. 

E,  Surfaces  sans  aucune  droite  réelle,  à  cinq  cônes  kummériens 
réels  et  à  deux  systèmes  réels  de  coniques,  dont  chacun  contient 
quatre  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées.  Les  surfaces  ont 
deux  nappes  du  type  de  point  et  de  la  connexion  o,  c|ui  se  trouvent 
au  dehors  d'un  seul  cône  kummérien. 

F,  Surfaces  sans  aucune  droite  réelle,  à  trois  cônes  kummériens 
réels  et  à  deux  systèmes  réels  de  coniques,  dont  chacun  contient 
deux  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées.  Les  huit  autres 
droites  n'ont  aucun  point  réel.  Les  surfaces  ont  une  seule  nappe  du 
type  de  point  et  de  la  connexion  o,  qui  se  trouve  au  dehors  d'un 
seul  cône  kummérien.  H.  Z. 


BURNIIAM  (S.-W.).  —  Double  stars  observations  made  in  1877-78  with 
TUE  18  \  iNCu  REFRACTon  OF  THE  Dearborn  Observatory  (Chicago).  1  vol. 
in-4°.  London,  1880. 

M.  Burnliam,  qui  s'occupe  depuis  plusieurs  années,  et  avec  un 
succès  incontesté,  de  l'observatiou  et  de  la  recherche  des  étoiles 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  167 

doubles,  public  aujourd'hui  une  suite  importante  à  ses  précédentes 
recherches.  Les  observations  consignées  dans  le  Mémoire  actuel 
n'ont  point  d'ailleurs  été  faites  avec  le  6  pouces  de  son  observatoire 
particulier;  par  suite  d'une  circonstance  heureuse,  il  a  eu  pour 
cette  série  de  mesures  la  libre  disposition  du  grand  équatorial  de 
18 j  pouces  (o™,47o)  d'ouverture  installé  à  l'Observatoire  de  Dear- 
bompar  les  soins  de  la  Société  astronomique  de  Chicago. 

Cet  équatorial,  construit,  en  i864)  aux  frais  de  la  Société  aslro- 
Domique  de  Chicago  et  de  RI.  Y.  Scammon,  était  jusqu'ici  presque 
inutilisé,  malgré  son  pouvoir  optique  remarquable  qui  lui  permet 
de  dédoubler  des  étoiles  distantes  de  o''^,  25  seulement.  Grâce  à  la 
singulière  puissance  de  cet  admirable  instrument,  M.  Burnham  a 
donc  pu  mesurer  en  1877-78  des  étoiles  doubles  dont  la  distance 
n  avait  encore  été  qu'estimée,  et  il  a  ainsi  recueilli  des  matériaux 
d'une  valeur  inestimable  pour  l'histoire  des  systèmes  stellaires  mul- 
tiples. 

Le  Mémoire  de  M.  Burnham  comprend  deux  Parties. 

La  première  est  un  Catalogue  d'étoiles  doubles  récemment  décou* 
vertes  par  lui-même  ou  par  M.  Al  van  G.  Clark  ;  il  fait  suiteaux  Cata- 
logues déjà  publiés  par  l'auteur  dans  les  i(/o/it/r()^  Notices  [t.  XXXIU, 
XXXIV  et  XXXV),  les  Astronomische  Nachrichten  (n°«  2062  et 
2103),  V American  Journal  of  Science  (juillet  1877)  ^^  eiifii^  les 
Monthly  Notices  (t.  XXXVIII). 

Les  étoiles  y  sont  numérotées  de  483  à  734  5  parmi  elles  ^5  sys- 
tèmes ont  une  distance  comprise  entre  o'^  et  i'^  (plusieurs  sont  à 
une  distance  inférieure  à  o'',  3)  et  Sp  sont  distantes  de  \"  à  a". 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  de  M.  Burnham  renferme  les  me- 
sures micrométriques  de  5oo  systèmes  doubles  déjà  connus  et  autre- 
lois  observés  par  Herschel,  W.  Struve,  O.  Struve,  etc. ^  mais  jus- 
qu'ici rarement  observés,  en  sorte  qu'il  y  a  de  grandes  incertitudes 
sur  la  nature  réelle  de  leurs  mouvemeuts.  G.  R. 
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HARNACK  'Ax.\  —  Ueber  die  Darstellu.ng  der  Raumcurve  vierter  Ord- 
MN(;  er-^tkr  Species  iND  iiiREs  Secantensystems  durch  doppelt  periodi- 
î^ciiE  FiNCTioNE.N  (' I.  —  Bcmerkungcn  zuF  Géométrie  auf  der  Linienflachen 
vierler  Ordnun^    *  . 

Dans  le  plan  une  courbe  générale  du  troisième  ordre,  dans 
l'espace  la  courbe  couiniune  aux  surfaces  du  second  ordre  qui 
appartiennent  à  un  même  faisceau,  constituent  les  figures  algëbri- 
(pies  les  plus  .simples  qui  puissent  servir  à  la  représentation  uniforme 
des  valeurs  d'une  intégrale  elliptique. 

Dans  l'élude  qu'il  fait  du  second  mode  de  représentation, 
M.  Harnack  prend  pour  point  de  départ  Texpression  dilIérenticUe 

13  zirz —, ,-  9 


^X  «j-  '  ^'  a  UV 


) 


où  a\,  =  G,  a*.  =  o  sont  les  équations  de  deux  surfaces  du  faisceau, 
en  sorte  que  pour  les  points  de  la  courbe  on  a 

oinijc  =  o^  Vj:  =  o  sont  les  équations  de  deux  plans. 

En  supposant  que  ces  deux  plans  se  coupent  sur  une  sécante  à  la 
courbe,  ou  plus  particulièrement  sur  une  tangente,  et  en  introdui- 
sant le  paramètre  du  faisceau  de  plans  qu'ils  déterminent,  on 
exprime  la  différentielle  elliptique  au  moyen  d'une  seule  variable 
indépendante.  L'invariant  absolu  du  faisceau  de  surfaces  est  aussi 
l'invariant  de  la  différenlielle. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  le  faisceau  de  plans  soit  quel- 
conque, il  est  nécessaire  d'obtenir  les  quatre  valeurs  de  la  différen- 
tielle qui  résultent  de  la  rotation  infiniment  petite  d'un  plan  autour 
d'une  droite  quelconque  située  sur  lui.  La  résolution  de  ce  problème, 
qui  exige  l'élimination  entre  trois  formes  quaternaires  quadra- 
tiques et  une  forme  linéaire,  s'obtient,  à  proprement  parler,  sans 
calculs,  en  profitant  de  ce  que  l'on  connaît  le  système  complet  des 


(')  Mat/t,  Jnn.,  t.  XII,  p.  47-8G. 
{*)lhid.,  t.  XIII,  p.  ^,9-52. 
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formes  d'ua  faisceau  de  coniques  et  en  s'aidant  d^une  niétliode 
symbolique  dans  laquelle  on  représente  une  forme  irréductible  au 
moyen  du  produit  de  faisceaux  linéaires  distincts.  Le  résultat  est 
une  équation  biquadratique  dans  laquelle  le  second  terme  manque 
et  qui  fournit  une  preuve  du  théorème  d'Abel. 

Pour  étudier  la  distribution  des  valeurs  de  l'intégrale,  en  sup- 
posant que  la  limite  inférieure  corresponde  à  Tun  des  seize  points 
où  un  plan  rencontre  la  courbe  en  quatre  points  confondus,  il 
convient  de  distinguer  quatre  cas  : 

i''  La  courbe  a  deux  traits  avec  deux  brandies  paires.  Il  y  a 
une  période  réelle  (y:?  =  w)  et  une  période  purement  imaginaire 
ifj  =  &)')•  sur  Tune  des  brandies  se  distribuent  toutes  les  valeurs 
comprises  entre  zéro  et  ^.  Sur  Tautre,  les  mêmes  valeurs  augmentées 

de—.  A  des  points  imaginaires  conjugués  correspondent  des  argu- 

ments  imaginaires  conjugués. 

a"  La  courbe  a  deux  traits  avec  deux  brandies  impaires.  Il  y  a 
encore  une  période  réelle  [p  =z  on)  et  une  période  purement  ima- 
ginaire (y:;' =  «').  Aux  points  des  deux  branches  correspondent 
des  valeurs  complexes  du  paramètre,  dans  lesquelles  les  parties 
imaginaires  sont  constantes  \  ces  valeurs  peuvent  être  obtenues  en 

ajoutant  pour  une  des  branches  ^  j/^  pour  l'autre  np^  à  toutes  les 

valeurs  réelles  possibles  5  les  points  imaginaires  conjugués  sont  de 

la  forme  a  -f-  ~ ;;' -h  (3 1 ,  a  -+-  g  p' —  p/. 

3°  La  courbe  a  un  seul  trait  avec  une  branche  paire.  Il  y  a 
une  période  réelle  (p  =  w)  et  une  période  complexe  de  la  forme 

]^= •  Aux  points  de  la  branche  réelle  correspondent  des 

arguments  réels;  aux  points  imaginaires  conjugues  correspondent 
des  arguments  imaginaires  conjugués. 

4**  La  courbe  commune  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau  réel  est 
complètement  imaginaire.  Il  y  a  encore  une  période  réelle  et  une 
période  purement  imaginaire.  Les  points   imaginaires  conjugués 

sont  de  la  forme  a  4-  S/  et  a  -+-  ~  —  S /. 

Ces  résultats  établis,  on  peut  démêler  entièrement  toutes  les 
propriétés  relatives  à  la  réalité  ou  à  la  non-réalité.  En  particulier, 


I70  PREMIÈRE  PARTIE. 

on  obtient  tous  les  théorèmes  de  M.  Cremona  sur  la  réalité  du 
tétraèdre  polaire  relativement  à  ses  faces  et  à  ses  arêtes,  de  même 
que  les  théorèmes  sur  les  cent  seize  plans  qui  passent  par  quatre 
des  seize  points  fondamentaux.  La  représentation  du  paramètre 
conduit  en  outre  à  une  construction  nouvelle  de  la  courbe  gauche, 
quand  on  donne  deux  systèmes  correspondants  de  trois  points,  ana- 
logue à  la  construction  de  la  courbe  plane  du  troisième  ordre  quand 
on  donne  trois  couples  de  points  conjugués. 

L*ensemble  des  sécantes  de  la  courbe  forme  une  inflnité  de 
surfaces  réglées  dont  chacune  s'obtient  en  établissant  une  relation 
entre  les  deux  arguments  qui  correspondent  à  chaque  sécante.  La 
loi  la  plus  simple  consiste  à  prendre  pour  ces  deux  arguments  u 
et  db  u  -t-  C,  C  étant  une  constante  arbitraire  comprise  dans  le 
parallélogramme  des  périodes  :  en  prenant  uet  —  m  +  C,  on  obtient 
un  système  de  génératrices  rcctilignes  d'une  surface  du  second 
ordre;  l'autre  système  de  génératrices  s'obtient  en  changeant  le 
signe  de  la  constante.  Ce  théorème  a  déjà  été  donné  par  M.  Kôlling 
[Der  Flâchenbiischel  zweiter  Ordnung,  Dissert.;  Berlin,  1878). 

En  prenant  pour  les  deux  arguments  u  et  +  u  d:  C,  on  obtient 
des  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  rencontrent  le  tétraèdre 
polaire  en  quatre  points,  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 
Cette  surface  peut  donc  être  regardée  comme  Tintersection  d'un 
complexe  tctraédral  de  droites  et  du  système  de  sécantes  à  la  courbe 
gauche  -,  elle  a  été  étudiée  par  M.  de  la  Gournerie  [Recherches  sur  les 
surfaces  réglées^  Paris,  1 867)  (  *  )  :  c'est  une  surface  quadricuspidale 
de  huitième  ordre  et  de  huitième  classe.  Toutes  les  propriétés  projec- 
tives,  la  position  des  quatre  courbes  doubles  planes  dans  les  faces  du 
tétraèdre,  la  discussion  de  la  réalité  et  de  la  non-réalité;  se  déduisent 
aisément  de  la  représentation  du  paramètre.  Â  ce  système  de  sur- 
faces appartiennent  la  surface  développable  et  trois  autres  surfaces 
réglées  du  quatrième  ordre,  que  l'on  obtient  en  prenant  l'intersec- 
tion du  système  de  sécantes  de  la  courbe  gauche  et  de  la  congruencc 
de  droites  déterminée  par  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  polaire. 
Au  moyen  des  valeurs  du  paramètre  sur  la  courbe,  on  arrive  direc- 
tement à  une  représentation  des  génératrices  de  la  surface  qui  con- 


(*)  Il  y  a  lieu  de  rappeler  aussi  les  belles  recherches  de  M.  Laguerrc  sur  le  même 
sujet  iusérées  dans  le  Journal  de  JJouville,  a*  série. 
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(lait  à  une  forme  canonique  pour  Tétuclc,  fondée  sur  la  théorie  des 
ionctions  doublement  périodiques,  de  la  géométrie  de  ces  surfaces 
d'espèce p=i.  Dans  son  deuxième  Mémoire,  Tauteur  traite  briève- 
ucnt  de  celte  question  et,  finalement,  porte  ses  rccberches  sur  la 
Ggure  la  plus  simple  a  une  dimcusion,  d'espèce  ^  =  i . 


MELANGES. 

A  PROPOS  D'UNE  LETTRE  DE  FERMAT 
SUR  LE  FAMEUX  PROBLÈME  D'ADRIEN  ROMAIN,  RÉSOLU  PAR  F.  YIËTE; 

Fai  m.  FRÉDÉRIC  RITTER, 
Inj^énieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 

Dans  la  Communication  si  intéressante  de  divers  documents 
inédits  faite  par  M.  C  Henry  dans  le  BuUettino  di  Bibliografia 
e  di  Storia  délie  Scienze  matemaliche  ejisiche  publié  par  Ri.  le 
prince  B.  Boncompagni  (octobre  1879,  p.  jSS-jSj),  se  trouve  une 
Leitrc  de  Fermât  à  Uuygens,  traitant  du  fameux  problème  d'A- 
drien Romain,  résolu  par  François  Viète.  Importante  à  divers  titres, 
cette  Lettre  contient  cependant  une  allégation  inexacte  en  ce  qui 
concerne  la  généralité  que  le  géomètre  belge  aurait  voulu  donner 
à  la  solution  de  la  question  proposée. 

Le  texte  de  la  Lettre  tel,  qu'il  a  été  publié  est  assez  incorrect  \  on 
y  relève  des  fautes  d'orthograpbe  et  de  ponctuation,  et,  ce  qui  est 
plas  grave,  des  fautes  dans  la  notation  algébrique,  qui  rendent  sa 
lecture  difficile. 

Comme  un  grand  nombre  de  personnes  qui  cultivent  les  Mathé- 
matiques sont  peu  habiles  à  comprendre  les  textes  latins,  nous 
croyons  devoir  donner  ici  la  traduction  de  cette  L(atre. 

«  Pierre  Fermât,  du  Parlement  de  Toulouse,  à  très  excellent 

et  très  illustre  Christian  Hujgens, 

»  Il  m'estarrîvé  Tannée  dcrnièrcd'examiner,  avec  plus  d'attention 
que  je  ne  l'avais  encore  fait,  la  fameuse  réponse  de  François  Viète 
au  problème  d'Adrien   Romain.   Ktant   tombé   sur  le  passage  du 


172  PREMIÈRE  PARTIE. 

sÎT^ième  Chapitre  où  ce  mathématicien,  d'un  esprit  si  pénétrant,  se 
demande  si  Adrien  Romain  a  jamais  cherché  à  connaître  la  loi  de 
formation  et  les  propriétés  de  son  équation,  je  me  suis  demandé  à 
mon  tour  si  Viète  avait  trouvé  et  donné  une  solution  suffisamment 
générale  de  cette  fameuse  équation.  L*énoncé  d'Adrien  Romain, 
rectifié  par  Viète,  est  le  suî\  ant  : 

»  Etant  donnée  en  nombres  algébriques  l'équation 

45(i)-3795;3)-4- 95634(5)-  ii385oo(7) -h  781 1375;9] 

—  34512075  (1 1)  -f-  105306075  (i3)  —  ?.3267628o(i5) 
-^  38494^375 (17) -4884941 25  (19) -4-483341800(21) 

—  378658800(23)  -h  236o3o652  (25)  —  117679100(27) 
-h469-'>57oo(29)  --  1 494^^40  [3i)  -\-  3764565(33) 

—  740459(35]  4-  1 1  i5o  (  37  )  —  i23oo  (39)  -f-  945 (4 1  ) 
-45  (43) +  .(45) 

égal  à  un  nombre  donné,  trouver  la  valeur  de  la  racine. 

»  La  traitant  par  sa  méthode,  Viète  a  sans  doute  ramené,  d'une 
manière  aussi  élégante  que  très  savante,  la  solution  de  cette  ques- 
tion aux  Sections  angulaires,  et  il  a  construit  avec  un  rare  bonheur 
la  Table  que  Ton  trouve  à  la  page  3 18  de  l'édition  d'Elzcvir  et  que 
Ton  peut  étendre  aussi  loin  qu'il  plaira  par  la  méthode  qu'il  a 
employée  et  qui  permet  de  reconnaître  à  quelles  Sections  angulaires 
se  rapportent  les  équations  du  même  type.  Si,  dans  la  série  corres- 
pondant aux  nombres  impairs,  on  prend  l'équation  1 C  —  3!N  égal 
à  un  nombre  donné  moindre  que  2,  la  question  est  ramenée  à 
la  trisection  d'un  angle  (*).  De  même,  la  résolution  de  réquation 
iQC  —  3C-+-5N  égal  à  un  nombre  donné  moindre  que  2  est 
ramenée  à  la  division  d'un  angle  en  cinq  parties  égales;  enfin  celle 
de  l'équation  i  QQC  —  7QC  4-  i4^  —  7^'  <^gal  à  un  nombre 
donné  moindre  que  2,  est  ramenée  à  la  division  d'un  angle  en  sept 
parties  égales.  Et  si  vous  prolongez  indéfiniment  la  Table  de 
Viète  suivant  la  méthode  indiquée  par  lui,  l'équation  proposée  par 
Adrien  Romain  correspondra  à  celle  qui  occupe  le    rang  marqué 


(*)  Fermât  emploie  ici  la  notation  de  Viète  qui  dcsi{;ne  l'inconnue  par  N,  son  carn> 
par  Q,  son  cube  par  C,  sa  quatrième  puissance  par  QQ.  et  ainsi  de  suite. 
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par  le  nombre  4^*  La  solution  de  la  question  serait  ainsi  ramenée  à 
la  division  d'nu  angle  en  quarante-cinq  parties  égales.  Toutefois,  il  y 
a  lieu  de  remarquer  que,  pour  toutes  ces  équations  on  ne  peut  faire 
usage  des  Sections  angulaires  et  de  la  méthode  de  Viète,nous  l'avons 
déjà  dit,  qu'au  seul  cas  où  le  nombre  donné  qui  doit  être  égalé  aux 
nombres  algébriques  ne  dépasse  pas  a.  Lorsque  ce  nombre  est 
plus  grand  que  2,  le  mystère  des  Sections  angulaires  garde  le 
silence,  et  Ton  reconnaît  facilement  que  Ton  ne  peut  plus  en  faire 
usage. 

»  Cependant  Adrien  avait  posé  d'une  manière  générale  la  ques- 
tion: Etant  donné  le  dernier  terme  y  trouver  le  premier.  Ce  n'est 
donc  plus  à  Viète  ni  aux  Sections  angulaires,  mais  à  d'autres,  que 
l'on  doit  demander  assistance.  Dans  le  premier  cas,  nous  l'avons 
déjà  dit,  lorsque  i  C  —  3N  est  égal  à  un  nombre  moindre  que  2,  la 
question  est  ramenée  à  la  trisection  de  l'angle.  Mais  si  iC  —  3N 
est  égal,  par  exemple,  à  4  ou  à  tout  autre  nombre  plus  grand  que 
2,  les  analystes  ne  peuvent  trouver  la  solution  de  l'équation  pro- 
posée que  par  la  méthode  de  Cardan 5  et  pour  tous  les  autres  cas 
en  nombre  indétini^  trouver,  si  c'est  possible,  une  solution  au 
moyen  de  l'extraction  des  racines,  c'est  ce  que  jusqu'à  ce  jour  aucun 
analyste  n'a  encore  tenté  défaire.  Mais,  très  illustre  Huygens,  que 
tout  ce  qu'il  est  permis  de  découvrir  dans  cette  partie  de  l'Algèbre 
soit  placé  sous  vos  auspices,  vous  pour  lequel  tous  les  savants  ont, 
et  avec  raison,  une  profonde  vénération,  vous  qu'ils  considèrent 
comme  riiomme  le   plus  éminent   en  matières  scientifiques. 

»  Soit  donc  proposé  de  faire  i  QC —  5C  -h  5  N  égal  au  nombre 
4  ou  à  tout  autre  nombre  plus  grand  que  2.  La  méthode  de 
^iète  pour  ce  cas  reste  complètement  muette.  Cependant,  et  je 
l'aflirme  hardiment,  on  peut  répondre  d'une  manière  générale  à  la 
question  d'Adrien  pour  toutesleséqualions contenues  dans  la  Table, 
lorsque  le  nombre  donné  est  plus  grand  que  2,  et  l'on  peut  tou- 
jours obtenir  très  coniniodéuient  les  solutions  des  équations  pro- 
posées. J'ai  en  ellet  remarqué  et  je  puis  démontrer  que,  pour  tous 
les  cas  dont  je  viens  de  parler,  les  équations  peuvent  être  résolues 
comme  les  équations  cubiques,  que  Ton  ramène,  par  les  méthodes 
de  Cardan  ou  de  Viète,  à  l'extraction  de  la  racine  cubique  d'une 
racine  carrée,  savoir  :  les  équations  quadrato-cubiques  à  l'extrac- 
tion de  la  racine  quadrato-cubique  d'une  racine  carrée;  les  équa- 
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lions  quadrato-quadrato-cubiques  à  l'exlraction  de  la  racine  qua- 
drato-quadrato- cubique  d'une  racine  carrée,  et  ainsi  de  suite^ 
d'après  la  même  loi.  Soit,  par  exemple,  i  C  —  3!N  égal  à  4  S  personne 
n'ignore  que,  par  les  méthodes  dont  il  vient  d'être  parlé,  la  racine 

cherchée  est  égale  à  la  racine  cubique  du  binôme  2  +  V^ï  H-  la  ra- 
cine cubique  de  l'apotome  2  —  ^.  Mais  que  l'on  propose,  comme 
dans  l'exemple  de  Viète  et  d'Adrien  Romain ,  de  faire 

iQC~5C-+-3N 

égal  à  4  ou  à  tout  autre  nombre  plus  grand  que  2  :  pour  ce  cas 
comme  pour  tous  les  autres  compris  dans  la  Table,  quelque  loin 
qu'on  la  prolonge,  en  représentant  toujours  la  racine  chei'chée  par 

— ~ — «  cet  artifice  fera  évanouir  tous  les  termes  homogènes  de  de- 
gré inférieur  qui  s'opposent  à  la  résolution  de  l'équation  par  l'extrac- 
tion d'une  racine.  Ainsi,  dans  le  cas  dont  je  m'occupe,  la  racine  cliei^ 

chée  est  égale  à  la  racine  quadrato-cubique  du  binôme  a  -+-  \/3  H-  la 

racine  quadrato-cubique  de  Tapotômc  2 —  ^3.  Si  c'est  réquation 
I  QQC —  7QC  •+-  14c  —  7N  correspondant  au  nombre  7  dans  la 
Table  de  Victe,  car  c'est  toujours  l'exposant  de  la  puissance  la  plus 
élevée  que  l'on  doit  considérer,  qu'il  faut  faire  égale  au  nombre  4) 
on  représentera,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  racine  cherchée 

par  — ^^ — j  et,  par  cet  artifice,  on  fera  également  disparaître  tous 

les  termes  homogènes  qui  s'opposent  à  la  résolution  par  une  simple 
extraction  de  racine,  et  la  racine  cherchée  sera  égale  à  la  racine 

quadrato-quadrato- cubique  du  binôme  2  -^  ^/^  "+"  ^^  racine  qua- 
drato-quadrato-cubique  de  l'apotome  2  —  y'3.  Et  ainsi  de  suite. 
Un  savant  aussi  éminent  que  vous  le  reconnaîtra  non  seulement 
par  expérience,  mais  le  démontrera  quand  il  lui  plaira  de  le  faire. 
C'est  en  eifet  une  propriété  des  équations  qui  constituent  la  Table 
de  Viète  que,  dans  tous  les  cas  où  l'homogène  de  comparaison  (  *  ) 
est  plus  grand  que  2,  la  solution  est  obtenue  par  une  simple 
extraction  de  racines.  Il  se  présente  donc  trois  cas  :  ou  le  nombre 


(*)  Homogeneum  comparât  ion  is,  le  terme  connu.  Homogenea,  les  ternies  homogènos, 
ceux  qui  renforment  une  puissance  de  l'inconnue. 
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donné  qui  doit  être  égal  à  Texpression  analytique  de  la  Table  est 
2,  ou  il  est  plus  petit  que  a,  ou  plus  grand  que  a.  Dans  le 
premier  cas,  le  nombre  cherché  est  le  nombre  2  lui-même  \  dans 
le  deuxième,  la  question  est  ramenée  par  la  méthode  de  Viète  aux 
Sections  angulaires^  dans  le  troisième,  on  résout  facilement  la  ques- 
tion par  ma  méthode,  c^est-à-dire  par  une  extraction  de  racines. 
Si  donc  l'expression  analytique  d'Adrien  rapportée  plus  haut, 
45(1)  —  3793(3)+...,estégale  3  4)  la  racine  cherchée  sera  la  racine 

quarante-cinquième  du  binôme  a  -f-  ^3  -f-  la  racine  quarante- 
cinquième  de  l'apotome  2  —  ^3.  Je  ne  crois  pas  devoir  m*arrèter 
plus  longtemps  sur  une  question  aussi  claire  et  aussi  bien  établie 
par  des  exemples  5  je  dirai  seulement  que  l'extraction  de  la  racine 
quarante-cinquième  ou  la  recherche  de  quarante-quatre  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  quantités  données  peut  être  obtenue 
facilement  par  l'extraction  successive  de  deux  racines  cubiques 
et  d'une  racine  quadrato-cubique,  ce  qui  est  suffisamment  indiqué 
parles  deux  facteurs  5  et  9  du  nombre  4^)  S  se  rapporte  en  eilct 
à  une  racine  quadrato-cubique  et  9  à  deux  racines  cubiques 
successives,  car  le  nombre  3  qui  est  Texposant  du  cube,  multi- 
plié par  lui-même,  produit  le  nombre  9.  On  satisfait  donc  à  la 
question  telle  que  je  l'ai  posée  en  cherchant  successivement  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  deux  nombres,  puis  en  en  cher- 
chant quatre  autres,  ce  qui  revient  au  même  que  d'en  chercherqua- 
rante-quatre  entre  deux  nombres  (  *  ) .  C'est  du  reste  ainsi  que  Viète  a 
trouvé  le  moyen  de  diviser  un  angle  en  quarante-cinq  parties  égales, 
qui  donne  la  solution  de  la  question  ou  de  Téquation  d'Adrien  en 
la  ramenant  à  celle  de  deux  équations  cubiques  successives  et  d'une 
équation  quadrato-^cubique  correspondant  à  deux  trisections  d'angles 
et  à  une  quintusection.  Je  ne  dirai  rien  ici  des  solutions  multiples 


('*)  Eo  effet,  on  a 

«.N:*:x»:x%   d'où   x=v/in, 

^V^iriyiy,  d'où  r  =  Vyîi. 


■îfV^V^:-:c»:  2» :«*:«%    d'où    z  =  \/Vy^. 

On  oblient  le  même  résultat  avec  la  progression 

^  N  :  M  :««:...:«*•  :  «•*  :  «",    d'où    «  =.  *  y  N, 
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de  la  question  ou  de  réquation  proposée  ;  je  n'en  ai  donné  que  la 
solution  qui  se  présente  la  première  ;  quant  aux  autres,  leur  re- 
cherche est  beaucoup  plus  laborieuse,  j'en  parlerai  peut-être  ailleurs 
si  j'en  ai  le  loisir.  Adieu  donc,  très  illustre,  et  conservez-moi 
votre  amitié.  » 

Adresse  :  a  Pour  monsieur  Huygens.  » 

La  première  partie  de  cette  Lettre  renferme  une  assertion  qui  est 
détruite  par  l'énoncé  môme  du  problème  tel  qu'il  est  donné  par 
Adrien  Romain  5  c'est  lorsque  Fermât  se  pose  la  question  «  An 
ipsemet  Vieta  œqualionis  illius  famosœ  satis  generalcm  tradi- 
derit  et  invenerit  solutionem  »,  et  plus  loin  lorsqu'il  écrit  «  Ferum 
obscrvandum  est,  in  liis  omnibus  œquationibus  contingerej  ut  iis 
solum  ipsarum  casibus  insen^iant  Sectiones  angulares  et  methodus 
Vietœ  in  quibusnumeris  algebricis  Tabulœ  terminus  binarium  non 
excedit. . .  »,  et  enGn  «  Proposuerat  tamen  gêner  aliter  jidrianus, 
dato  termina  posteriore  ins^eniendum  esse  priorem  » . 

Si  nous  nous  reportons  à  l'énoncé  du  problème  d'Adrien  Romain 
rapporté  textuellement  par  Vîète,  «  ne  immutato  quidem  com- 
mute »,  comme  il  le  dit  lui-môme  dans  sa  réponse  :  u4d  problema] 
quod  omnibus  Mathematicis  totiiLS  orbis  \  construendum  propo- 
suit  \  Adrianus  Romanus\  Franscisci  \  Fietœ  \  Responsum,  \  Parisiis  | 
apud  Jamelium  Mettayer  |  Typographum  Rcgium  |  logS  »,  nous 
voyons  qu'à  la  suite  de  cet  énoncé  le  géomètre  belge  a  eu  soin  de 
donner  trois  exemples  avec  leur  solution,  exemples  qui  devaient 
mettre  les  mathématiciens  mis  au  défi  sur  la  voie  de  la  solution 
demandée  : 

«    ExEMPLL'M   PRIMUM   DATUM. 

»  Sit  terminus  posterior  R  bîn  2  -h  Rbin  2  4-  R  bin  a  -h  R  2? 
quœritur  terminus  prior. 

»  SoLUTio.  —  JJico  terminum  priorem  esse 

R  bina  —  Rbina  4-  Rbiiî2  -|-  R  bin2  -f-  R  bini  -h  R3. 
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»    ExEMPLUM  SECUNDUM  DATUM. 

"  Su  terminus  posterior 

Rbin?.  -hRbin^  —  Rbin?.  —  Rbina  —  Rhin  a  —  R-x, 

(juœritur  terminus  prior. 
»  SoLT-Tio.  —  Terminus  prior  est 

Rbina—  R  bin 2  -+- R  bin a  -i-  Rbina  -4-  Rbina  -+-  R3. 

»    ExEMPLUM    TERTItM    DATUM. 

>  Sit  terminus  posterior  R  bin  2  -f-  R  2 ,  (juœritur  terminus  prior. 

•'  SoLUTio.  —  Terminus  prior  est 

R  bin  2  —  R  quadrin  2  -h  R  ^  -î-  R  |5  -+-  R  bin  i  —  R  g\ . 

'»  Siinnumeris  absolutis  solinomiis  id proponerelibuerit,  sitpos- 
ffiior  terminus 

p,  4' î^- •  i356. 2^73 . oo'îc» . 4880 . 1 688 . 7 ^4^-  •  «"'Qfiq . 8078. 5696 . 7 1 87 . 5375 
I  «>ooo  .0000 .  uooo .  o«joo .  0000 .0000  .ooou .  uooo .  0000 .  0000 .  0000 .  0000  ' 

ffuœritur  terminus  prior, 

«  SoLLTio.  —  Terminus  prior  erit 

17.4093  0490.8:322.59,43.  ioi5.883i  .21 12. 6S38. 8180 

n  — ' ■ '■ ^ — — — • 

I  .  0000 . 0000 . OOOD . OOOU • 0000 . 0000 . 0000 . OOQO . OOOO . OOOO 

»  ExEMPLL'M  QUESITUM. 

«  Sit  posterior  terminus 

R  trinomia  i  f  —  R  ^^  —  R  bini  J  —  R  |f, 

fjuœritur  teiTtiinus  prior.  If  oc  exemplum  omnibus  mathematias 
tnl'uLs  or  bis  ad  construendum  sit  propositum,  » 

Buli.  iirs  Sciencrs  mnthêm.f    >"  Série,  t.  IV.  (Mai  1880.)  12 
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L'énoncé  d'Adrirn  Romain,  avec  Jes  exemples  qui  Taccompa- 
c;ncnt,  ne  peut  laisser  aucun  doulesur  les  intentions  de  son  auteur. 
11  s'agit  d'un  exemple  particulier^  il  en  demande  la  solution  et 
même  il  semble  indiquer  que  cette  solution  dcpend  d'une  construc- 
tion géométrique  [ad  coustrucnduni  sit  propositum)  et  non  de  la 
résolution  de  Téquatiou  proposée.  Il  eût  été  en  eilet  puéril,  dans 
l'état  où  se  trouvait  à  cette  époque  la  science  du  calcul,  de  de- 
mander à  des  mathématiciens  de  résoudre  une  équation  du  quarante- 
cinquième  degré.  La  question  proposée  n'était  donc  qu^'uneespèct* 
d'énigme  qu'il  fallait  deviner;  et.  comme  nous  l'avons  déJii  dit  et 
comme  nous  allons  le  démontrer,  Adrien  Romain,  au  moyen  des 
trois  exemples  donnés,  mettait  tout  simplement  les  chercheurs  sur 
la  voie.  *"' 

A  cette  époque,  les  mathématiciens,  non  encore  en  possession  des 
ressources  de  l'Algèbre  moderne  que  Vièlc  allàit^niettre  à  leur  dis- 
position, étaient  obligés  d'étudier  et  d'approfondir  cet  admirable 
dixième  Livre  d'Eudide,  ce  chef-d'œuvre  de  sagacité  dans  lequel 
le  géomètre  grec  a  posé  les  règles  pour  la  transformation  des  radi- 
caux carrés  et  bicarrés.  Sa  théorie  dcîs  binômes  et  des  apotômes 
formait  alors  une  partie  très  importante  de  l'Algèbre  ancienne; 
elle  était  exposée,  développée  et  commentée  dans  de  nombreux 
Traités,  et  nous  la  trouvons  en  Occident  dès  le  xiii*  siècle,  dans  le 
Livre  de  VAbacus,  de  Léonard  de  Pise.  Au  xvi*  siècle,  d'ailleurs, 
les  recherches- sur  la  quadrature  du  cercle  et  sur  la  détermination 
du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  étaient  h  l'ordre  du 
jour,  et  nous  avons  établi  récemment,  au  Congrès  de  l'Association 
scientifique  tenu  à  Montpellier  en  1879,  la  priorité  de  François 
Viète  dans  la  détermination  d'une  valeur  de  ce  rapport  plus  appro- 
chée que  celle  d'Archimède.  Les  géomètres  connaissaient,  comme 
les  algébristes  modernes  connaissent  certaines  formules,  un  grand 
nombre  d'expressions  irrationnelles,  notamment  celles  qui  don- 
naient les  côtés  des  polygones  réguliers  obtenus  par  la  bissection 
successive  des  arcs  des  polygones  de  4  et  de  6  côtés  et  leurs  cordes 
supplémentaires,  expressions  remarquables  sous  leur  forme  de 
radicaux  successifs,  ne  renfermant  que  le  nombre  a  pour  les  pre- 
miers et  les  nombres  a  et  3  pour  les  seconds. 

Dans  les  données  et  les  solutions  des  exemples  d*Adrien  Romain. 
11  était  facile  pour  eux  de  reconnaître  : 
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Dans  la  dounc'C  du  premier  V  2  -+-  V  '  -+-  V  3t  -f-  sjf^  l'expression  de 
la  corde  supplémentaire  du  polvgone  de  trente-deux  cotés,  sous- 
tendant  un  angle  de  i68"4^^  dans  la  solution 


rex|)ression  du  coté  du  polygone  de  quatre-vingt-douze  côtés  obtenu 
par  quatre  bissections  successives  de  l'arc  de  l'hexagone,  correspon-* 
danl  à  un  arc  de  3"45'î 

Dans  la  donnée  du  second  y  a-f-Va  —  V^  —  y^-  —  V^—  y/o.^ 
la  corde  du  complément  de  l'arc  du  polygone  de  soixante-quatre 
cotés,  é«;al  â  quinze  fois  j^^Sj'So^ou  à  84**a2'3o",  et,  dans  la  solu- 

lion  y  2  —  V''-^-V2-+-y2-r-v^^"V3le  côté  du  polygone  de  cent 
quatre-vingt-douze  côtés  obtenu  par  cinq  bissections  de  Tare  de 
riiexagone,  correspondant  à  un  arc  de  i^Ga'So"  -, 

Dans  la  donnée  du  troisième  y  2  -ï- V*^»  '^  corde  supplémentaire 
du  côté  de  Toctogone,  sous-tendant  un  are  de  1 35°,  et,  dans  la  sol  utîon 

y  ,  _  ^2  H.  yj}^  +  y/l5  +  y/^  .,.  y/^^,  une  expression  dé- 

ri\éc  du  côté  du  pentédécagone  inscrit,  c'est-à-dire  le  côté  du  poly- 
gone de  cent  vingt  côtés  obtenu  par  trois  bissections  successives  de 
l'arc  du  pentédécagone  et  correspondant  à  un  arc  de  Z^. 

Dans  chacune  de  ces  solutions,  l'arc  correspondant  au  côté 
donné  est  égal  à  quarante-cinq  fois  l'arc  correspondant  au  côté 
cherché. 

Enfin,  dans  la  donnée  du  problême  proposé. 


\l'l-\jTl-\/'ï-^ti' 


une  des  formes  de  l'expression  du  côté  du  pentédécagone  inscrit, 
correspondant  à  un  arc  de  24''* 

Les  géomètres  provoqués  par  Adrien  Romain  devaient  donc  se 
demander  si  la  solution  ne  serait  pas  la  corde  de  Tare  quarante- 
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cinquième  partie  de  l'arc  du  pentédécagone,  c'est-à-dîre  de  Tare 
de  32'.  Celte  corde  ne  peut  pas,  comme  dans  les  solutions  précé- 
dentes, être  exprimée  sous  forme  de  radicaux,  mais  elle  est  égale 
à  2sin^32',  et,  par  conséquent,  sa  valeur  est  calculable  au  moyen 
des  Tables  trîgonométrîques;  et  c'est  certainement  pour  indiquer 
ce  mode  de  solution  qu'Adrien  Romain  a  ajouté  dans  son  troisième 
exemple,  a  la  donnée  et  à  la  solution  sous  forme  de  radicaux, 
leur  valeur  en  nombres  [innumeris  ahsolutis  solinoniiis). 

Telle  est, d'après  nous,  la  marche  qui,  dans  Tesprit  du  géomètre 
belge,  devait  être  suivie  pour  répondre  à  la  question  qu'il  propo- 
sait aux  mathématiciens  du  monde  entier. 

François  Viète  résolut  le  problème  d'une  autre  manière  et  à 
première  vue,  sans  être  arrêté  par  une  faute  d'impression.  «  Pro- 
bltmia  ^ddriani  ul  legi  uL  sols^i,  nec  me  malus  abstulit  error  », 
dit-il  en  tête  de  sa  réponse.  Il  avait,  en  ellet,  découvert  la  formule 
générale  de  la  corde  d'un  arc  sous-multiple  d'un  arc  donné  en  fonc- 
tion de  la  corde  de  cet  arc  \  en  jetant  les  yeux  sur  Téquation  pro- 
posée, il  reconnut  de  suite  le  cas  de  la  division  d'un  arc  en  quarante- 
cinq  parties  égales  et  dans  la  corde  donnée  le  côté  du  pentédécagone 
inscrit  :  il  put  doue  immédiatement  faire  savoir  à  Adrien  Romain 
que  la  solution  de  son  problème  était  donnée  par  la  valeur 
de  2  sîn  i()'.  Mais  il  avait  également  découvert  qu'à  une  corde  donnée 
correspondaient  non  seulement  l'arc  sous- tendu  par  cette  corde, 
mais  encore  tous  les  arcs  formés  de  cet  arc  fondamental,  augmenté 
d'un  nombre  quelconque  de  circonférences,  et  que,  par  conséquent, 
les  cordes  différentes  de  la  quarante- cinquième  partie  de  chacun 
de  ces  arcs  étaient  autant  de  solutions  de  la  question.  On  sait  que 
ces  cordes  sont  au  nombre  de  quarante-quatre,  dont  vingt-deux  po- 
sitives et  vingt-deux  négatives.  Mais  Viète  n'envoya  h  Adrien 
Romain,  le  lendemain,  que  les  vingt-deux  autres  solutions  posi- 
tives, car  à  cette  époque  on  rejetait  sans  l'examiner  toute  solution 
négative. 

Les  circonstances  particulières  qui  se  produisirent  n  propos  de  la 
solution  de  ce  problème  par  F.  Viète  firent  grand  bruit,  et  elles  nous 
ont  été  conservées  par  Tallemant  des  Réaux  dans  ses  Historiettes. 
Nous  avons  rapporté  ailleurs  cel  intéressant  récit;  nous  nous  con- 
tenterons de  le  résumer  ici  en  quelques  lignes. 

Henri  IV  faisait  à  Fontainebleau,  où  son  Conseil  d'Etat  l'avait 
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suivi,  à  Tambassadeur  des  Ktats  de  Hollande,  les  honneurs  de  son 
royaume,  en  lui  nommant  ses  hommes  les  plus  remarquables.  L'am- 
bassadeur ayant  fait  observer  qu'il  n'y  avait  pas  de  mathématiciens 
en  France,  puisque  Adrien  Romain,  dans  son  déii  aux  géomètres  du 
monde  entier,  n'en  nommait  aucun  (  '  ),  le  roi  lui  répondit  qu'il  en 
avait  un  et  très  excellent.  Il  fait  appeler  V  iète.  On  lui  présente 
le  problème  d'Adrien  Romain.  Après  l'avoir  lu,  il  en  crayonne 
immédiatement  une  solution  qu'il  remet  à  l'ambassadeur,  et  le 
lendemain  il  lui  en  envoie  vingt-deux  autres.  Adrien  Romain,  jus- 
tement émerveillé,  quitte  brusquement  Louvain  et  ses  affaires  pour 
se  rendi*e  à  Paris  et  faire  connaissance  avec  le  très  excellent  mathé- 
maticien du  roi.  Viète  était  parti  pour  Fontenay-le-Comte  :  Adrien 
Romain  l'y  suit  et  passe  un  mois  avec  lui.  N'est-il  pas  évident  que, 
si  F.  Viète  n'avait  pas  résolu,  et  au  delà,  le  problème  tel  que  le 
géomètre  belge  l'avait  compris,  celui-ci  n'aurait  pas  tout  quitté  pour 
accourir  en  toute  hâte  se  mettre  en  relation  avec  lui? 

Pour  nous  il  est  donc  incontestable  que  l'assertion  de  Fermât  au 
sujet  de  la  généralité  du  problème  en  question  n'est  aucunement 
fondée.  Il  y  a  plus:  la  solution  si  remarquable  du  grand  géomètre 
(le Toulouse,  il  l'avoue  lui-même,  ne  peut  s'appliquer  à  aucun  des 
exemples  donnés  par  Adrien  Romain  à  la  suite  de  l'énoncé  de  son 
problème,  car,  dans  tous,  le  terme  connu  est  une  corde  d'un  cercle 
dont  le  rayon  est  l'unité,  par  conséquent  plus  petite  que  2.  Or,  dans 
ce  cas,  la  solution  de  Fermât  conduit  à  une  expression  imaginaire 
irréductible,  quoique  toutes  les  racines  de  l'équation  soient  réelles. 
En  efiet,  sa  méthode,  basée  sur  une  propriété  de  l'équation  des  Sec- 
tions angulaires  qui  permet  d'appliquer  pour  la  recherche  de  l'une 
de  ses  racines  un  procédé  de  résolution  analogue  à  celui  des  équa- 
tions réciproques,  consiste  à  poser  dans  cette  équation 

X  —-  * ou      )  H • 

En    désignant  par  p    le   terme   connu,  l'équation  transformée 


(')  11  serait  intéressant  de  connaître  la  liste  des  mathématiciens  du  monde  entier 
(lounéc  en  tète  du  défi  d'Adrien  Romain,  si,  par  un  hasard  heureux',  quelque  exemplaire 
lie  ce  deii  se  trouvait  aux  mains  d'un  bibliophile  ou  dans  quelque  bibliothèque. 


VlltMlÉHË   CAKTII-:. 


ulk-  a  |iuur  racine 
d'où 

Or,  lor5(|ii('  p  '<^  a,  la  valeur  de  x  se  présente  sous  la  forme  imaj^i' 
iiaire  in-éduulihli;,  et  o-petiJaiit  l'Ue  est  réelle. 

Unuiotsuulemi-iit  sur  les  (iemiéres  lignes  delà  Lettre  de  Fermai; 
nous  jtcnsuus  que  si  ce  grand  géomètre  avait  tenté  de  cIrtcIilt 
au  delà  du  qualriètne  degré  les  autres  solutions  de  l'équalion 
des  Sections  angulaires,  il  n'y  serait  pas  arrivé;  ear,  après  a\oir 
abaissé  le  degré  de  l'équation  au  moyen  de  la  racine  donnée  par  sa 
méthode,  on  retombe  sur  une  équation  ordinaire  d'un  degré  supé- 
rieur, eoinpliquée  de  radicaux,  et  que  l'on  ne  jieul  résoudre  que  par 
approximation. 


SDR  LA  LOI  DE  RËGIPROGITÊ; 
Pub  m.  KROKECKER. 

I. 

Soient  r  et  ,ï  duux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  /,  *«,  it 
trois  nombres  impairs  ;  soient  enfin  7^dri,o=  :2zi,E=^ii,les 
signes  étant  cboisis  de  façon  que  yl,Siii,  El  soient  positifs.  Si  l'on 
pose,  en  généralisant  une  expression  donnée  par  Eiseusieiu. 

.     3r*ff 

1-^'  (^)=U-^    !'  =  ■■' il"-')l. 

on  peut  remarquer  tout  d'abord  que  ce  produit  conserve  la  même 


r     ^ 


•  ' 


MÉLANGIiS.  183 

» 

valeur  lorsqu'on  rétend  à  tous  les  systèmes  de  -^  (e/i  —  i)  nombres 
À,  qui  forment,  pour  ainsi  dire,  un  demi-système  do  résidus  relati  - 
vement  au  module  n^  c*esl-à-dire  dont  tous  les  restes,  pris  de  ma- 
nière à  être,  en  valeur  absolue,  moindres  que  —  »  sont  diilérents.  Le 

symbole  f-J»  déGni  par  Téquation  (•)!•),  jouît  des  propriétés  sui- 
vantes. 

1.  Sa  valeur  est  zéro  ou  ii=  i  :  elle  est  zéro  si  r  et  /i  ont  un  coni- 
mon  diviseur,  car  alors  un  des  facteurs  du  numérateur  s'annule 
évidemment;  elle  est  ±  i  quand  les  deux  nombres  r  et  /i  sont  pre- 
miers entre  eux,  car  chaque  facteur  du  numérateur  coïncide,  abs- 
traction faite  du  signe,  avec  un  .facteur  du  dénominateur. 

2.  La  définition  conduit  immédiatement  aux  relations 


m-'-  (-^)--' ■ 


Or,  comme  on  a 

©=11 


2  DOS >        [A-  =  I,   1,    ,  .  .y  \[tn  —  l)], 


n 


le  nombre  des  facteurs  négatifs  cos- —  étant  5-(£/iili  i)etayant  la 
même  parité  que  {{ri^ —  i),  il  s'ensuit 


^)=' 


n-  ~  I 


•) 


3.  La  remarque  faite  au  début  sur  les  systèmes  des  nombres  k 
montre  que  Ton  peut  écrire 


sm 


(^)  =  n  .    arL     f*  =  ''' i(«''-'ï]. 


k    sm 
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et  par  suîlc  que  Ton  a 


/  \ 


m=(^ 


i.  En  prenant  /•=  ///  et  en  mettant  à  la  place  des  nombres  A  Us 
nombres  \i  n  ~f- 1 )  A,  il  vient 

Sin 

A      sin-  - 
n 

où  les  A  forment  un  demi-système  de  résidus  par  rapport  au  dio- 
dule  n\  puis,  en  utilisant  les  relations 

^sin//#r'       .--^       .     f  Iit:          \       ,     [  h-r:  \ 

0  — :  ^^  I   I  2  Sin  ( h  I'  )  2  Slll  ( I'  I  , 

sm i»        Xm.  \  m         I  \m  I 


l(u,-x)  /rfi\       /  0  \  /m\       /om\ 


on  arrive  à  Téqualion 

OÙ  le  produit  s'étend  aux  j{^rn —  i)  nombres  h  et  aux  j(e« — 0 
nombres  A  qui  forment  les  uns  un  demi-système  de  résidus  par 
rapport  au  module  m,  les  autres  uu  demi-système  de  résidus  pur 
rapport  au  module  n. 

L'équation  (ijb)  subsiste,  il  convient  de  le  remarquer,  lors  même 
que  m  est  un  nombre  pair;  toutefois,  il  faut  prendre  alors  pour  A 
seulement  des  nombres  pairs,  remplacer  h  dans  un  seul  des  deux 
facteurs  du  second  membre  par  ^/w,  et  enfin,  partout  ailleurs,  faire 
parcourir  à  h  dans  les  deux  facteurs  \Sm  —  i  nombres  qui,  en  va- 
leur absolue,  soient  incongrus  entre  eux  et  avec  \m  par  rapport  au 
module  m. 

De  Téquation  (itl)  résulte  immédiatement  Téquation  de  récipro- 
cité 


Il       \  ni 
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3.  En  posant  /=  /•  -f-  mn  ou  /  =  r,  selon  que  r  est  pair  ou  im- 
pair, /  sera  impair  el  le  produit 


^)('t)    "-    {^ij)(^ 


sera  une  puissance  de  —  i  dont  Texposant  sera 

Je  même,  le  produit  (""/("tIi-JIt)  sera  une  puissance  de  —  i 
dont  Texposanl  sera 

La  différence  des  deux  exposants 

étant  paire,  on  a 

un )       YfiJ  \f^J 
t't  par  conséquent 


V«"/       \^i)\^) 


6.  Les  nombres  À'  formant  un  demi-système  de  résidus  par  rap- 
port au  module  /2,  à  chaque  nombre  k  correspond  un  nombre  A' 
pour  lequel  on  a 

r/-  ^  di  k'      (mod.  //  ) , 

(■l  par  suite 

.    9.  ri  77 


sin 


;Xl==/' (mod.//'; 

.     2/  r     ^ 


sin 
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De  là  résulte 


(  t  «  —  I  ; 


^     W    UW  ('-''•"'• 


k 


Si  n  est  un  nombre  premier,  le  produit  II  A  n'est  pas  divisible  par  //, 
et  dans  ce  cas  on  a,  par  conséquent, 

(r\  -  t«— i) 

-j~r'  (mod. /?;. 

Cette  dernière  congrucnce  montre  que,  si  n  est  un  nombre  pre- 
mier, le  symbole  (-)  défini  par  Téquation  (a,)  coïncide  avec  le 
symbole  de  Legendre,  et  ensuite  il  résulte  de  Téquation  (C)  que, 
si  n  est  un  nombre  quelconque,  le  symbole  (  -  j  est  identique  avec 
celui  qu*a  introduit  Jacobi  en  généralisant  le  symbole  de  Legendre. 

II. 

m  et  n  étant  supposés  premiers  entre  eux,  Tinterprétation  arith- 
métique de  Téquation  ((^V>)  donne  la  généralisation  du  Icmme  de 
Gauss,  qui  a  été  communiquée  par  M.  Schering.  Si  en  effet  les 
nombres  Â',  A'',  .  .  .  forment  un  demi-système  de  résidus  relative- 
ment au  module  71,  et  que  Ton  ait  toujours  pour  ce  module  . 

rA  ^=  0  A    ,      TA    =  |&   A    ^       ...       '^  p  zzz  zn  I ,      p    r^=  ZlZ  I ,       .  .  .  , , 

l'équation  [X)  donne  pour  le  symbole  (- )  la  définition  arithmé- 
tique 

entièrement  équivalenteà  celle  qui  apparaît  d'abord  sous  une  forme 
transcendante. 

L'interprétation  arithmétique  de  Téquation  (iJl)),  si  l'on  prend 


/l  =rr  1 ,   2,    •  •  •  1  î  (  '^'"  —  '  )j        /•  rr.  I  ,  SI,    .  .  .  ,  ^  (  •  Il  —   1    , 


«       %f 


*' 
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permet  de  définir  le  signe  de  (  -     j  par  le  signe  du  produit 

ou,  si  l'on  veul,  par  les  conditions 

(?)=-■•  (?)n(^-/„)>»- 

SU  OU  suppose,  comme  ouïe  fera  désormais  pour  plus  de  sim- 
plicité,/wel  n  positifs,  le  signe  de  f  —  |  est  le  signe  de 


^(^^) 


où  le  produit  s'étend  aux  valeurs 

hz=z  i^  2,  . . .,  ^(w  —  1),     /"  =  I,  2,  . . .,  ^(//  —  i). 

Le  produit  (ifl'))  ainsi  que  celui  qui  figure  dans  Téquation  (ilii;, 
s'annule  si  m  et  /z  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  ^  de  même,  la  dé- 
finition du  symbole  [  -  j  donnée  par  Téquation  (fX/)  peut  être  énoncée 

dételle  manière  que  la  coïncidence  avec  celle  qui  résulte  de Téquation 
t^  \  soit  encore  conservée  quand  r  et  «  ne  sont  pas  premiers  entre 

i*ux.  La  définition  arithmétique  du  symbole  f  -  )  donnée  par  Téqua- 

tioa  uC)  conduit  aussi  immédiatement  que  la  définition  (X)  aux 
propriétés  qu'expriment  les  équations  (A)  et  (xV)  ;  d'un  autre  côté, 
la  (léGnition  arithmétique  (an>'}  met,  tout  aussi  bien  que  la  défini- 
lion  (ifc),  Téquation  de  réciprocité  (B)  en  évidence  :  en  sorte  que, 
pour  lier  aux  définitions  arithmétiques  [X')  et  (ift>')  toute  l'analyse 
déduite  dans  le  §  I  des  définitions  correspondantes  [x)  et  (t)b),  et 
pour  constituer  de  cette  manière  la  théorie  complète  du  symbole 

M  î  il  ne  manque  plus  qu'un  procédé  purement  arithmétique  pour 

passer  de  Tune  à  l'autre^  on  y  parvient  aisément  comme  il  suit. 

Dans  la  définition  (''^'),  prenons  pour  les  nombres  A',  h^\  ...  les 
nombres  impairs  positifs  moindres  que  n  —  i  ;  chaque  produit  A/// 
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sera  congru  suivant  le  module  n  h  la  valeur  positive  ou  négali\e  de 

l'un  des  nonibnîs  /  suivant  que  la  partie  entière  E  (  —  )  de  I  —  j 

sera  paire  ou  impaire.  Par  suite,  le  symbole   (  — )  représente  une 
puissance  de  —  i  dont  l'exposant  est 

et  cette  somme,  en  vertu  de  la  relation 

peut  être  remplacée  par 


V 


E 


/  /;/  \ 


—  \      [/  — I,  ?.,...,  {[n—i]]. 


Or  c'est  évidemment  cette  même  puissance  de  —  i  qui  détermine 
lesîgne  du  produit  (iii>'),  puisque  El  —  ]  est  le  nombre  de  valeurs 

de  h  pour  lesquelles est  négatif. 

Ce  passage  de  la  définition  (d,')  à  la  définition  (ift,')  remplace,  au 
point  de  vue  arithmétique,  le  passage  de  la  définition  (^t)  à  la 
définition  (lili)  obtenu  par  la  méthode  d'Eisenstein  au  moyen  de  la 
formule  qui  donne  sin  nl\f  ;  de  môme,  il  remplace  chacune  des  dilîc- 
rentes  déductions  qui,  partant  dulenlmede  Gauss,  conduisent  à  la 
loi  de  réciprocité.  Mais  le  nœud  de  toutes  les  démonstrations  delà 
loi  de  réciprocité  qui  rentrent  dans  cette  catégorie  apparaîtra  plus 
nettement  encore  en  laissant,  comme  nous  le  ferons  désormais,  le 
lemmc  de  Gauss  de  côté  et  en  s'arretant  à  la  définition  ('Ub'). 


III. 

Le  symbole!  —  j  relatif  aux  nombres  positifs  impairs  wj,  n  étant 
défini  par  le  signe  de 

n(  !L^t\      r^'  -"=  »'  2,  ..  .,  .^(m  —  iT] 
\m      ///      LX  =1,2,  . .  .,  ^  ;// —  i)J' 
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I  équation  de  réciprocité 


!■  (=)(£)  =  i-)^'"""""" 

résulte  immédiatcmeut  de  cette  définition,  ainsi  que  la  relation 

De  là  résulte  aussi  que,  pour  les  nombres  positifs  impairs  /  et  /7/, 
congrus  entre  eux  suivant  le  module  n  et  par  suite  suivant  le 
module  2/7,  on  a 

a)=(")^ 

mais,  dans  le  cas  où  /  =  —  m  (mod.  /i),  on  aura 


ft 


Si  maintenant  on  a  hm  =  ±:  /'(mod.w),  en  désignant  les  nombres 
i' ou /!-- A' suivant  les  deux  cas  par  /*,  on  aura 


ainsi 


^t  par  suite 


En  appliquant  à  chacun  des  trois  symboles  l'équation  de  réciprocité 
2  )  et  en  permutant  /  avec  /î,  on  parvient,  comme  dans  le  §1,5,  à 
la  relation 


\mn)       \m)\nj 
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(|in  montre   que   le  symbole  déiini    précédemment  sera  idenliquc 
avec  celui  de   Legendre-Jacobi  si,  pour  le  nombre  premier  n,  le 

syniboliî  (  —  ]  est  -f-  i  ou  —  i ,  suivant  le  caractère  quadratique  de  m 

par  rapport  au  module  n.  Or  Téquation  (7),  pour  m  =  /,  jointe  à 
l'équation  (ji),  montre  d'abord  que,  pour  tout  résidu  quadratique 

/  de  77,  on  a  en  eiïet  (  -  j  =  i  •  si  maintenant  pour  un  seul  nombre 

/;/ le  symbole  (  — j  est  négatif,  m  sera  nécessairement  non-résidu, 

et  le  symbole  sera  —  i  pour  tous   les  non-résidus,  ainsi  que  cela 
résulte  des  équations  (|3)  et  (y^,  qui  montrent  qu'alors  on  aura 

si  /  est  résidu  quadratique  :  or  Im  peut  représenter  tous  les  non- 
résidus.  Il  ne  reste  plus  qu'à  prouver  que  pour  tout  nombre  n  il 

existe  un  nombre  m  qui  satisfait  à  Téquation  (  —  j  =  —  i.  Soit  d'a- 
bord/i^:^ —  I  (mod.  4))  il  suit  de  l'équation  (j3')  quepourm  =  aw—  1 
le  symbole  (  —  j  est  négatif^  si,  en  second  lieu,  /i  ^  5  (mod.  8)  et  si 
l'on  prend  m  =^(/i  -+-  i  ),  on  aura,  à  cause  de  ((3'), 


et  par  suite,  à  cause  de  (a), 


(?)— 


En  troisième  lieu,  si  le  nombre  n  est  de  la  forme  8  v  -^  1 ,  suppo- 
sons que  pour  tous  les  nombres  inférieurs  h  ri  existent  des  nombres 
insatisfaisant  à  la  condition  imposée  :  les  développements  précédents 

prouvent  l'identité  du  symbole  (  —  )  avec  celui  de   Legendre-Jacobi 

pour  tous  les  nombres  m  et  n  inférieurs  à  ri .  Or  le  ibéorème  de 
Gauss  (Disqu.  arithm,,  secl.  IV,  art.  129)  montre  qu'il  y  a  toujours 

au  moins  un  nombre  premier  m  inférieur  à  3  y^par  rapport  auquel 
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«'est  nou-résidu  quadratique  :  dès  lors,  les  deux  nombres  positifs  m  et 

«'—  2m  étant  inférieurs  à  n'.  ( j  est  identique  au  symbole 

de  Lcgendre-Jacobî,  et  par  conséquent  négatif,  it  l'équation  ((3) 


donne 


(«' —  9./?l\  //ï'\ 


et  enfin,  en  vertu  de  l'équation  de  réciprocité,  on  aura 


i^)- 


I. 


L'existence  de  ce  nombre  m,  pour  le  nombre  n\  complète  la 
démonstration,  par  voie  d'induction,  de  l'identité  du  symbole  défini 
par  le  signe  du  produit    . 

\m       nj      IjÇ-  ~i,  9.,  ..  .,  l(/i  —  i) 

avec  le  symbole  de  Legendrc-Jacobî. 

Les  développements  qui  précèdent  constituent  donc  une  démons- 
tration de  la  loi  de  réciprocité  qui  appartient  essentiellement  à  la 
même  catégorie  que  la  troisième  et  la  cinquième  démonstration  de 
Ganss.  Elle  a  cela  de  commun  aven  la  première  démonstration  de 
Gauss  qu'elle  ne  sort  point  du  domaine  delà  proposition  à  démontrer  ; 
file  lui  emprunte  en  outre  son  principal  point  d'appui,  à  savoir  le 
(liéorèmc  de  l'article  129  des  Disquisitiones  arithmelicœ,  et  aussi, 
du  moins  en  parne,  sa  marche  inductive.  Naturellement  la  troisième 
t*i  la  cinquième  preuve  de  Gauss,  et  toutes  celles  qui  rentrent  dans 
celle  catégorie,  peuvent  être  établies  de  la  môme  façon  que  les 
développements  précédents  et  débarrassées  du  lemme  de  l'article  108 
des  Disquisitiones  arilhmeticœ.  Si  l'on  voulait  se  rattacher  à  la  cin- 
(]nième  démonstration  de  Gauss,  il  faudrait  faire  abstraction  du 
^1,  utiliser  seulement  le  contenu  du  §11,  où  l'équation  de  réci- 
procité (a)  est  établie  en  regardant  le  symbole  (  —  j  relatif  à  deux 

nombres  premiers  entre  eux  m,  n  comme  défini  par  le  signe  du 
produit  des  résidus  par  rapport  au  module  //,  pris  en  valeur  absolue 
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inoîndre  que  -i  des  nombres 

m ,   7. m,   3 /li,  .  . ,  J  («  —  I  ]  m. 

De  celte  définllion  du  symbole  (  —  |  résultent  immédiatement  les 

\  "  ! 

équations  (.3),  ,'V),  (y\  et  Ton  a  tout  ce  qu'il  faut  pour  établir 

comme  plus  liant  l'identité  du  symbole  f  —  ]  avec  celui  de  Legcndro- 

Jacobî,  sans  avoir  besoin,  comme  dans  Tarticlc  1  de  la  cinquiènu' 
preuve  de  Gauss,  d'invoquer  le  lemme  de  l'article  106  des  Di\s{juiu- 
liones.  Or,  à  la  place  de  ce  lemme,  on  utilise  la  plus  importante  des 
propositions  sur  lesquelles  s'appuie  la  première  preuve  de  Gauss. 
Que  ce  soit  justement  cette  proposition  àTaide  de  laquelle  on  puisse 
éviter  les  congruencesde  degré  supérieur  qui  figurent  dans  lelemme, 
cela  me  semble  éclairer  une  fois  de  plus  le  caractère  profond  de  celle 
déduction  si  singulière  et  si  cacliée  qui  a  conduit  pour  la  première 
fois  à  la  démonstration  rigoureuse  de  la  loi  de  réciprocité  et  qui, 
tendant  directement  au  but  en  surmontant  tous  les  obstacles,  se 
présente  comme  une  épreuve  de  force  du  génie  de  Gauss. 


(I 
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!MBICH(E.-J.).-  ËTUDBSCiNBMATiQUES.  P^  (OaÇllÇ^fflar^r^^g.  In-8% 
95  pages. 

V      - 

Sous  ce  litre  M.  Habicli  vient  de  publier  t^^S^^ijàa^s,  dont  le 
premier  est  relatif  au  principe  des  aires,  !&■  J^ûuiïoa  la  courbe  de 
pursuile  et  le  troisième  aux  accélérations  d'un  ordre  quelconque 
dans  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Le  sujet  du 
premier  Mémoire  est  d'étudier  les  droites  qui,  en  accompagnant  un 
point  dans  sou  mouvement,  décrivent  des  aires  proportionnelles 
aux  temps  entre  la  trajectoire  et  leurs  enveloppes  respectives,  et 
<le  démontrer  que  Taccélération  ne  peut  coïncider  avec  une  de  ces 
droites  que  dans  le  cas  où  elle  passe  par  un  centre  fixe.  On  pourrait 
arriver,  comme  l'indique  M.  Habich,  à  ces  résultats  en  partant  du 
théorème  fondamental  très  simple  que  le  point  de  contact  m^ec 
son  enveloppe  d'une  droite  perpendiculaire  au  rayon  de  courbure 
le  la  trajectoire  et  tracée  par  le  point  dont  la  distance  à  la  tra- 
jectoire est  inversement  proportionnelle  à  la  vitesse  se  trouve  sur 
la  direction  correspondante  de  l'accélération. 

Dans  sou  étude,  que  M.  Habich  étend  aux  trajectoires  quel- 
conques, il  emploie  des  coordonnées  particulières,  auxquelles  il 
donne  le  nom  de  tangentielles  polaires,  et  qui  sont  une  généralisa- 
tion des  coordonnées  polaires  ordinaires,  généralisation  qui  consiste 
a  supposer  que  le  rayon  vecteur,  au  lieu  de  passer  constamment 
par  uu  centre  fixe,  reste  tangent  à  une  courbe  donnée. 

Le  second  Mémoire,  relatif  a  la  courbe  de  poursuite,  a  pour  objet 
de  donner  une  solution  générale  de  celte  question,  à  quoi  se  prêtent 
exceptionnellement  les  coordonnées  de  M.  Habicli. 

f-a  question  est  de  déterminer  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  trajectoires  parcourues  par  deux  mobiles  dont  les  vi- 
tesses  et  les  angles  de  relèvement  sont  liés,  à  chaque  instant  du 
'mouvement,  par  des  relations  connues, 

ParTangle  de  relèvement,  terme  de  marine,  on  comprend  Tangle 
lormépar  la  droite  qui  unit  les  deux  mobiles  avec  la  direction  de 
leurs  vitesses. 

M.  Habich  fait  voir  que  la  question  revient,  dans  le  système  tan- 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  Série,  t.  IV.  (Juin  1880.)  l3 
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gentiel  polaire,  à  la  transformation  définie  par  les  deux  relations 

où  n  et  rii  sont  les  longueurs  des  normales,  et  /x  et  ^i  les  angles  de 
relèvement  ou  leurs  compléments. 

Le  cas  de  la  courbe  de  poursuite  ordinairement  considéré  est  com- 
p  rs«lans  la  forme  particulière 


F,(^^,p)=:0.       ^,  =  1 


M.  Habicli  donne  plusieurs  applications  et  étudie,  en  outre,  la 
courbe  du  chien  d'une  manière  plus  générale  et  diflércnte  de  ce 
qu'on  fait^  il  donne  le  moyen  de  trouver  son  équation  entre  le 
rayon  de  courbure  et  l'angle  de  déviation. 

Parmi  les  diverses  questions  traitées  dans  cette  étude,  nous  re- 
marquerons particulièrement  le  théorème  qui  a  pour  objet  de  dé- 
terminer le  point  de  contact  avec  son  enveloppe  d'une  droite  qui 
coupe  deux  courbes  données  sous  des  angles  fx  et  fi| ,  liés  par  une 
relation  quelconque 

En  posant 

df     df 

nous  énoncerons,  d'après  M.  Ilabicli,  le  théorème  suivant  : 

Pour  avoir  te  point  de  contact  d'une  droite  mobile  MM|  ^ui 
rencontre  deux  courbes  (T)  et  (T|)  [leurs  normales)  sous  des 
angles  liés  par  une  relation  quelconque,  on  abaissera  du  centre 
de  courbure  K^  de  la  courbe  (T| )  une  perpendiculaire  K^Psur 
la  droite  MMi  et  on  la  prolongera  de  manière  à  rencontrer  en  11 
la  droite  tracée  par  le  point  M  i  parallèlement  à  la  normale  en  M 
à  la  courbe  (T).  Portant  maintenant  à  partir  du  pied  V  de  la 
perpendiculaire,  dans  le  sens  Pli  ou  en  sens  opposé,  suivant  que 
a^o,  une  longueur  PI  =  a.PH,  on  déterminera  un  point  I  tel 
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(jue  la  droite  qui  le  réunit  avec  le  centre  de  courbure  K  de  la 
ligne  (T)  rencontre  la  droite  mobile  MM|   au  point  de  contact 

cherché, 

L  auteur  donne  de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique 
très  simple  et  l'applique  à  plusieurs  cas  particuliers. 

Le  troisième  et  dernier  Mémoire  a  pour  objet  Tétude  des  accélé- 
rations des  divers  ordres  dans  le  mouvement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan. 

G)mme  introduction,  M.  Habicli  étudie  les  conditions  de  Téqui- 
Hbre  et  du  mouvement  d'un  point  M  soumis  à  l'action  des  forces 
proportionnelles  aux  distances  aux  centres  fixes  et  inclinées  sur  ces 
droites  d'un  angle  constant.  Il  démontre  que  la  question  de  Téquî- 
libre  se  ramène  à  considérer  le  point  M  comme  soumis  uniquement 
à  deux  forces  proportionnelles  aux  distances  à  deux  centres  parti- 
culiers £ir  et  ûp,  et  dirigées  la  première  suivant  MI2r  *ît  la  seconde 
perpendiculairement  à  Mi2^,  et  que  par  suite  le  centre  de  l'équi- 
libre £i  se  trouve  sur  la  circonférence  tracée  sur  ClrO,p  comme 
diamètre,  etc.  Dans  l'étude  du  mouvement,  qui  se  réduit  à  celui  qui 
serait  produit  sous  l'action  d'une  force  proportionnelle  à  flM  et 
inclinée  d'un  angle  constant  sur  cette  droite,  sont  compris  comme 
cas  particuliers  tous  ceux  qui  se  produisent  sous  l'action  des  attrac- 
tions et  répulsions  proportionnelles  aux  distances  aux  centres. 

Â  la  fin  de  l'étude,  M.  Habich  ajoute  des  observations  sur  le  cas 
généra]  du  mouvement  d'un  point  soumis  à  une  force  quelconque, 
mais  qui  forme  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  partant  du 
pôle.  U  étudie  avec  beaucoup  de  détails  la  spirale  logarithmique, 
qui  est  une  solution  particulière  (intégrale  particulière),  dans  le 
cas  où  la  force  est  proportionnelle  à  une  puissance  quelconque  de  sa 
distance  au  centre. 

Passant  à  la  question  du  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan,  qui  revient  au  roulement  d'une  certaine  courbe  (C^  )  du  plan 
mobile  sur  une  courbe  (C)  du  plan  fixe,  M.  Habich  commence  par 
le  cas  simple  du  mouvement  que  M.  Resal  appelle  géométrique  et  qui 
est  caractérise  par  la  vitesse  angulaire  constante.  Dans  ce  cas,  les 
positions  des  centres  instantanés  des  accélérations  ne  dépendent 
que  des  relations  géométriques,  des  rayons  de  courbure  successifs, 
des  lignes  (C|  )  et  (Cj)  correspondant  au  point  de  contact,  et,  par 
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conséquent,  ces  centres  persistent  dans  leurs  positions,  quelle  que 
soit  la  relation  de  l'angle  de  rotation  avec  le  temps,  si  les  courbes  (C,  i 
et  (CJ  et  leurs  positions  rclativcîs  restent  les  mêmes. 

Passant  maintenant  au  cas  général  oiï  la  vitesse  angulaire  est  va- 
riable avec  le  temps,  IVI.  Habicli  démontre  que  raccélération  d'un 
ordre  quelconque  d'un  point  M  de  la  ligure  mobile  dépend  delà 
position  des  centres  instantanés  du  mouvement  géométrique  et  do 
la  relation  qui  lie  l'angle  de  rotation  avec  le  temps,  et  il  résume 
cette  dépendance  comme  il  suit  : 

IJ accélération  de  l'ordre  n  d'un  point  M  de  lajigtire  mobile 
est  la  résultante  de  n  composantes  relativ^cs  aux  centres  instan- 
tanés géométriques  jusf/uà  l'ordre  n  inclusiv^ement,  ces  compo- 
santes étant  proportionnelles  aux  distances  du  point  M  à  ces 
centres^  et  leur  direction  perpendiculaire  ou  parallèle  à  ces  droites 
suiwant  que  le  centre  est  d'ordre  impair  ou  pair. 

Par  ce  tliéorèmc,  la  question  des  accélérations  se  trouve  ramenée 
à  celle  des  forces,  étudiée  dans  l'Introduction. 

Comme  application,  M.  Ilabicli  considère  les  accélérations 
ordinaires  (du  second  ordre)  et  donne  comme  exemple  spécial  le 
mouvement  conclioïdal. 

Nous  citerons  ici  le  cas  particulier  du  mouvement  d'une  droite 
qui  représenterait  le  rayon  vecteur  d'une  courbe  et  qui  satisferait 
dans  son  mouvement  au  principe  des  aires.  M.  Ilabich  arrive  dans 
ce  cas  à  une  nouvelle  expression  de  l'accélération  centrale, 

p 

où  C  est  la  vitesse  aréolaire  constante,  r  le  rayon  vecteur  et  /  la 
longueur  de  la  tangente  menée  du  point  mobile  M  à  un  cercle  par- 
ticulier. Ce  dernier  a  pour  diamètre  la  longueur  de  la  normale  po- 
laire de  la  courbe  lieu  de  l'extrémité  N  de  la  sous-normale  de  la  tra- 
jectoire, prise  sur  la  direction  delà  normale,  mais  symétriquement 
par  rapport  au  point  N. 

En  terminant  ce  résumé  de  la  publication  de  M.  Habich,  nous 
exprimons  le  regret  que  ces  intéressantes  et  originales  études  n'aient 
pas  été  revues  sur  les  épreuves  par  leur  auteur  et  ainsi  n'aient  pu 
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échapper  à  certaines  erreurs  de  détail  qui  ne  se  rencontrent  pas 
dans  les  originaux  espagnols  {*), 


UÂSCQKE.    —   UeBEB  EIN  DREIPAGH   ORTHOGONALES  FlaCHENSYSTEM    GEBILDET 

acsFlÂciien  dritter  Ordnung.  Inaugural-Dissertation.  Goettingen,  1880. 

Dans  le  Tome  82  du  Journal  de  Borchardt,  M.  A.  Wangcrin 
s'est  occupé  du  système,  connu  depuis  longtemps,  formé  de  cy- 
(lides  homofocales.  Il  en  a  découvert  une  propriété  nouvelle  et 
fort  importante  en  prouvant  que  Ton  peut  obtenir  une  infinité  de 
solutions  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d^y      d^9      â^f 

delà  forme  ^J^{p)J^i(pi)j2{p2)'i  ^^  p,PiiP2  sont  les  paramètres  des 
trois  familles  de  surfaces,  où  ÙV  désigne  une  fonction  de  p,  pi ,  p2<i  et 
^^f[P)'iJ'i{p*)f/^{pi)  *^^^  trois  fonctions  devant  satisfaire  à  des 
équations  linéaires  du  second  ordre  qui  contiennent  une  même 
constante  arbitraire.  M.  Darboux,  après  avoir  vérifié  ce  résultat 
par  une  méthode  qui  lui  est  propre,  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'académie  des  Sciences,  s'est  proposé  de  rechercher 
tous  les  systèmes  orthogonaux  jouissant  d'une  propriété  analogue, 
tt  il  a  vu  que  ces  systèmes  devaient  avoir  comme  première  pro- 
priété que  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  fût  donnée 
par  une  expression  de  la  forme 

^J'  =  j^(S,S,r/p*  -t-  SS,^pJ  +  SSj^oJ), 

où  Si  désigne  une  fonction  ne  dépendant  pas  de  la  variable  p/.  En 
d  autres  termes,  le  système  triple  orthogonal  devait  être  composé 
exclusivement  de  surfaces  susceptibles  d'être  divisées  en  carrés  infi- 


[*)  Nous  apprenons  par  M.  Gauthier-Villars  que  l'auteur  a  envoyé  un  erratum  qui 
^n  joint,  et  qu'il  se  propose  de  continuer  la  publication  de  ses  études  cinéma- 
ïiques. 
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nimeiit  petits  par  leurs  lignes  de  courbure.  Or,  dans  un  beau 
Mémoire  inséré  au  Journal  de  Liouville  en  i844  (t-  IX,  p.  ia4/' 
M.  Bertrand  avait  reconnu  que  cette  propriété  géométrique  appar- 
tient nécessairement  à  tous  les  systèmes  isothermes,  ce  qui  avaii 
conduit,  en  1866,  M.  Darboux  à  rechercher  tous  les  systèmes 
orthogonaux  formés  de  surfaces  pouvant  être  découpées  en  carrés 
infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure.  Le  beau  théorème 
de  M.  Â.Wangerin  donnant  encore  plus  d'intérêt  à  la  question  que 
s'était  proposée  M.  Darboux,  ce  géomètre  a  repris  en  1878  sa  pre- 
mière solution  restée  incomplète,  et  nous  avons  indiqué  (  •  )  les  ré- 
sultats qu'il  a  obtenus. 

Dans  sa  Dissertation  inaugurale,  M.  Maschke  s'est  proposé 
l'étude  géométrique  de  l'un  des  systèmes  trouvés  par  M.  Darboux, 
celui  pour  lequel  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  est 
donnée  par  la  formule 

les  constantes  m,  //,  /^^  .  • .  satisfaisant  aux  conditions 

m  -f-  /W|  -I-  /?î,  =  o, 

/ï  -I-   /l|  -4-  w,  =:  G, 

P^  Pi-^  Pi=  o. 

La  marche  suivie  par  l'auteur  est  synthétique^  il  remarque  qui* 
Ton  connaît  déjii  un  système  triple  orthogonal  formé  de  surfaces  à 
lignes  de  courbure  plane,  et  que  dans  ce  système,  dont  on  doit  la 
connaissance  à  M.  Darboux,  les  trois  quantités  H,  H|,  H2  de  Lamé 
ont  pour  expressions 

Il  — -=.    H > 

R,        R  4-  Rj  -h  R, 

vpi      (p-^pi-+-Pf)vpi 

--  R«  R  -f-  R|  •+-  R« 

VPï       l  P  -+-  Pi  -^  Pi  )  Vpî 


(*)  lluUctht,  III,,  aa4  et  »uiv. 
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où  R,-  désigne  une  fonction  do  p^,  tandis  que  les  coordonnées  rec- 
UDgnlaires  sont  données  par  les  formules 

X=: <2^p    -f-    I   7:^-» 

R  ^-  R,  -h  R,      -      rK'hx 

^2v//>i-f-    /    — =-' 

P  ■+-  Pi  H-  Pi  J      VPi 

__  _  R  -4-  Ri  -f-  R,      r-       rîk.'^?» 


r=  — 


et  il  se  propose  de  chercher  si  Ton  ne  peut  pas  disposer  des  fonc- 
tions R,  R|y  R2  de  telle  manière  que  ce  système  formé  de  surfaces 
alignes  de  courbure  planes  devienne  identique  à  celui  qu'il  s'agit 
(1  étudier.  Cette  recherche  est  couronnée  de  succès,  et  Tauteur  ob- 
tient ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour  étudier  le  système 
triple  orthogonal  en  question^  cette  méthode  est  tout  à  fait  diilé- 
rente  de  celle  qui  a  été  suivie  par  M.  Darboux  dans  son  Mémoire. 
Après  avoir  obtenu  toutes  les  formules  nécessaires,  M.  Maschke 
vtudie  les  propriétés  géométriques;  il  montre  que  le  système  ortho- 
gonal est  identique  à  celui  qui  a  été  étudié  par  M.  W.  Roberts 
Journal  de  d'elle,  t.  62)  et  dont  l'existence  résulte  du  théorème 
suivant  : 

5/  Von  mène  d*un  point  déterminé  de  Vun  des  axes  d'un  sys~ 
terne  de  surfaces  homofocales  du  second  degré  des  plans  tangents 
à  ces  surjaces,  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  cyclide  de 
Oupin  du  troisième  degré.  Si  le  point  décrit  l'axe,  on  obtient 
unefoinille  de  cjrclides.  Les  trois  familles  correspondantes  aux 
trois  axes  se  coupent  à  angle  droit. 

Ce  théorème  remarquable  a  déjà  été  l'objet  des  études  de  diffé- 
rents géomètres,  et  il  a  été  établi  géométriquement  par  M.  A.  Picard 
dans  les  Nou\f elles  Annales. 

L'auteur  fait  ensuite  connaître  quelques  propriétés  géométriques, 
et  il  recherche,  en  terminant,  si  le  système  jouit  d'une  propriété 
analogue  à  celle  qui  a  été  signalée  par  M.  A.  Wangeriu  pour  le  sys- 
tème des  cyclides  générales.  Il  arrive  à  cette  conclusion  qu'il  y  a 
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srulL'iiu'iil  huit  ioiiclioiis  de  la  forme 

satisfaisant  à  récjuatîon  aux  dérivées  paitielles  du  potentiel. 


MÉLANGES. 

DEUX  NOUVELLES  LETTRES  MATHÉMATIQUES  INÉDITES  DU  P.  JAQUEMET, 
DE  L'ORATOIRE,  DE  LA  MAISON  DE  VIENNE  (DAUPHINÉ); 

Publiées  par  ARISTIDE  MARRE. 


I. 

Lors  quune  équation  na  pas  alternativement  4-  et  —  dans  tous 
SCS  termes  ou  ce  qui  est  la  mesme  chose  lors  quelle  na  pas  +  dans 
tous  ses  termes  impairs  et  —  dans  tous  ses  termes  pairs,  on  demande 
une  méthode  générale  pour  pouvoir  luy  donner  celte  forme.  Pour 
cela  1°  je  remarque  quune  équation  ayant  cette  suite  alternative  des 
signes  4-  et  —  dans  tous  ses  termes,  sî  on  augmente  chacune  de  ses 
racines  d'une  grandeur  positive  quelconque,  lequation  transformée 
qui  en  proviendra,  aura  encore  la  mesme  suite  alternative  des  signes 
-h  et  —  dans  tous  ses  termes  comme  il  est  évident  par  loperation 
mesme  etc.  Cela  posé  a®  soit  lequation 

laquelle  a  la  disposition  la  plus  opposée  à  celle  qu'on  demande, 
puîsqu'excepté  le  premier  terme,  elle  a  -+-  partout  ou  elle  devroit 
avoir  — ,  et  —  ou  elle  devroit  avoir  4-  \  3°  je  remarque  que  lequation 
F  est  le  produit  de  a:  4-  en  par  lequation 

I 

i  I  I 
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dans  laquelle  la  disposition  des  signes  est  telle  qu'on  la  demande, 
et  pr  conséquent  que  les  racines  de  lequation  F  sont  lune  la 
grandeur  négative  —  e/i  et  les  autres  les  mesmos  que  celles  di^ 
Tequation  C.  Cela  estant  4^  si  on  augmente  chaque  racine  de 
lequation  F  de  la  grandeur  positive  -h  inon  aura  lequation  trans- 
formée B  dont  les  racines  seront  l'une  — En-+-e/i  =  o  et  les 
autres  les  mesmes  que  celles  de  lequation  C  augmentées  chacune 
Je  la  grandeur  positive  -|-  c  n,  5°  or  je  dis  que  cette  équation  B  aura 
la  suite  alternative  des  signes  que  Ion  demande  excepté  au  dernier 
Je  ses  termes  qui  sera  zéro,  car  par  i^  et  3°  sup.  si  on  augmente 
chacune  des  racines  de  lequation  C  de  la  grandeur  positive  +en^ 
on  aura  une  équation  G  dont  tous  les  termes  auront  alternativement 
+  et  — ,  mais  multipliant  lequation  G  par  son  inconnue  +  ou  — 
zéro  ou  simplement  par  son  inconnue,  ce  qui  ne  change  rien  à  la 
suite  des  signes,  on  aura  une  équation  dont  tous  les  termes  auront 
alternativement  -h  et  —  excepté  le  dernier  terme  qui  sera  zéro,  et 
cette  équation  sera  lequation  B  par  4°  sup.  puisque  ses  racines  sont 
lune  zéro  et  les  autres  les  mesmes  que  celles  de  lequation  C 
augmentées  chacune  de  la  grandeur  positive  -h  €n  donc  etc.  6®  On 
peut  voir  dans  Schootcn  sur  le  troisième  livre  de  la  géométrie  de 
M.  Descartes  lettre  H  (*)  la  manière  de  se  servir  de  l'équation  F 


C)  Si  l'on  compare  la  leUre  du  P.  Jaquemet  au  passage  de  Schooten  auquel  il 
reoToie  son  correspondant,  on  est  conduit  à  la  proposition  suivante  : 
Considérons  une  équation  algébrique 

(F)  jf"-h...   —  A^j:"-'H-...   —  A^ar^*-h...=  o, 

dont  nous  n'écrÎTons  que  les  termes  négatifs.  Pour  trouver  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  cette  équation,  comparons-la  à  la  suivante, 


X"—  a*"-*—  /la'jc"-"—  «•a'o:"-^  — . .  .= 


A)  X"—  a*"-*—  /la^jc"-"—  «•a'o:*-^— . .  .=  o, 

qui  n'a  qu'une  racine  positive  dont  la  valeur  est  n  a.  Tout  nombre  supérieur  à  net, 
rendra  le  premier  membre  de  (A)  positif,  et  il  rendra  aussi  le  premier  membre  de 
(F)  positif  si  l'on  a 


t     • .  • 


Si  donc  on  considère  les  quantités 


"V'^"^^'"^''  '^"^'''  "" 
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comme  dane  règle  ou  dune  formule  pour  connoitre  quelle  doit  être  la 
valeur  de  n  dans  la  grandeur  positive  +  e/i  dont  il  faut  augmenter 
chaque  racine  dune  équation  aQn  quelle  ayt  la  suite  des  signes  + 
et  —  dans  tous  ses  termes.  7**  On  pourroit  prendre  lequation 


s  —  I       (  —  a       a«-h3-.- 

X X  — 5 —  «'^-* 

1  a  3 

c  —  I       (  —  a      ( — 3      38  —  4    L 

X X-T-  -^ ^ii*x-* 

1234 

8  —  I       C  —  a      c  —  3      «  —  4      4*  —  5    j    _j 
I  a  o  4-  ^ 


-«-1 


laquelle  est  le  produit  de  x  +  e  71  par  lequation  H  x  —  e  /i  et  seu 
servir  comme  dune  règle  ou  dune  formule  comme  de  lequation  F. 
8*^  Si  on  compare  ensemble  ces  deux  formules  on  verra  que  dans 
Tune  et  dans  lautre  les  premiers  et  deuxièmes  termes  sont  les 
mesmeS)  que  depuis  le  troisième  degré  lequation  4>  a  le  troisième 
terme  plus  grand  mais  les  termes  suivans  plus  petits  que  lequation 
F,  don  Ion  peut  connoitre  que  Ion  ne  doit  se  servir  de  la  formule  4> 
que  lorsque  la  plus  grande  valeur  de  n  est  donnée  par  le  troisième 
terme  soit  par  exemple  P  x'4-2x' — i70x-f-36o=o.  Par  la 
formule  F  on  aura  i*  w  =  2,  2®  3/i^=  170  et  n  entre  7  et  8,3" 
gn*  =  36o  et  n  entre  3  et  4?  ce  qui  donne  8  pour  la  plus  grande 


la  plus  grande  de  ces  quantités  sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation  (F). 

Cette  rèfrle  est  semblable  à  celles  que  l'on  attribue  à  Maclaurin.  Dans  les  deux  cas, 
le  nombre  que  l'on  détermine  dépend  exclusivement  de  la  valeur  et  de  la  place  des 
coefficients  négatifs,  et  il  est  supérieur  au  plus  petit  nombre  qui  rendrait  positif  le 
premier  membre  de  l'équation  auxiliaire 

x^ —  A^Jt^'—  A^x"-^— . .  .=  0, 

et  par  conséquent  aussi  le  premier  membre  de  l'équation  proposée. 

Le  P.  Jaqucmet,  au  lieu  de  chcrcbcr  une  limite  supérieure  des  racines  positive», 
détermine  une  limite  inférieure  des  racines  négatives;  mais  on  sait  que  l'un  de  ce» 
problèmes  est  équivalent  a  l'autre.  G.  D. 


MÉLANGES.  ao3 

valeur  de  n.  Par  la  formule  4>  on  aura  i»  /i  =  2,  2*^  5/i*  =  170  et  n 
entre  5  et  6,  3"  3/i'  =  36o  et  n  entre  4  <^t  S?  <^c  quî  donne  6  pour 
la  plus  grande  valeur  de  n.  Ainsi  la  grandeur  +  tn  seroit24  par  la 
formule  F  et  elle  n'est  que  18  par  la  formule  4>  ce  quî  est  un  peu 
plus  simple,  mais  comme  il  n'y  a  que  le  troisième  terme  seul  qui 
soitavantagcux  àlaformulc4>on  peut  dire  que  généralement  parlantla 
fonnnleFestlaplus  simple.  9"  AyantPa:^+  7,x^ —  1 70  j: -f- 36o  =  o 


si  a  X  on  substitue  170  -h  i  —  y  on  aura  une  transformée  dont  les 
racines  positives  seront  les  négatives  de  P,  et  les  négatives  les  posi- 
tives de  P  augmentées  chacune  de  +  171  et  dont  tous  les  termes 
auront  alternativement  -+-  et  —  ;  et  si  on  avoit 

P    x^ — 24:*— 1700: — 36o=o 


il  faadroit  par  cette  méthode  substituer  a  x  36o  + 1  — y  ou  au 

moins  170  +  2  +  1  — y^  au  lieu  que  dans  lun  et  lautre  cas  il  ne 
faut  substituer  a  x  que  j^  —  3x8  ou  mesme  j-  —  3  X  6  ce  qui  est 
bien  plus  simple.  10^  M.  Descartes  dans  le  cas  particulier  de  la 
formule  F  pour  le  sixième  degré  demande  une  autre  condition  qui 
est  que  le  coefficient  du  troisième  terme  soit  plus  grand  que  le 
quarré  de  la  moitié  de  celuy  du  second,  ceste  condition  se  trouve 
lousjours  remplie  dans  la  transformée  de  lequation  B  et  par  con- 
séquent dans  celle  de  lequation  P  pourvu  i^  que  la  valeur  de  e  soit 
au  moins  3,  et  2«que  le  coefficient  du  second  terme  de  Pnayt  point 
le  signe  —  car  pour  lors  elle  peut  netrc  point  remplie.  Soit  par 
exemple  Px' — 180:^ —  12a:  —  36o  =  o.  La  seule  valeur  de  n  et 
par  conséquent  la  plus  grande  est  ti  =  2  que  donne  3  n^  =  1 2.  On  a 
Jonc  £/i  =  3  X  2  =  6,  et  dans  la  transformée  de  P  le  coefficient  du 

troisième  terme  est  3 12  <[{  36  quarré  delà  moitié  de  celuy  du 
second.  Mais  ayant  une  équation  dont  tous  les  termes  ont  alternati- 
vement +et  — ,  comme  A  x' —  /tr'-^  +  Z^x'"' — ...  si  j  /î*>ppour 
a?oir  une  transformée  ouy^>{/i^  il  n'y  a  qua  augmenter  les  racines 

de  A  chacune  de  la  grandeur  positive  H —  cela  suffira  tousjoursde- 

puis  le  troisième  degré  inclus  car  on  aura  pn^  pour  quarré  de  la 

3           3 
moitié  du  coefficient  du  second  terme,  et  -  «' rû-¥-p  pour  coeffi- 

2  j»  t 

tient  du  troisième  terme  ce  qui  est  plus  grand  que  n^. 
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Je  vous  souhailtc  les  bonnes  festes  et  la  bonne  année,  souvenez- 
vous  de  la  cheminée  (  *  ) . 

IL 

Je  viens  de  recevoir  voire  lettre  mon  très  cher  ami,  je  vous  suis 
obligé  de  ce  que  vous  me  mandez  du  Mans  jescrîray  au  p.  —  suivant 
ce  que  vous  me  mandez,  jescriray  aussi  à  Lion  pour  scavoir  quand 
la  loterie  se  tirera,  je  vous  remercie  de  la  cheminée  etc.  je  lentend  a 
peu  près  mais  japprehendeque  les  massons  de  ce  pais  ne  lentendent 
pas  assez  pour  lexecuter,  si  on  en  fait  imprimer  la  description, 
vous  aurez  la  bonté  de  me  Tenvoyer.  Vous  me  remerciez  de  mes 
lumières  mais  elles  sont  si  ténébreuses  dans  votre  lettre  que  je  ne; 
les  reconnois  point,  elles  supposent  dites  vous  le  calcul  difierentiel 
quon  ne  peut  point  rendre  facile  a  concevoir  sans  6gures  et  sans 
géométrie,  je  crois  vous  avoir  desja  mandé  que  ce  quelles  supposent 
de  ce  calcul  na  besoin  ni  de  figure  ni  de  géométrie  pour  être  faci- 
lement entendu  il  me  sera  aisé  de  vous  le  faire  voir  quand  vous  le 
souhaiterez,  il  s'agit  de  trouver  les  limites  des  racines  des  équations 
niesmes  ou  les  racines  sont  incommensurables,  etdontles  diflerences 
peuvent  être  si  petites  que  Ion  voudra,  il  faut  donc,  quelque 
méthode  dont  vous  vous  serviez,  que  vous  alliez  jusquauxdiffeitsnces 
indéfiniment  petites,  or  cela  me  suflGt.  Mais  vous  ne  voyez  point 
dites  vous  que  les  racines  de  B  soient  celles  de  A  augmentées  ou 
diminuées  de  la  diilerentielle  de  chaque  racine  de  A,  je  ne  le  vois 


('  )  Cette  lettre  a  pour  suscription  : 

j4u  Révérend  Père 

Le  Révérend  père  Reyneau 
prêtre  de  loratoire  rue  du 
louvre 

à  Paris. 

Le  P.  Reyneau,  né  à  Brissac  (Anjou),  en  i656,  mort  en  1728,  auteur  de  VJnalpe 
démontrée ,  a  vol.  in-4''»  et  des  Éléments  de  Mathématiques ^  a  vol.  in-4*,  profesMÎt  les 
Mathématiques  à  Angers.  U  se  trouvait  alois  k  Paris,  à  la  maison  de  l'Oratoire  de  la 
rue  du  Louvre,  qu'habitaient  les  PP.  Malcbranche  et  Bizance.  Voir,  dans  le  Bullettùto 
di  Bibliografia  e  di  storia  délie  Scienze  matematicke  efisiche  du  prince  Balthazar  Roii- 
compagni,  t.  XII,  p.  886-894,  une  autre  Lettre  autographe  du  P.  Jaqueroet  au  P.  Hi* 
i&ance,  datée  de  Vienne,  36  janvier  1690,  et  la  Notice  consacrée  à  ces  deux  matbêmaii- 
ciens  de  l'Oratoire  par  Aristide  Marre.  A.  M. 
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|)oint  non  plus,  mais  je  vois  ce  me  semble  quelles  sont  les  racines 
(Je  A  augmentées  ou  diminuées  d'un  multiple  de  la  diilerentielle  de 
iliaque  racine  de  A,  cela  me  paroit  fort  différent.  Vous  ajoutez  que 
vous  ne  trouvez  point  que  la  racine  qui  reste  dans  A  et  qui  nest 
pas  dans  B  soit  moyenne  entre  la  plus  petite  des  positives  et  la  plus 
;Tande  des  négatives  de  B,  vous  trouvez  au  contraire  que  si  elle  est 
positive  elle  doit  surpasser  toutes  les  positives,  et  si  elle  est  néga- 
tive elle  doit  surpasser  toutes  les  négatives.  Ces  paroles  «  la  racine 
qui  reste  dans  A  et  qui  nest  pas  dans  B  »  font  apparemment  votre 
difficulté,  mais  ces  paroles  sont  elles  de  moy  ?  je  suis  au  moins  très 
assuré  que  ce  nest  point  ce  que  jay  voulu  dire,  mais  le  voicy  :  soit 

A      j:*— 44.r'-+-432.r'-+-2288x=i=^=o, 
B      j:' — 33. r*  H- 21 6a? -+-572  =  0. 

Les  racines  de  B  sont  —  2, -h  i3,-4-  22  or  cela  estant  je  dis  1°  que 
deux  racines  de  A  sont  nécessairement  positives  Tune  plus  grande 
ou  au  moins  égale  a  -H  22,  lautre  plus  grande  ou  au  moins  égale  a 
-r  i3,  2**  quune  racine  de  A  est  nécessairement  négative  et  quelle 
rsiou  plus  petite  ou  au  moins  égale  a  —  2,  3°  qu'il  reste  encore  ou 
qu'il  y  a  encore  une  racine  de  A  qui  doit  être  moyenne  entre  —  2 
el  4-  j3  ou  égale  ou  à  —  2  ou  à  -{-  i  ,3,  et  que  cette  dernière  racine 
a  ne  considérer  que  lequation  B  peut  être  ou  positive  ou  négative, 
mais  quelle  est  positive  ou  négative  selon  que  q  aura  le  signe  ou 
—  ou  -f-  respectivement,  et  quelle  sera  zéro  si  q  est  zéro,  voila 
sûrement  ce  que  javois  dit  mais  ce  nest  point  ce  que  vous  me  faite 
dire.  Javois  dit,  sil  men  souvient  bien,  a  la  racine  réelle  quil  y  a  de 
plus  dans  A  que  dans  B  »,  mais  cela  veut  dire  seulement  que  dans  A 
il  y  a  une  racine  réelle  de  plus  que  dans  B  ce  qui  me  paroit  incon- 
testable. Il  meseroit  aisé  dajouter  «  le  a  plus  forte  raison  »  sur  ce  quil 
V  a  des  imaginaires  dans  une  équation  dont  le  deuxième  terme 
manqtie  et  dont  le  troisième  a  +  mais  cela  est  inutile,  vous  en  avez 
une  autre  raison  et  je  vous  remercie  de  me  lavoir  communiquée,  je 
passe  à  la  formule  de  M.  Descartes  laquelle  ne  vous  paroit  point 
^l'ueralc.  Vous  voyez  bien  dites  vous  quelle  aura  son  effet  dans 
toutes  les  équations  représentées  par  celle  qui  sert  de  formule  mais 
les  coefficients  de  cette  formule  étant  des  puissances  exactes  dune 
lucsme  grandeur  ont  des  limites,  et  ainsi  la  foi*mulc  ne  représente 
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pas  toutes  les  équations  possibles  dans  chaque  degré.  Voilà  votn! 
difficulté,  mais  cette  difficulté  sera  levée  si  vous  voulez  bien  remar- 

quer  i®  quej^ —  6n  =x^  (  voyez  M.  Descartes  pag.  79)  a  dans  tous 
ses  termes  la  suite  alternative  des  signes  telle  quou  la  demande,  2® 

que-h/ïX^ — (>n  , —  6n-Xj — 6n  ,  etc.  ont  chacun  dans  tous  leurs 
termes  des  signes  opposez  a  ceux  qu'on  demande,  3**  que  dans  chacun 

des  termes  de  la  transformée  le  signe  de^  —  6n  ,  qui  est celuy  quou 
demande  subsiste  et  reste  après  la  soustraction  des  coefficients  qui 
ont  un  signe  opposé,  4**  ^^^  î^  sensuit  qua  plus  forte  raison  ces 

6 

signesdej)^ — 6n  subsisteroient  dans  la  transformée  si  dans  la 
formule  un  ou  plusieurs  ou  mesme  tous  les  coefficients  etoient  plus 
petits  quon  ne  les  suppose,  ou  bien  encore  à  plus  forte  raison  si 
un  ou  plusieurs  ou  tous  les  coefficients  de  la  formule  etoient  zéro, 
ou  bien  encore  à  plus  forte  raison  si  un  ou  plusieurs  de  ces  coeffi- 
cients avoient  un  signe  opposé  a  celuy  quon  leur  suppose  dans  h 
formule,  car  alors  leurs  signes  seroient  favorables  au  lieu  d'être 
contraires,  mais  5**  cest  ce  qui  arrive  dans  la  manière  dont  on  se 
sert  de  cette  formule  pag.  274»  ***  O**  J  néglige  les  termes  de  la  pro- 
posée qui  ont  des  signes  dilTerens  de  ceux  de  la  formule^  et  cela 
parce  que  ces  signes  sont  favorables  au  lieu  detre  contraires.  2^  On 
y  prend  la  plus  grande  des  valeurs  de  n  données  par  la  comparaison 

c 

des  autres  termes  et  pour  lors  j^  —  6n  suffiroitpourdonner  la  suite 

alternative  des  signes  à  la  proposée  quand  mesmes  tous  ses  termes 
auroient  les  mesmes  signes  et  les  mesmes  grandeurs  proportionellcs 
que  ceux  de  la  formule,  donc  a  plus  forte  raison  etc.  On  peut  appli- 
quer la  mesme  preuve  à  l'autre  formule  etc.  Je  vous  escrivis  di- 
manchepassé  une  lettre  dans  laquelle  je  vous  mande  une  difficultcsur 
ces  paroles  de  votre  livre  pag.  69  lig.  i  a  «  comme  on  le  suppose.  »  J(' 
scais  bien  quon  suppose  que  dans  la  proposée  les  imaginaires  nepa- 
roissentpoint,  mais  jene  voispointquii  soit  clair  que  dans  toute  équa- 
tion ou  il  y  aura  au  moins  quatre  imaginaires  on  puisse  tousjours 
trouver  une  équation  de  second  degré,  formée  par  quelques  deux 
imaginaires,  dans  le  second  terme  de  laquelle  les  imaginaires  dis- 
paroitront,  on  le  pourra  dans  plusieurs  cas  mais  il  faut  faire  voir 
que  cela  se  peut  tousjours,  et  cest  ce  qui  me  paroi t  difficile  a 
prouver,  au  lieu  que  ce  quon  veut  prouver  par  la,  se  prouve  bien 
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plus  facilement  sans  cela.  Je  suis  etc.  Mes  respects  sil  vous  plait  au 
R.  P.Malebranche(<). 


•o< 


COHSIDÊRATIONS  SUR  QUELQUES  FORMULES  INTÉGRALES 
OOHT  L^  VALEURS  PEUVENT  ÊTRE  EXPRIMÉES  EN  CERTAINS  CAS 

PAR  LA  QUADRATURE  DU  CERCLE. 


MEMOIRB  DB  LEONARD  BULER, 
PUBLIÉ  CONFORMÉMENT  AU  MANUSCRIT  AUTOGRAPHE; 

Par  m.  CHARLES  HENRY. 


Le  inanuscrit  que  nous  publions  est  conserve  à  la  Bibliothèque  natio- 
nale de  Paris  sous  le  n**  1(^730  du  fonds  français;  il  compte  seize  feuillets 
écrits  au  recto  et  au  yerso  et  reliés  entre  six  et  quatre  feuillets  de  garde. 

Une  note  écrite  sur  le  troisième  feuillet  de  garde  du  commencement 
nous  apprend  qu*il  a  appartenu  à  Lagrange,  qui  le  donna  h  Lacroix. 
Celui-ci  en  fit  hommage  à  la  Bibliothèque. 

Ce  Mémoire  n'est  pas  mentionné  dans  le  Catalogue  des  Œuvres  médites 


[*)  Celte  lettre  était  fermée  d'an  cachet  de  cire  rouge,  portant  Tempreintc  de  la 
ronronne  d'épines,  etc.  (cachet  de  l'ordre  de  l'Oratoire}. 
Elle  a  pour  snscription  : 


jiu  Révérend  Père 


Le  Révérend  Père 
Rejneau  prestre  de 
loratoire  rue  du  Louvre 
etc. 


a  Paris, 


^i  )  on  y  i  ajouté  un  peu  plus  tard,  entre  la  première  et  la  deuxième  ligne,  ces  deux 
mou,  de  Vienne,  qui  indiquent  le  lien  de  proTonance  de  la  lettre;  et  en  eflet  cette 
lettre  et  la  précédente  sont  deux  précieux  autographesdu  P.  Jaquemet,  que  le  bibliothé- 
<^re  actuel  de  l'ordre  de  l'Oratoire,  le  R.  P.  Ingold,  a  eu  l'aimable  obligeance  de  me 
^mmaaiquer.  A.  M. 
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ilEiiler  miij'é  par  Kuss  ,  '  )  ;  mais  Libri  fait  sans  doute  allusiun  à  cet  mit 
[l.ins  le  |Kissiige  suivant  :  ■  Il  existe  &  Paris  différents  Mémoires  inédits 
li'Eulcr;  un  de  ces  Mcmniies  se  trouve  à  la  Bibliothèque  royale  i'\.  • 
Les  autres  Mémoires  sont  probnblement  ceux  ijui  sont  consenés  àlaBiblii» 
ihètiuc  de  l'Institut  |i;onii  les  manuscrits  de  Iwigrange  ;'). 
En  empruntant  à  ce  travail  la  formule  suivante. 


H'^'H'^'-H 


V^ 


^ 


l.3croix  ajoute  :  ■•  ('«  beau  théorème  se  trouve,  mais  San 
dans  un  Mémoire  inédit  d'Euler  i\vs  M.  Prony  m'a  communitiué  ('').  > 
Toutefois,  ce  n'est  pas  là  le  seul  emprunt  de  Lacroix  ;  on  s'en  convainin 
si  l'on  pruid  la  peine  de  com|>arer  les  pages  qui  suivent  avec  les  n"  116^ 
et  suivants,  1190,  1196  et  suivants  du  troisième  volume  du  Traité  tir 
Calcul  tlijfrivnliel  et  intégral. 

(')  Correspondance  mathémallque  et  phjsique  de  quelques géomitret  du  x\af  liirli, 
\.  I,  p.  cxix.  Il  est  Bi;;nalé  poi^r  la  première  foia  dam  l'introduction  de*  CoinmciUi- 
li'oni-l  arithmelicm  colleclir,  p,  \i. 

(■)  Journal  drt  Savants,  année  tS'i4,  P-  3%,  note  i. 

(')  Le  tome  II  de*  manuKriti  iQ-roliu  de  la^nn^a  renrerme  (f*  loS)  un  eilnîlde 
la  Ihëorie  d'Euler  «ur  1>  précession  des  équinoies  (I.  XIII  de>  Kovl  Comuieniarit 
de  Sainl-Pélcribourg). 

La  tome  IV  doa  mBiiuicriti  in-j°  renrerme  let  écrit*  luiviDU  : 

Folio  110.  Sur  l'arringemenl  dei  iterrei  dana  let  lunettei  pour  faire  ditpirallrr 
In  cDuIeiira  d'Irii. 

Fulio  ho.  Coniidé ration ■  aiir  la  aommatîon  de  eerlainei  aéries. 

Folio  i^o.  Conairuction  d'un  lëleicopa  ains  lerrei. 

Folio  6].  Détermination  de  ma  méthode  j^nérale  de  déterminer  le  mouieintiit 
d'une  corde  quel  qu'ait  êlc  aon  êlat  initial. 

Folio  t3t.  Méthode  pour  rendre  lea  luneltea  k  pluaieun  verrea  aoati  parfoitea  qi'il 
eat  poaaible. 

Folio  68,  Dea  microtcopes. 

Folio  ilfi.  Mojeni  de  perfectionner  les  lunetlea  k  4  verres  en  ^  «joulanl  encore 
queîquea  verrea. 

Folio  ti5.  Recherches  sur  le  lieu  dei'œil  qu'eiige  le  cbamp  appareat. 

Fuliu  1)1.  Rflchercbea  aur  les  mojrena  de  perfectionner  léa  lunettes  tatronomiqan. 

Fulio  iG3.  Becherchea  aur  les  moyena  de  délivrer  les  tëleicopes  et  les  microicopn 
dn  In  i].>iirii>ion  cauiée  par  la  différente  réfrangibilité  des  rayons. 

Fulii.  ',-.  Lettre  k  Bernoulli,  1773.  (Extrait  par  LaErange.) 

r«lii>  \-^\,  folio  ja-46.  Tj:tlres  il  l.agnnge. 

(')  rr.,iir  de  Calcul  dlffétenllrltt  intégral,  t.  III,  p.  j8o.  Paria,  1819. 
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Ce  Mémoire  a  été  public  en  1869  par  l'Académie  des  Sciences  de  Saint- 
Pétersbourg  (  '  )  ;  cependant  nous  n'hésitons  pas  à  le  réimprimer  d'après 
lautographe,  vu  l'intérêt  tout  particulier  de  la  matière  et  Tabsence  com- 
plète de  la  publication  dans  les  bibliothèques  publiques  de  Paris. 

C.  H. 


MANUSCRIT  ('). 

1.  Toute  formule  dillerentielle  rationelle  peut  être  intégrée  par 
le  moyen  des  logaritliines  et  de  la  quadrature  du  cercle.  Or  ces 
intégrales  sont  pour  la  plus  part  renfermées  dans  des  formules 
(faDtant  plus  compliquées,  plus  la  variable  contient  de  dimen- 
sions :  cependant  quand  on  donne  à  la  variable  après  l'intégration 
une  certaine  valeur  déterminée,  il  peut  arriver  que  les  intégrales, 
quelques  compliquées  qu'elles  soient,  se  réduisent  h  des  formules 
assés  simples  y  qui  semblent  mériter  une  attention  tout  particu- 
lière. Il  y  a  aussi  des  formules  intégrales,  qui  en  gênerai  surpassent 
toutes  les  quadratures  connues,  et  qui  cependant  en  certains  cas 
sont  réductibles  à  la  quadrature  du  cercle.  Je  me  propose  ici  de 
ronsiderer  quelques  unes  de  ces  formules,  et  d'examiner  les  consé- 
quences, qu'on  en  peut  tirer  pour  Tavancement  de  l'Analyse. 

2.  Je  commencerai    par    considérer   cette    formule    intégrale 

en  chercliant  son  intégrale  dans  le  cas,  où  Ton  pose 

après  l'intégration  j-  =  00  ayant  pris  l'intégrale  en  sorte,  qu'elle 
évanouisse  en  posant  j:  =  o.  Dans  ce  cas  on  trouvera  que  la  partie 
Je  l'intégrale,  qui  dépend  des  logarithmes  évanouît,  et  que  l'autre, 
qui  dépend  de  la  quadrature  du  cercle  se  réduit  à  une  expression 
iort  simple.  Car  posant  tt  pour  la  demi-circonférence  d'un  cercle, 
dont  le  rayon  est  =  i ,  de  sorte  que  tt  marque  en  même  tems  la 
mesure  de  deux  angles  droits,  on  trouve  en  posant  après  l'integra- 


(')  Opéra  postttma  Leonhartli  Euleri  mathematica  et  phjrsica^  t.  I,  p.  4o8-/J38. 
(*]  Eoler  écrit  presque  toujours  si  au  lieu  de  51/1,  tag  aiec  un  signe  abrétiatif  sur 
l'a  au  lieu  de  long. 

Bail,  des  Sciences  mathém.,  2*  Série,  t.  IV.  (Juin  1880.)  I4 


7  I-Hx'  * 


/lo  PRKMIÈRE  PARTIK. 

tion  j:  --  oc  : 

/cl.r  77  r     d.v  9.  r  f*  .vd-r  0,7: 

/*     fijr  77  /*  .r^jr  77  r  .r.cdr  77 

J   H-  ./  *  ~~  2  \/2  '    J    1  -^  '^^  ""  4  '  J     H-  •^"*    ~"  2v2  ' 

rr/.r  77  r  .t'(l.r  77  f*  xxdx        77 

rj:^  d.r  77  Z'  "^^  ^'^  ^ 

.    »-i-'""'3v^'      J^+^'"^' 

3.  Les  cas  particuliers  semblent  déjà  sufGsans  pour  pouvoir  en 
tirer  par  la  voye  d'induction  une  conclusion  plus  générale  :  car 

dans  les  cas  du  dénominateur  i  -t-  x'  le  radical  ^3  fait  voir  que  le 

sinus  de  l'angle  ;^  y  entre;  et  dans  ceux  du  dénominateur  iH-x* 

—  .  .  77         i 

le  radical  \j^  y  est  sans  doute,  puisque  si  j  =  --=^  :  ce  même  soupçon 

se  confirme  par  les  cas,  où  le  dénominateur  est  i  -l-x'''.  De  là  nous 
pourrons  conclure  qu'il  y  aura 

r   dx 

J  V^~Ti 


I  -h  .r"  .  77 

/?  SI  - 


et  encore  plus  f^eneralement 


r  .r'"->  dx  _         77 

/         I    -t-    X"  .  //i  77 


n 


pourvu  que  le  nombre  m  ne  surpasse  pas  n.  Car  dans  les  cas  où 
m  ^  /i  on  sait  d'ailleurs  que  ces  formules  demandent  un  dévelop- 
pement particulier,  puisque  leur  intégrale  renferme  alors  une 
partie  algébrique, 

4.  Cette  conclusion  se  trouve  tout  à  fait  confirmée,  quand  on 

/tir 
Z  * 

/x  d  1*  1     vr  d  V 
1_  ,     I  _L1'-_L    etc.   de  sorte  qu'il  ne  sauroit  rester  aucun 
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doute  là  dessus.  On  remarque  encore  un  parfait  accord  dans  les 

cas,  OÙ  /»  =  n,  car  puisque  alors  sî  — ^  ■=  sîtt  =  o,  Tîntegrale  dans 

le  cas  a:  =  x>  devient  effectivement  infini  :  ce  qui  est  évident  ; 

/x^-^dx      I 
^  =-l(i  -h  jr"),  et  posant  j:  =  oo  ,  la  valeur  de  Tinle- 

^ale  devient  infinie.  Le  même  accord  s'observe  lorsque  /ï=  am, 

et  partant  si  —  =  si  -  =  i .  Car  il  est  cJair  que    i  —  = 

en  posant  a:  =  oo.    On  n'a  «qu'à   mettre   x''*=^,    pour    avoir 

Cx^~^dx        1     r     dy  !.. 

I r  -  =  —  1 —  =  —  A  tâff  Y  :  maintenant  posant  a:  =  oo 

et  partant  aussi  j^  =  oo  ,  à  cause  de  A  lâgoo  =  -»  Tintegrale  sera 

=  —  Ce  sera  donc  une  vérité  suffisament  constatée,  que 


2m 


Tx'"-*  dx  _  7T 

/    1  -h  x"  .     .  mr. 


iz 

fi  SI 

// 

en  posant  après  l'intégration  j:  =r  oo  pourvu  que  m  ne  soit  pas 
plus  grand  que  n. 

0.  Cependant  cette  vérité  se  peut  aussi  déduire  de  l'intégration 
indéfinie  de  la  formule 


p 


dont  l'intégrale  se  trouve  exprimée  en  sorte 


«TT      /  TT  \        2      .  mi:     _     , 

—  1 1  I  —  2  X  ces  -  -f-  ara:  1  H —    si  —  A  ta 
il       \  n  j        n  n 


n  il       \  n  j        n  n  77 

I  —  X  cos— 
n 

I         ôtni: ,  I  OTT  \        2    .  cJ/TiTT        ,  n 


ces 


im: .  (  Stt  \        2    .  3/7i7r        , 

1(1  —  2x cos \-  xx\  -\ —  si A  tag 

//        \  n  I        n         n 


ft  it        \  n  I        II  n  Stt 

I  —  .rcos — 
n 

.Stt 

I  Sims  .  (  StT  \  2      .5/7177  /7 


COS 


mis  ^  (  5 77  \  2      .5/7177  , 

l  (  I  —  2jr  cos h  .ra:  I  H —  51 V  tâc 

/ï        \  //  n         n 


n  n        \  It  j        n  n  Ôtt 

I  —  a:  cos — 
n 
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et  il  faut  continuer  ces  formules  jusqu'à  ce  que  l'angle  — .  où  i 

marque  un  nombre  impair  quelconque,  commence  à  surpasser  s. 
Or  quand  n  est  un  nombre  impair  et  que  dans  le  dernier  membre 

on  a  I  =  n,  et  partant  cos  —  ^  —  i  fil  ncfaut  prendre  que  la  moitié 

du  dernier  membre  ou  mettre  l{i  -H  j:)au  lieu  del{n-  2X  -hxx). 

6.  Tirons  de  là   les    intégrales  pour   les   cas  particuliers,  et 
d'abord  si  »  =  i  et  m  ^^  t  nous  aurons 


fr 


i  et  nous  aurons 


~  si  -  A  làg  - 


fr 


-  3  et  nous  aurons, 


/t^ 


j   i^x>-       S*^'*  -f    '(' 


-2XCOS-  +xx\ 


__„„_1(,^,,, 
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ai3 


M  w  =  3, 


I  St: 


X.i' 


2     .  Stt    -      , 


JCSl- 
3 


9" 


___cosî|-l(.+.) 


I  — xcos  — 


ou  bien   à  cause  de   cos  —  = 


.37r 


Oit 

—  i;  cos^r-  =  —  1^   SI— =o,  et 


(05-  =  -: 

3         2 


/ 


^_f .  =  ^  1(, -- ^  ^  ^j:)  ^.  ^1(,  H.  ^)  :^  ^  1  (,  +  ^3). 


7.  Dans  tous  ces  cas  particuliers,  il  est  aisé  de  voir  que  posant 
x=ço  les  intégrales  deviennent  parfaitement  d'accord  avec  la 
Ibrmule  générale  donnée  cy  dessus.  Mais  pour  démontrer  son 
•iccord  en  gênerai,  il  faut  faire  voir  que  toutes  les  parties  logarith- 
miques se  détruisent  nécessairement  et  que  les  autres,  qui  ren- 
ferment des  arcs  de  cercles,  se  réduisent  à ^^ — •  Pour  cet  effet,  il 


.  mi: 
n  SI 
n 


faat  ici  distinguer  deux  cas  selon  que  n  est  un  nombre  pair  on 
impair-,  soit  donc  premièrement  n  =  ^k^  et  posant x  =  cx) ,  puisque 
tous  les  logarithmes  deviennent  égaux,  il  faut  montrer  que  la 
somme  de  cette  progression  est  égale  à  zéro  : 


miz  3mn  5mi: 

cos  — 7  -f-  cos  — ; — h  cos  — ,  - 
ik  'Xk  2  A- 


cos 


(2X'  —  5)/?i7r 


'ik 


[lk — 3) //ITT  (2/*  —  \\mTz 

cos-^ — h  cos  ' 


ik 


2/ 


mt: 


m  étant  un  nombre  entier.   Posons   pour  abréger  — f  =  9,  et  il 

2  A* 

s'agît  de  démontrer 

cosy  -+-  cos3f>  4-  cos5ç»  4-. . .-+-  cos (2 A-  —  i)y  =  o. 

8.  Posons  pour  chercher  la  somme  de  celte  progression 
S  :=  cosîJ  -h  cos  3^4-  cos  5^4-...-+-  cos  (  2  X  —  I  ^'  y 
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et  multipliant  par  siny  à  cause  de 


si  y  cos  rjL%f  —. si  (a  —  i-^H si  (a  -f-i)^; 


nous  aurons 


Ssio  =:  -  si2v  H —  814'-^  H si(i».  .  .  -f  -  sifa^*  —  ?)?  H — si -2/ y 

si -î »  —  —  si 4  ? si6 qp .  . . si  (  2 /•  —  2',  ? 

2-22^  2        ^ 

et  puisque  tous  les  termes  à  rexceptîon  du  dernier  se  détruisent 

S  sin  y  r^  -  SI  2  /^     donc  S 


2  2  siy 


m-     . 


Or  ayant  o  =  — jt  il   devient   2Â0  =  mw,    et  puisque   m  est 


2/ 


un 


nombre   entier,  si  2^9  =  si/nr  =  o,  de   sorte  que  la   somme  de 
la  progression  proposée  est  effectivement  =  0.  Si  le  nombre  n  est 


niT 


impair  =  2A -h  i,  posant  — — ^ —  =  ç,  il  faut  démontrer  que  : 

COS'^  -h  cos  >  y .  .  .  -4-  cos  (  2  /•  0  ?  "^ cos  WTT  =  o. 

^v  t  •  I  si2/©  I 

Or  par  la  sommation  précédente  cette  somme  est  — r-^  H — coswr 

*  '-  2S1^  2 

si  2  /•  9       I        ,    ,         X  ,  , 

= H —  COS  (  2  A'  -h- 1  )  a>  ^  et  a  cause  de 

2  SI  y  2  ^  '  ' 

812  /  y  -ni  si  [  2  /•  +  1  )  y  COS^  —  COS  (  2  A"  4-  I  )  y  si© 

si' 2/- -h  lloCOS©     .,    .  .  ,      -  . 

cotte  somme  sera  =  — -. — —  Mais  puisque  (aA  4- 1  )<p  =  /«î^» 

2  SI  î>  s:         -k         \ 

il  est  évident  que  cette  somme  est  égale  à  zéro. 

9.  Ayant  donc  démontré  que  posant  o:  =  oo   les  parties  loga- 

' ^  se   détruisent,    il    faut 

chercher  la  valeur  totale  des  parties  qui  renferment  les  arcs  dv 
cercle.   Or  chacun    de    ces   arcs  étant  compris  dans  cette  forme 

A«r  si  s  .  ... 

tae —  9  on   voit  que  posant  j:  =  o  ces  arcs  évanouissent 

°  I  —  X  cos  y  1        r 
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comme  la  condition  de  l'intégration  exige  ;  ensuite  en  augmentant 

X  josqu'à  devenir  X  = — —y    cet    angle  devient   droit    et   si  l*on 

augmente  x  au  delà,  il  faut  qu'il  devienne  obtus.  Donc  posant 

.     ,         xsi»              .     ,     — si« 
j=oo,on  aura  A  tas; — nrAtae z=n:  —  o,  et   par- 

*^  I  —  JCCOSf  ^    COSf>  ^  * 

tant  toutes  les  parties  qui   renferment  des  arcs  de  cercle,  prises 
ensemble,  seront 

2        /    .  IWTT             .    3miZ             .5/1277             .    r/WTT  \ 

-  TT  I  si h  SI h  SI h  SI  -^ etc.   ) 

ii      \       n  n  n  n  j 

7,7T    /     .  17177  ^     .  miZ  ^     ,  nilZ  ./W7T  \ 

I  SI h  i  SI h  5  SI h  7  SI  —  etc.  )  ; 

an  \       n  n  n         '        n  J 

il  s*agît  donc  de  trouver  la  somme  de  ces  deux  progressions. 

iO.  Soit  premièrement  n  un  nombre  pair  ou  /i  =  ik,  et  posant 
--  =^  ç,  la  première  progression  sera 

A 

si  y  -f-  si  3  ©  H-  si  5  y .  .  .  -4-  si  (  2  A*  —  i  )  o»  =  S, 
qui,  étant  multipliée  par  si  9  donne 

COS29 C0S4<P COSO9.  .  . COS2Â9) 

2         2  ^2^^2  ^  2 

=  Ssi©  H — C0S20  H — co54?  H —  cos6o*. .  .  , 
^2  *        2  2  ^ 

„    .   ,,  .         ^  I  —  COS2Xa*  I  —  COS/TITT 

d  ou  I  on  tire  S  = -. = • 

2SI9  .miz 

^  2Sl— 7- 

2A- 

Or  ayant  trouvé  cy  dessus  : 

COS&  -f-  cosSv  H-  cos5c/  -4- ...  4-  003(2/  —  il»  --- 

^  *  ^  ^  2Sly 

la  diiferentiation  donne 

si '^  -+-  3  si 3 0  -+-  5  si 5 f> .  .  .  -}-  ( 2 X*  —  i )  si ( 2 A-  —  \)^ 

2X*COS2X-3>         si2Xy 


m  T. 
2 


si  2  /^ 


2  SI  y  2  si  9** 


•2iG  IMU'MIKRE  PARTIE. 

Posons  maiiUenant  "-^  =  -     '  <'L  i«  cause  de  2^  =  //,    nos  deux  pn)- 


fflTT 

n 
i^îvssions  seront 

9.77       I   (■f)S///7r 


2  SI  

// 


'.>7r  P       /ninstft 77  si rnir       "1 

////    I  .  ///77  .  /  ''^^X*    I 


dijnl  la  réduction  donne 


SI  m  77 

I 


.   ///  77    (  .  //i  77     I  .   m  77 

«  SI \  /*  SI /        n  SI  — 


:\  cause  de  sïu/fti:  =  o. 

La  même  valeur  se  trouve  quand  n  est  un  nombre  impair. 

H.  Voilà  donc  incontestablement  démontré  que  Tintegrale  de 
notre  formule  dilïerentielle >  en  posant  x  =  ao  ,  est  = 


WSl  — 
n 


tout  comme  nous  avons  déjà  conclu  par  induction.  La  même  valeur 
aura  donc  aussi  lieu  de  quelque  manière  qu'on  transforme  la  for- 
mule diirerentielle  ;  posons  doncr  = »  où  l'on  remarque 

'V''(l~2") 


que,  posant  2=0,  il  devient  aussi  x=  o,  mais  x  croit  à  l'infini 

j                   dz 
en  posant  z  =  1  et  nous  aurons  ajt:  = 


dz                                    I 
-  >  I  -f-  .r"  = 


«-Hi  1  —  z" 


^.  (îx  dz  .r^—^d.r  z'^-'^dz 

Donc =  et 


Par  conséquent  posant  après  l'intégration  2  =  1,  ayant  pris  Tinie- 
grale  en  sorte  qu'elle  évanouisse  au  cas  r  ==  o,  on  aura,  pourvu  que 
m  ne  surpasse  pas  /i, 


,//!• 


«rfj 


12.   De  là  nous  lirons  pour  des  cas   particuliers  les  suivante? 


MÉLANGBS.  217 

\aleurs  intégrales  quand  on  mot  après  l*intogration  z  =  i  : 

/»      //;         ir 

/^      dz  *  ir  /*      zdz         r 

/^      dz  TT  /*      zz^z        r 

/*         dz  TT  /*  zdz  TT 


rfz  TT  /*       2*//z 


7r       r_jiji 


••)   6«i'    ;yi'-»")'   6»^ 


Ces  intégrales  sont  d'autant  pins  remarquables,  qu'il  nous 
manquent  encore  des  méthodes,  pour  les  trouver  asséspromtement 
car  la  sommation  des  progressions,  dont  je  me  suis  servi,  paroit  un 
peu  trop  étrangère  à  ce  sujet. 


13.  Puisque  donc '■ —  est  escale  à  cette  intégrale    / 


1'" 


n 


posant  z  =  I ,  cherchons  la  valeur  de  cette  intégrale  par  une  série, 

qui  a  cause  de  (  i  —  z"  ) =  1  h —  z"  H ^ z'"  -+-  etc. 

'  ^  '        n  n  11,111 

fournira  pour  — *- —  cette  série  : 

/isi 

n 

ir  I  m  mim  -^  n]  mlfn-hn](m-h7n] 

—       •  H -. —^  +  — :r-T T-r  etc. 


.mr  m       «(//i-h/i)       /i.2./»i  m -t- 2//)        /1.2/ï.  *3/i(m -h  3/i) 

il  SI \  /  \  y  \  ' 

n 

Knsuiie  la  même  formule  intégrale  pouvant  être  exprimer  par  le 
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produit  d'une  infinité  de  facteurs,  nous  aurons  aussi 


.mr:       n  —  m   m  [in  —  m]    [m  -\-  n]  ['^  n  —  ///  )    (  /7i  -j-  9.M  j  (  4  "  —  '"  i 


•  Ctr. 


n 


Tune  et  l'autre  expression  étant  continuée  à  l'infini. 

De  là  prenant  m  =  i  et  //  =  a  à  cause  de  si  -  =  i ,  nous  tirons 
d*abord  l'expression  de  Wallis  pour  la  quadrature  du  cercle 

77  2.25     4*4     ^^-^     ^-^     lO.lO 

—  ziz  •  ~ — -p  •  -p • • etc. 

2       1 . 3   3.5   5.7   -j  .9    9. 1 1 

•  TT  I 

Or  mettant  m-=  i  et  tî  =  6  à  cause  de  si  7:  =  -»  on  aura 

6       1 

17       I    6.6    1 2 . 1 2  1 8 . 1 8  24  •  ^4 

—  zrz  —  • • • •  -    — -  etc. 

3       5    i.ii     7.17     i3.23   19.29 

ou  bien 

16  6.12    12.18    î8.24  24.30 


5    7.11    18.17    19.23  25.29 


etc. 


14.  Ces  produits  étant  les  mêmes  que  ceux  que  j'ai  trouvés  dans 
mon  Introduction  (  *  ),  nous  voyons  déjà  une  autre  route,  qui  nous 
pour  roi  t  conduire  à  la  découverte  de  ces  intégrales.  Or  j 'a  vols 
trouvé 


.    /WTT        rm:  I         mm\  [         rnm\  1  mm\  /  mm  \ 

sm  —  =r  —     I h  —  7 —       « « 7^ —    elc. 

n  /i    \  nn  j  \         4'"'/  \         9^*"/    \  lonnj 


et 


miz        [         Lmm\  I         Lmm\  I         Lmm\  I         Lmin  \ 
cos  —  ==     I  -  ^ )     I  -  ^ )     I  —  \-       1  -  5 1  etc. 

dont  la  première  donne  : 

TT  I  nn  ^nn  gnn 


.mit        m  [n  —  m][n-\-m]    [in  —  /w)  (2/1  H- ///)    (3/i  —  /n)  (3/i -i-^) 
n 


(*)  Introdiictio  in  ^naljsin  Injtmtorum,  I^UHaniiar,  1/58,    *  vol.  in-4*. 


etc. 


MÉLANGES.  219 

où  si  nous  mettons  n  —  m   au  lieu  de   7/1,  puisque 


An  —  /w V         .   miT 

SI  ^ =  SI     9 

n  n 


nous  aurons  : 


un                          An/t                                 onn 
1 ^ —  etc. 


.nn:        a — m   m  [in  —  m)    f /w -+- /î)  (  3//  —  m]    [m  '\-in][\n  —  m] 


n 


qui  est  la  même,  que  celle  que  nous  venons  de  trouver.  Nous 
serions  donc  parvenu  aux  mêmes  intégrations,  si  nous  avions 
d'abord  cherché  une  formule  intégrale,  dont  la  valeur  dans  un 
certain  cas  seroît  égale  à  ce  produit  infini  de  facteurs.  Or  j'avois 
autrefois  donné  une  méthode  d'exprimer  la  valeur  de  quelques 
formules  intégrales  en  certains  cas  par  de  tels  produits;  et  il  ne 
s'agit  à  cette  heure,  que  de  renverser  cette  méthode  et  de  passer 
de  tels  produits  à  des  formules  intégrales. 


15.  Or  j'avois  démontré  que  posant  après  l'intégration  x  =  1 
il  y  aura  : 


/• 


3  _ .  t_  i L L_i — JI .'.jL.  .  — lJ : etc. 

V    a  (  tA  -f-  V  )    (  a  -t-  fA  )  (  -2  u  -h  V  )    (^  «  -+-  2  u  ^  (  3  a  -h  v  ) 


Ensuite  j'avoîs  aussi  exprimé  le  rapport  de  deux  formules  inté- 
grales, par  un  tel  produit;  et  posant  après  l'intégration  x=  1,  on 
aura 


Çx^-^dr{ 


^j   Cf.  -^  -j        Ç  -4-  u  )  '  «  -^-  V  -4-  f/        Ç  -J-  •».  a      «  -h  v  -4-  2  01 

y -• • ; ;     (ÎU'. 

y.  '  o  -h  V  )    i  y.  -h  'j.      o  4-  V  -T-  a  I       y.  -f-  2  '/  ,  ,  C  -4-  v  -4-  2  'm  ■ 


aïo  PREMIÈRE   PARTIE, 

et  encore  plus  généralement 


/ 


'*  —  V- 


f 


K—  -X 


^    Ç  f  a  -H  V 1  ;  /  -f-  tz  ^.     ,'  C  -+-  u  I  i  «  -I-  V  -f-  u  !  '  ).  -r-  O.u 


V    a  ;  o  4-  A  ;  1  V  -h  ?*  ;     (  a  -+-  u  )  '  Ô  -h  A  -h  u  ;  i  V  -f-  1  u  i 

f  o  -h  7  tx  1  f  K  -4-  V  H-  ?.  ot  1  (  A  -4-  3  a  ! 
X  î : :_etc. 

i  a  -+-  2  a  I  [  Ç  -H  A  +  2  u  ,  ;  V  -+-  3ot  ) 

Donc  un  tel  produit  étant  proposé,  on  pourra  recîproqueniojil 
trouver  une  formule  intégrale,  ou  le  rapport  de  deux,  dont  la 
valeur  au  cas  x  =  i  lui  soit  égale. 

16.  Soit  donc  proposé  ce  produit  à  Tinfini 

ntt  7.  // .  9.  /7  3/1.3// 


tu  [in  —  m)    [  m  -h  fij['Su  —  ///  j    (  m  -+-  2  //  j  [  4  "  —  '"  ) 


elr 


,  1  1  (  //  —  /^l  )  TT 

dont  nous  savons  la  valeur  = ?  que  nous  comparerons 

n  sin 


avec  celui-cy  ; 


u.  '  a  -4--  V 1       9  rx    «  -h  V  -i-  V.  1         3  y.  1  «  -4-  v  H  -  9.  u  i 


a:,^-hvj    ^a  H-  aj  ^2a-+-  v;    ^ , -f  y  a^  ^  3^a  -  v^ 


etc. 


j:*"'r/x(i  —  x^)~T'  au  casx  =  i,  el 

m. 

puisque  raccroîssement  des  facteurs  est  là  =:=  /i,  et  ici  =/ex,  nous 
aurons  d'abord  /ui  =  /i  :  donc  a  -+-  v  =  «  ;  et  pour  le  dénominateur 
ou  a  =  m  et  (j.  -^-y  =  2 //  —  m;  ou  |u  -f-  v  =  //i  et  a  =  2 «  —  m.  Au 
premier  cas  nous  avons  a  =  m-^  fjL=  n\  v=/i  —  m,  et  à  Tauln* 
a  =  2 w  —  ?/i  ;  y.  =  «^  v  =  m  —  w,  de  sorte  que  nous  ayons 
ou 


=  (  /i  —  m  1 


/a:"»-»//.r 


«si—  (1— X")" 

n 
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ou 


/''"■ 


/ÎSI  —  I— .^J 


Jontcelle-cynesauroit  avoir  Heu  tant  que ^  i   ou   ;/  ^  ///, 

puisqu'alors  l'intégrale  renferme  encore  une  partie  infinie. 


17.  Voilà  donc  une  autre  route  pour  montrer  que  la  valeur  An 
celte  mtpgralc  1  — , —  au  cas  x  =  i  est  = 


.  mit 

//SI  

n 


D'abord  par  la  réduction  des  intégrales  à  des  produits  infinis, 
on  aura  à  cause  de  a  =  m ^  fx  =  n,  "if  —  a  =  —  m,  on  v  =  /i  —  m. 

,V-i//^  I  ftn  o.n.'y.n  3/1.3/? 

I — • z:^ • • •  ■; •  elc. 

/  J^      n  —  m   m[7.ii  —  m)    [m  -^  n)[Zn  —  m ^    (  m  h-  ?.//)( 4 /i  —  m  ; 

Ensuite  par  la  resolution  générale  en  facleurs,  que  j'ai  enseignée 
dans  rintroduction   à   l'Analyse  on  voit  que   ce  même   produit 

exprime  la  valeur  de •  Si  nous  mettons /i  —  m  au  lieu  de  w, 

/îSl  — 

tt 
0005  aurons  : 


j.n—m—i  g/j,  I  ////  A/jN  c\nn 

—  •'        —•etc. 


/.,î^        m  lin  —  mm   Lnn  —  mm   qnn  —  mm 

1      .  ( /ï  —  m)  17  ,  miz 

el  par  conséquent,  a  cause  de  si  -^ —  =  si  —  9 

(i— .r«)«       J(i_x«)    "  /îsi — 1 


Poson 


=  5,  OU  X"  =  ^ î  de  sorte  que  .r  =  i ,  si  c  =r  00 

\  \i  —  x" )  I  -t-  - 


ar»  PUEMiKllK  l'ARTlE. 

vl  iKius  aurons  eu  jinsaiit  apn'^s  riiili-graticn) 


/i^-/=^^ 


18.  Mais  \oyons  aussi  commciil  ce  même  produit  infini 

puisse  ilre  exprimé  par  le  rapport  de  deux  formules  intégrales. 

Pour  ret  elïet  il  faut  poser  ^  =  n,  et  —- =3 Donc 

ë=  n;  tx  -i-v=  II;  a  :^  n  —  m  et  S-\-  v  ^^n-^-  m\  d'où  l'on  tire 
a  =:  «  —  m;    ô  :^  11;   V  ^^  m  et  p  ;^  n  ;  et  partant  : 


,  /---""!- 


Mais  le  dénominateur  étant  ici  integrable,  son  intégrale  donne  — 

pour  le  cas  x  =  i  ;,  de  sorte  (jue  cette  intégration  se  réduit  à  la 
précédente.  La  formule  plus  générale  ne  mené  pas  à  d'autres  inlt- 
;;ralîoiis  ;  cependant  îl  y  a  d'autres  moyens  de  rendre  ces  intégra- 
tions plus  générales. 


m.   iMuUiplions  deux  formules  intégrales  en  gênerai,  et  dans  le 
cas  j-  ^  I ,  la  valeur  de  ce  produit 


,,,/^-...(,-«.)^-./.- 


'(ir(l  — *")~^ 


sera 
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223 


etc. 


n  —  m]  \n-^  m)    [nn  —  m)  [in  A-  m)        '  ,  nir.^ 

n  SI 


n 


Soît  pour  cet  effet  :  a  =  n  —  m  ;   «  =  /i  -h  w  ;   et  posons  outre 
it?Ia:a-|-yr:=v-h//— w—a-i-zi;  a  H- f/ =  u-f-«-f-m  =  V+/2,  d*où 

nous  tirons  v  —  u  =  m.  Soît  doue  v  =  A  h m  et  u  =  k -  m- 

et  nous  aurons  eu  prenant  pour  A"  un  nombre  quelconque  : 


miz 


.  /72  7r 

/isi . 


n 


20.   Voilà  donc  un  produit  de  deux  formules  intégrales,  qui, 
dans  le  cas  où  Ton  met  j:  =  i  après  Tintegration,  devient 


1 


.  //ITT 

n  SI  — 
n 


et  partant  on  pourra  prendre  A  en  sorte  que  Tune  de  ces  deux  for- 
mules  devienne  integrable   et  alors   l'intégration  de   Tautre   se 

réduira  à  l'expression 


mis 


,  mn 
/isi  — 
n 


Ainsi  posant  2A  =  /n-4-27i,  à  cause  de  \ x^-^"^-^ dx  = — ^ — 

J  n  -^  m 

ikk —  Y  ^'»=  nln-^m)^  on  aura  : 
4 


"/• 


x*-'"-*££r(i  — .r»)'*  r= 


Or  si  l'on  prend 

2^'  =  m  -4-  4^*» 


/WTT 


/i  si 

/I 
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puisque* 

lin 


l  x"-^'"  -^dr[i  —  .r";  =r 


H  -\-  m        1/1  -h  m         [  n  -+-  ///  ,  [2  //  -f 


t*t 


/ 


et 


(ai  aura  : 


kk  —  7  mm  =  2  //  (  /«  -4-  9.  //  \ 

4 


it  -ir  m    ]  ^  .  'W7^ 

Donc  posant  aussi  n  —  m  à  la  place  de  m  on  aura  : 


tr  —  »rt 


;//  77       m  J  '  '  /<  —  'W  ^ 

/i  SI 

// 

et 

/ï+m 


rr  2/î/i 


.  miz       min-h  m ) 

n  SI 

n 


21 .  Or  puisque 

ik—m—tn 


9.  /If 

M         ---  '-      _«  r     _  n      1  ^   MM 


2  A-  -h  /Il 
si  nous  substituons  cette  valeur,  nous  aurons  : 


S!<-4-/n— 11 


X    /x'"-*c/j-(i  — x«)       »'*        = — ^ 
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et  cette  valeur  demeure  la  même,  quoiqu'on  écrive  u  —  m  au  lieu 
(Je  m.  Soit  771=^1  et  /i  =  2,  et  on  aura  : 

ou  il  est  remarquable  que   cette   égalité   a  lieu,  quelque  nombre 
•|u'on  mette    pour  A*  :  soît  par  exemple  A  =  i  ;   ou  A  =  2  et  on 

;)ura  : 


4  ;i  ■}. 


-    I  rf.r  I  ;  I  —  r- 1 .    I  ^ :^  - 


et  posant  A  T7^  — ^-  v^o. 


v/.»_9 


(^tte  égalité  est  remarquable  à  cause  des  exposans  irrationels 

22.  On  peut  encore  transformer  en  plusieurs  manières  les  for- 
mules, que  nous  venons  de  trouver;  car  posons  i  —  x"=j^",  de 


i~n 


sorte  que  a:  =  v(i  —  >*")  et  dx  =  ~— zj^n-^dj{i — j^")  "  ,  les 
termes  de  Tintegrale,  qui  éloîent  auparavant  j:  =r.  o  et  x  =  i  sont 
à  présent  renversés  savoir  j^  =:=  i  et  j'  =  o,  ce  qui  revient  au  même. 
De  là  nous  concluons  : 


f 


m  -  n  ^ 


y^     I    yi^-'"-irlyil—  )^")       "       ~ 


.  ///TT 

//  SI 


(]uandon  aura  mis  >'=  1  après  l'intégration,  ou  bien 

/'IL 

/*  Ui 


mi: 


.m  77 

71  SI 

n 


Buli.  des  Sciencet  mathém.f  5"  S«rie,  t.  IV.  (Juin  1.S80.)  I-> 
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par  la  réduction  de  ces  intégrales.  Donc  si  m  =  i    et  /2=  2  nous 
aurons 

4  X  —  9. 1   /  — /  -^ =  - 


et  uai'tant  si  /  ^^  1 


J\  »-.r)\/  v(«  — -v'i  ~  4 


23.    Or  puisque    Tangle  —  dépend  du  seul  rapport  des  nom- 


Ijres  m  et   w,  nous  aurons  sm —  =  i  si  w  =  -/i;  sans  qu  ou  ait 

besoin  de  déterminer  n.  Soit  donc  /w  =  -  n,  et  pour  éviter  les  frac- 
tions 2A=  m  -f-  ^,  d'où  nous  tirons  ce  théorème 

ou 

De  même  posant  plus  généralement  2^  =  X  -4-  m  on  aura 

rm        /»  /w-it 

''  *-  !2>/7Si  

/l 

OU 

/»  m       f*  m  _. 

A«f  A  i-^/llJSl 


n 


OU  le  nombre  X  est  arbitraire,  de  sorte  qu'on  lui  puisse  même  donner 
une  valeur  irrationelle.  Soit  m  =  \kk  et  n  =:  vk  et  on  aura 


TT 


a  Xv  X-  si  — 

V 
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|X7r 


().-!-  a/i^)  si  — 


24.  Posons  de  plus  nk  =  x  pour  avoir  cette  égalité, 

fv^-»-:».-! d;r  (  I  —  y*  )  "^    Ar^-i r//  (  i  —  7^  ) V  = 

^  ^  >vXsi^ 

V 

dont 


•  • 


on  aura  ces  cas  principaux  : 


23.  Comme  l'expression  infinie  du  sinus  nous  a  conduit  à  ces 
miegralions,  traitons  de  la  même  manière  l'expression  trouvée 
pour  le  cosinus;  qui  se  réduit  à  cette  forme  : 

"'^  —  =  - • ■ . . — etc. 

"  n,/i  3fi.3n  Ô/i.5/< 

^*>i puisque  ni  les  numérateurs  ni  les  dénominateurs  contiennent 
'H*s  facteurs  selon  la  progression  1,  2,  3,4?  5,  etc.  nous  n'en  sau- 
nons exprimer  la  valeur  par  une  seule  formule  intégrale.  Cher- 
chons donc  deux  formules  dont  le  rapport  exprime  cette  valeur,  et 
'  on  voit  d'abord  qu'il  faut  mettre  (i=  2/1.  Soit  donc 

Ç ^ a  -f-  V )  [n  —  2m]  [n  -h  1  fit) 

a  (  Ç  -+-  V  )  /ï .  /i  ' 
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et  nous  aurons  (x  =  fi^  c^=n  —  v^  et  v=  2  w, de  sorte  que  6=  n  —  af/j 
Par  consi.'(|uent  en  posant  après  l'îiiLegratiou  x  =  i  nous  avons  : 


j  x«-'r/.r(l  —  .r*"   ~^ 


m  77         .in  —  'X  m  .  t. 
=  cos =  SI 


'"    '  n  -in 


Donc  posant  /;/  =  Au  et  n  =  Xv  nous  aurons 


» 


=  cos  ■ —  =  si ■ 

V  2v 


26.   Considerons-en  les  cas  les  plus  simples  : 

I.       Si  W  —   I ,       fl  ^=  1,       ^        j-    r=:  COS  -  =r  O; 


f 


xjrdx'w  —  J-'^^    •* 


I[.       Si  m  ---   I ,       W  =:  3,    = ;; -—    =  COS  -  =  —  I 


r  -- 

I  x^x  (  I  —  .r*  )    * 

/x'é?x(i  —  X®) 
. 


III.    Si  m  =  -y     ft  =  a,    ^"Tz T.  =  cos -7  =: ; 


I  2     ./  ^ V^^ 


IV.     Si  m  =1   —J        /l  =  3,    ^^-Tî r    =  cos  7;  = 

De  la  seconde  nous  tirons  celte  egalîté 


^  ' 


La  troisième  se  réduit  à 


i"       r/x  ,      r       dx 
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et  la  quatrième  h 

dr 


/dx         _  3v/3  Ç (h 


27.  Ces  formules  peuvent  être  changées,  de  sorte  que  la  condi 
lion  de  Tintegration  demeure  la  même.  Ainsi  on  trouve 


/dx  _  I    r      d.r 

l^[i^xxY  ~~^J  yl[^-^'V 


en  posant  a:'  au  lieu  de  1  —  xx  * 


/dx         _  I    r       dx 
j?j7Z^.  "^  H  J  \/[x^x^Y  ' 


.*n  posant  x^  au  lieu  de  1  —  x^ 


en 


et  partant  nous  aurons  ces  égalités  : 

/*    rfx      _  3  r    dx     _    3  r    dx      _  3  r     ^/r 

r       </jr  r      r/r        _3^3    /*        rf.r         _  3v/3    /*        r/.r 

28.  Par  la  même  transformation  nous  trouvons  en  gênerai  : 
«E^  "=;   /  1""^^'  —  *    /  ^EFi 


I         niTz        /*      x"'~hlx 

nr  -ces 


'2  //  f      ,  ,^^^ 
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et  partant 

=r  cos •    I    ■- • 

-^  est  la  plus  simple  comme 

ne   renfermant  que  le  signe  radical  quarré  nous  aurons  ces  rcdm*- 
tions  pour  le  cas x  =  i. 


2  COS 

H 


COS 

n 


dont  la  première  est  évidente  d'elle  même,  mais  les  deux  autros 
renferment  la  nature  des  cosinus. 

29.   J*ai   aussi  trouvé  dans  mon  Introduction  (  *  )  ce  produit 
infini 


.  tmz 
si  ~~^~ 

2//       m['?.n  —  m)    (2/1 -+- m)  (4/?  —  m]    (4" -♦- /w)  (6/î  — /iij 

./.-TT  ~   X-^2/1—   k)   '    (2/l-h7y(4/î—  A-j"  '  {4«  4-/)(6/î—  /] 

SI  "^■~~ 

2// 

qu'on  peut  réduire  à  un  rapport  de  deux  formules  intégrales.  Pour 
cet  effet  il  faut  poser  |ul  =  qw,  et 

6  (  a  -♦-  V 1       m  (  2  «  —  m  ) 
«  ^  6  -h  V  j  ~   /■  (  2  /z  —  /•  ) 


(*)  Iniroductio  in  ana/jrsin  Infinitorum ;  Lausanns.  17J8.  2  vol.  iii-4** 
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ce  qui  se  peut  faire  en  quatre  manières  : 

I.    arrA-;  €=.m;  vrrr2/î  —  m  —  X; 


V  —  01  m  —  / 

•_  • 


U.  a  =  i;  6  nz  a/i  —  m;  v  =  m  —  X* ; 


m.  a=  lA  —  X;6=:/iî;  vitzX  —  m; 


IV.«=2/ï — k;    C=2«  —  m;   vz=:/w-f-A- — 2/f; 


|X  2/i 


Il  2/< 

V  —  u       A'  —  m  —  *>  n 


Il  2fl 

V  —  u.       m  -h  k  —  4  " 


}l  2/î 

d'où  nous  aurons  : 


V-  SI  — 

•>  /i 


x^-*</.r(i — x^)    \^  si  — 

in 

et  par  la  transformation 


/■■ 


a  — > 


^  SI .  m  TT 


/■ 


^  2« 


30.  Cette  dernière  formule  fournit  les  réductions  suivantes  : 

SI I  —  =  SI •    I    J 


SI .    i =z  SI •    I    -— 9 


SI .    I  =;  SI •    / 5 

2/1      I»'*.  /i *-««U-  2/i       /  '"/.'i  ^ï/i\ln-wi 


SI •    I    =:  SI •    I • 

2/1   J     «y(,_^ly.)Ar  2/1    J    ««//,__  j,î«)m 

Or  je  ne  m'arrête  pas  à  donner  des  exemples*,  il  est  aisé  de  voir 
quon  en  peut  tirer  des  réductions  asses  remarquables;  comme 
SI  À  =  /i  —  ffi^  on  aura 

31.  Considérons  encore  un  produit  infini,  que  j'avois    trouvé 


jix  PRKMIÈKE  PARTIE, 

pour  la  laiiij;(Mil('  (11111  «thî^Ic, 

///  -  fNT  I     ■>.  //  tfl)     S  '  9.  //  -♦-  ///  )  '^  '  A  fl  /// 

lilL' • :, -y—. etc. 

2 //         2    /i  —  ///       j,  ^rt  ~\-  m       i\:>tt  —  m  !  l^[5h  -r-  nt 
el  (|ue  nous  représentons  en  sorte 

/;/ 77  'y.n.'>.nhi-{-  m  '    3 -•/  —  m^    ^n ,^n  "in  -^  m^  i  1  n  —  tu 


ntT        II. '6/1  [2  fi  —  ///    ,  7 n  -i-  m  ]    3fi .5fi[ln  —  m  /\  ^tt  -\- 


pt<\ 


/// 


'K 


?.  « 


qu'on  peut  nuluire  à  un  produit  de  deux  formules  intégrales,  cjui 


étant  en  gênerai 


'j. m'  OL  -^~  'j    '  rr  -r-  tt)       2  u .  0. m   V.  -^  'j  -h  u)  \  a  -h  II  -{-  m  ■ 

—  ' '. : — '. -T  .etc. 

uft    IL  -T-  'j  \    rn  -h  N      (  a  -4-  tz  I  ,  /"/  -f-  /«    .  2  u  -1-  V  ,  .  2  ///  -+-  /i  j 

où  Ton  voit  d'abord  cpi'il  faut  prendre  ^=:  m  =  ^n^  et  ensuite  il 
reste  à  rendre  : 

{  n  -^  m)    ?tn  —  ni^  ^  a  -f-  v  V /-/  -4-  w  ) 


fl  .'ùn   III  —  m  ;  {2.11  -f-  ///  )        «  ^/ 1^  UL  -f-'  v)  [m  -h  1/  ) 

Qu*on    prenne   donc    a-f-v  =  /i-f-m    etrt-|-u  =  3/i  —  m  et  on 
trouvera  les  quatre  solutions  suivantes  : 

I.  ^j  z^  m\  u-.~  —  m  ;   OL  ^=:  /i  ;  az=3n'j  ^z=2n;  m  =  in. 

II.  'j  z=z  m;  u  :=z  n\         aL=:  n;  az^'y.n  —  /;j  ;  u  r=  2«  :  /n  =  2w. 

III.  V  =1  —  n\  «nz — ///;    a  rrr  2 // -h //I ;  «  =  3//;  ^=i2/?;  m:=^in, 

IV.  v=3 —  n\  U=:ll\           K  rrr  2 // -+- W  ;  n^r^^n  —  /W  ;  pi  =2/1;  mr=:2rt. 

32.   Voilà  donc  les  quatre  réductions  qui  s'ensuivent. 

.    I =  ; 7  COt » 

«'(/(  ,  -_  .r«/i  fn-m    J  2«'  (  ,  _  ^.î«  Ji«-f-/«  2//i  [m  —  n)  2lt 

r        .r«-ir/.r               r  x*'*-"'-^ffr                         t:  mît 

I .    I =r ; ont  —  y 

J  *;^(,  ^,rinyîu-m    J  *'^.r,  _  j^myi  2fl{,l  —  //i)  2/1 


mi: 

COt  —  » 

rn\        2/1 


1^ —       .    I ^^ .col ' 

J  ^"     ,  jfifi    in  J  ^JJr    I  jin'  n  inn    m  —  //  .  2« 
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ou  il  faut  remarquer  que 

J  «J.  :  ,  _  jctn^n^m  "      ni    J  *^(,  _  .^î«  )m 
Cl 

J  ««/(  ,  _  ^ï/l  )3«   ~   ""^  J  V'i  I  -  ^*"  )  ' 

33.  Ces  subslitutions  nous  fournissent  les  formules  suivantes  : 

.     I    ^, 1= rCOt » 


r  r  m  TT 


I  .     I     __-         :^   J ^  cot î 

f  *'(  / 1  _  .r-S»  jSn— /w    J    ^(l  —  X^"  )  2 //  (  //  —  ///  )  2  /i 


TT 
5 


TT  rmz 

col  —  y 


cot  —  9 

2// 


V^I  — X*")  'J    V('  —  •^'")  "~2«(/î--  W)  ~'"  2« 

qui  se  réduisent  à  ces  formules  plus  simples  : 

/tlx  r  dx  HTZ 

I  ^ .    1    ^      :::^      ^  cot î 

^(Tir^  •  J    ««/(,_^^)m  ""  2(/l  — //l)  ^^    in  ' 

j  V';»  — •^*'*)  J    v^{i— ^*'*)      '~2«(/i  — //j)  ^ 

34.  Or  par  des  substitutions  ultérieures  on  trouve 

1  < 

«e  sorte  que  toutes  nos  formules  se  réduisent  à  la  dernière,  qui  est 


//j)         2// 
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la  plus  simple,  puisqu'elle  ne  renferme  que  le  signe  radical  quarré, 
laquelle  si  nous  posons  ni^=  n  —  k  se  change  en  cette  forme  assez 
remarquable  : 

J  v,i-x-^"j'j  ;(i_>.r^«)— ^7^^^^7/r 

d'où  si  A*  =  o  à  cause  tas;  —  =  — ^  >  on  obtient 

^  2/i  2/î 


)     4«'* 


35.  Considérons  quelques  cas  particuliers. 

I.  Si/i  =  i;    A  — o,      I    -7^ -.   I   -t: r  = 

J    Vv»  — ^•^)  J   Vil— .rx) 

IL  Si/izrr--,    /  =  -,       /    n-/-l Tf    = 

r     .rx^.r  r        tir 

III.  Si  /?  ^^  2  ;    A:  =  I  ,         I .    I    — ]rr    == 

TV  c  ^      /         '         r       '^''''"         r       nndx^ 

IV.  Si  /l  =^  -  ;    A  —  -  1        I r-r  •    I    -77 r-T   = 

VI.  Si/ï=  3;  A:=  I,       I    --^ rr  •  I    -77 tt  = 

VII.  Sl/?i^  3;  /r=2,       1-7 TT'   /   -77 rT  = 

VIII.  Si  «  =  -^  :  /l  =  -»     I :n  •  /  -7; TT  = 

IX.  Si/i  =  ^;A=-»      1-7; ^'  f  -7; M  = 

V  G-  7     .       5        f      .r^fr  C        dr 

X.  Si/i  =  -;  Ar=:-,      I =-  •  I   -J 1-7  = 

VT  c-  '      z  r       '-'^^  r^^'thr 

XI.  Si  /l  =  4  ;     A   =    I  ,  I     -J7 —   .     I     -rr —  = 


TTTT 

"4 

1 

2Tr 

3 

0        >v>> 

4 

^64     4^ 

27r 

5 

2  7r 
75 

6 

tâg^; 

TT 
12 

tâg^-, 

27r 

7 

*^8.4' 

27r 
21 

2  7r 
35 

TT 

8 
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XV.       Si  /î  =r  ^  ;  A-  =  ->       /  -7 I    =  -r;;  tâff  -î—  ; 

Xn.    Si  w  =3  5  ;  X  r=  2,      f I  -r =  —  tag  -  : 


XVm.  Si/i  =  6;  k  =  l 


XIX.    Si#i=z6;  X=5:  /  -r m"  /  "7? ïrf  =  r-^*^g— • 


36. 


nous  avons 


I.  La  forn^ule/^^./^^^  =^^c,ue 

trouvée  cy-dessus  (§24)  a  avec  celles  cy  un  grand  rapport-,  pour  le 
développement  duquel  écrivons  x  à  la  place  de  y  et  posons  a  =  n 
pour  avoir  : 

Or  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  étant  : 
Si  nous  posons  A  =  A*  nous  aurons  : 
cl  si  nous  posons  X  ==  /i  —  A 
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37.  Or    pour  rendre   ces    réductions   plus    générales,     posons 

n 

y  =z  jt;*  pour  avoir  suivant  le  §  24, 

-      -  n  -  1  /         1 

/  *  fi.r        I      .;  "         (i.r  c^tt 

Soît  —  =  A"  et  nous  trouverons  la  même  fonnule  que  cv-dessus,  el 

la    position  —  =  n  —  k  ne   produit   rien  de    nouveau    non    plus. 
Voyons  donc  quelques  cas  particuliers  : 

I.  Soit  n=  i   et  k  =  o  : 

/ff.r  /*      .rri.r  n 


.rx)         2 


IL  Si  w=  -;  k=  -  : 

2  2 


/dx  r         dx  ir  I 


•  x^  )         «  6       v^3 
et  l'autre 


/Xdx  /*    xdXsj.V  ,77  2 


III.  Si  «  =  2,  A'  =  I  : 


et  Tautre 


/dx  r      dx        _    .    7^  _ 

/XXdx  r       XX  dx  ,       TT 

/dry/x  r       dx  7r 

v/(i-x')-j^(i--r*)'"    '^8' 

/xdxJx  r  XxdxJx  _      ,      TT 
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et  voilà  encore  quelques  autres  : 

/xd.r              r         d.r  ,      tt 

— -r  :     \  -r- -.=      tâg  —  9 

/xxd.r  r  .r^cixJ.r  ,    ,      rt 

/d.ryjx  r       d.r  ir 

/x.rdxf^/.r         (*     x^d.r  3     ,    tt 

/xxdx  r       dx         ,    w 

/X^dx  r       X^dx  _      ,      TT 

Vf- •^'")V\/i' -•-■"') '"*'^^' 

/x^dx  r      xdx  Tf 

Vii-x'")V  VC--^'"]""    ^5' 

/x«  rfx  r      x'  rf.r 3    ,     ir 

vii-'^-'-iV  Tû^^"^  "â'^^B' 

/x*rf.r  /•        rf.r         _       ,     n 

/x'rfr  /•     x»°rf.c      _  c   ,     ' 

vi'----")V  vi'--^-")~   *^~^ 


ir 

2 


38.  Ces  formules  sont  semblables  par  rapport  h  la  forme  h  celles 
^ui  ont  été  trouvées  cy  dessus  §  34:  toutes  ces  formules  étant  eom- 

J^«  Maïs  cy-dessus 

^tHoitle  produit  de  deux  telles  formules,  dont  j*avois  assigné  la 
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valeur,  pendant  que  nous  avons  ici  des  quodens,  qui  résultent  delà 
division  de  Tone  par  l'autre.  Mais  dans  Tun  et  Tautre  cas  il  est 
évident  que  l'intégration  de  l'un  se  réduit  a  celle  de  l'autre. 
Puisque  la  plupart  de  ces  réductions  sont  tout  à  fait  nouvelles,  il 
vaudra  bien  la  peine  de  les  considérer  plus  soigneusement  ^  pour 
cet  effet  je  les  distribuerai  en  classes  selon  l'exposant  de  la  va- 
riable x  derrière  le  signe  radical,  met  n  étant  des  nombres  entiers. 


I.  Réduction  des  formules 


T-  : 


4~4 


III.  Réduction  des  formules 


/a^dx         Ç       dx         2iTr    ,     Stt 


IV.  Réduction  des  formules 


/'  x'«-*  dx 


/x^ilr.  Ç      xdx        ■'f   X    "■ 

s/('-'')Vn/(«--^')~  ë'^^ê 

/X^dx  r  dx  TT  ÎT 

v'('-^«)Vv/('-*')~'"^S- 
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V.  Réduction  des  formules   / ^-—  : 


/.T^eix  r       dr  2r    ,     Stt 

v'.'-'^]'Js/(>---w'"35'^T4 


M.  Réduction  des  formules 


/x*r^jr  /*     :rxdx      '^   x    ^ 

/TxdjT         r        dx  ,     V 


MI.  Réduction  des   formules 


7(  7^"x»  )  • 


/*       T^tlx  r       X^dx  2  7r  TT 

/x^dx  r      xdx  9.7r    ,    Stt 

/x'dlj:  /*       <ir        ?.jr7jr 
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A  IIJ.   Rediirtioii  des  formules    /— \ — : 


v['^ -'^'i ' J  V.' -•'•'")  ^ Tô ^'*'' Tii 


20     ^  5 


-  — tag  — , 
10 


/.r^d.r  r         fi.r 

/x.rd.r  f*  .rd.r  tt 

f.r^d.r  r  .r^dx  ,      tt 

/.r^elr  /*  .r^  d.r  3    ,     tt 

39.  En  combinant  les  quotients  avec  les  produits  de  chaque 
classe  on  en  peut  former  de  nouveaux  produits,  ce  que  je  ferai  voir 
en  gênerai:  car  ayant  ce  produit 

J  >/[^ - ''^'\}' J  v;' -''")■" ^"^2^ 

et  outre  cela  ces  deux  quotients  : 

combinons  le  produit  avec  le  premier  quotient,  en  posant  a  =  n^li 
et  nous  aurons  en  les  multipliant 
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Ensuite  pour  le  second  quotient  posons  b  =  Ji  — /r,  et  en  multi- 
pliant nous  aurons  : 

qui  ne  dillere  pas  du  précèdent.  Ainsi  pour  chaque  classe  nous 
a>ons  deux  produits  généraux  : 


I 


jc^"')         ^nk 


dont  le  dernier  convient  avec  ceux  que  j*avois  déjà   démontrés 

autrefois. 

40.  Développons  ces  produits  pour  quelcpies  cas,  ou  n  et  /r  sont 
des  nombres  entiers  ;  et  nous  aurons  les  réductions  suivantes  pour 

le  cas  x  =  1 . 


I.  Produits  de  la  forme    / ~,  r 


II.  Produits  de  la  forme  /  —, — 


) 


7(r- x«)  •  j  vii-x')  =  6  '''«6  =  673' 

/a^llx  r  dx  TT  TT  TT 

Aitf.i/o  Sciences  math.,  3«  série,  t.  IV.  (Juin  1880.)  iG 
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III.  Produits  de  la  forme    . 


/*     x*r/.r  r      dx  TT  3?: 

r  x^dx      r    dx     _7r 


/x"^~^  dx 
— : 

/x'^dx  r     x^dr       ^     r      "^ 

/x^dx  r      X'dx       77     ,     r 

v\«  -  ^"\  '  j 'vT^^'"!  "^  ^  '"^  5  ' 

/x'dx  /*       x^:r  tt     ,     Stt 

- ,-— X-I5)  •  j  ;^T^"^y = 38  '^s — ' 

/x^  dx  r        dx  -     ,      2r 

/jSjfj.       r     d.T       _  î7 

41 .  Après  ces  in tegjra lions  des  formules  qui  sont  toutes  comprises 


MÉLANGES.  a43 

dans  cette  générale    /  x"^  *  dx[i  —  x")*,  et  qu'on  peut  nommer 

algébriques,  puisque  djry  est  multiplié  par  une  fonction  algébrique 
lie  jr,  je  passe  comme  Je  me  suis  proposé  à  considérer  encore 
quelques  formules  intégrales,  où  le  diûerentiel  dx  est  multiplié 
par  une  fonction  transcendante  de  x^  et  dont  l'intégrale  dans  un  cer- 
tain cas  se  peut  exprimer  ou  algébriquement  ou  par  la  quadrature  du 
cercle.  Ces  cas  sont  d'autant  plus  remarquables,  qu'il  nous  manque 
encore  des  méthodes  pour  les  traiter^  et  partant  les  observations 
suivantes  serviront  peut-être  à  découvrir  de  telles  méthodes. 

A'i.  Je  ne  m'arrêterai   pas  ici  h  cette  formule  intégrale  assez. 

connue    Idjcll—]   ,  dont  on  sait  que    la  valeur   au    cas,   qu'où 

met  après  l'intégration  j*  =  i ,  devient  =  i .  2 . 3 . . .  /i  ;  de  sorte  que 
fftle  valeur  peut  iHre  assignée  toutes  les  fois  que  l'exposant  n  est 
an  nombre  entier.  Mais  quand  n  est  une  fraction,  la  valeur  est 

beaucoup  plus  difHcile  à  assigner.  Ainsi  si  /i  =  -9  j'ai  démontré  que 

la  valeur  de  l'intégrale  1  dx  y/l-  au  cas  x  =  1  est  =  -  ^/tt.  De  là 
on  tire  aisément  ces  intégrations  qui  en  dépendent  : 


H'^, 


2 


(■ 


3 


puisqu'il  y  a  en  gênera! 


/*(,i)-=.(,i)%,„/..(,:)- 
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Donc,  posant  après  l'inlegiation  j-  =  ï  h  cause  de  1  -  =  o,  on  aura 

A3.  i^oUc  intégration  du  cas  de  /i  =ir  -  peut  s'exprimer  de  coUi' 
manier;', 

et  pour  les  autres  fractions  mises  pour  /i,  j*ai  trouvé  les  réductions 
suivantes  : 


I  fir 


i\^  s/i      /*      x  dx  r      x^dx 

i\*_        4/1      r  d.r  r       X  ilx  Ç      XX  dx 

^i  ~     V4  J  î^(.-x')''J  t/;i-x*j«"J  î/(.-x':' 


x)'-\jlj   j/(,_x»)' 


/.r<'/jc  /*     XX  dx  r      x^dx 


—  ^5)* 


» 


>('i)=^y/U^a^ 


MÉLANGES.  a^S 


hHH</lf^~^. 


r      x'rfr  /"       .T*ffx  i"     .r"rfx 

J  lV-~^''j  W''-^':''J  Vi^^^'Y 


J  V    «-•^')   J    v\«-"-^'J   J  V'J  —  '^') 

H.  Puisqu'il  se  trouve  parmi  ces  formules,  où  Tex posant  de  x 
e^i  plus  grand  dans  le  numérateur,  que  dans  le  dénominateur,  si 
nuis  déprimons  ces  exposans  par  le  secours  de  cette  réduction. 


/  x'"-^ ^.r  [ I  —  X"  ]^' r=  — ^     /  x"^-«-» dxii  —  x"  Y', 

f  'm  -+-  nA  J  ^  ' 


ii'»us  trouverons  les  formules  suivantes  : 
1 


m=  s/\  h^ 


r 

XX  ) 


dx 


J 


Ç       .rdx  Ç       r'-dr  /"      .r»//.r 

^.1  î;7:r7.j;"j  j,;,Z:r^;.j   J    .Ix')'' 
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(.nl.r  f*       .r-dx  i^       .r^dr 

.  r '-^^^*c' îï^^'-'j v^;^"^'?' 


^ 


i-('::)^=4^lj-^l, 


.r  r/.r  /^     .r*  €Lr  r     Jc^  dx 


I        X  ctx  I       x"  itx  /       .r"  ax 

45.   Voilà  donc  les  valeurs  de  la  formule  intégrale  trauscendaïUc 

I  r/a*  (  1  -)     lorsque  n  est  une  fraction  réduite  à  des  valeurs  des 

formules  intégrales,  où  dx  est  multiplié  par  une  fonction  ali^f- 
bric|ue  de  x.  Or  parmi  ces  dernières  formules  il  y  a  toujours  une 
(jui  renferme  la  quadrature  du  cercle,  puisque 

'       ./•'"      ^dx  77 


•^     )  //SI 


/l 


P^nsuite  pour  pouvoir  mieux  comparer  les  autres  ensemble,  posons 
dans  les  formules  du  §  21  :  aA"  =  a/i  -f-  w  —  ai  pour  avoir  : 

Ç     x'^-'^-^dx         r  x'^-^dv    _  îr 

i.'    V  l  *       •*    i  t,'  V  i  *       -^  /         //   /î  —  ).  )  si 

n 

De  là  nous  avons  : 
I.  S\n  =  3  : 
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II.  Si  #1  =  4  *• 


/x.rdx  /"        ({x  fT 

4 

/xxdx  r        dx  it 


/xdr  r      xdx  îT 


4 . 


III.   Si/i  =  5  : 


/.r^  d.r  r        dx  r 

5 

/jrirfj:  Ç        d.r.  _       t. 

5 

/jr*rf.r  r         dx  __      T^ 

j7— r^J  ^^(i~x^)^^^' 


/.r'rfr  r       xdx        _         r 


2  7r 


5 


/.r'rf.r  /•       xdx  TT 


5si^ 


/x  dx  f*      X*  rf.r         _       Tz 


0  SI    ^ 

5 


46.   De  là  nous  voyons,  que  multipliant  toutes  les  formules  du 
même  ordre   ensemble,  le  produit  se  réduit  à  la  quadrature  du 
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cercle:  ainsi  nous  aurons 


/'^■'(':.) 


'2.   ' 


Hi)H\)=-,'  =  l.^"T 


Q  SI  — 


>('i)->('i)>(.^)^-!Pî  =  |v/T' 


"4 


f..(.i)\/-..(,i)\/;/..(,i)\/..(,ij 

?.  jr:-  'y.  \         /\br.* 

♦    Cl     -_     Cl     « 


5*  si  V  si 


;,.(,i)'./.(,^)-.f.(,i)-.p.(,i)--./..(,i) 


6^  si  -^  si     - 
o       u 


De  là  nous  concluons  cju'il  y  aura  en  gênerai 


«  - 1 


/"■'('^)>('i)"-/"'('i)'--^fî^v/^- 

lequel  théorème  est  tout  à  fait  digne  d'attention. 

47.  La  comparaison  de  ces  formules  peut  être  poussée  plus  loin, 
en  considérant  ce  théorème  gênerai, 


d'où  le  théorème  précèdent,  tire  du  ^  21  ^  se  change  aussi  en  d'autres 
formes.  Ensuite  les  formules  du  §  29  fournissent  les  compara isoiiî^ 
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sui\aules  : 

r      .r^    1  dx  r     a:'"-»  dx  .  /;/  7T      .  X  77 

I •  I z=z  SI  —  :  SI  —  > 

f"',  ,.H    n-^K-tn     '     J".,  „;iVi-+-A— wi  «  /« 

( :  I zn  SI  —  :  SI  —  y 

I  ;; :     j =81 :  SI 1 

dont  les  dernières  se  déduisent  de  la  première,  puisqu'au  lieu  de  //i 
et  A'  on  peut  mettre  n  —  m  ni  n  —  A . 

4o.  31am tenant  puisque    1 =:: 1 .- ^ 

J  V  l  »  —  •''"  j/"+A  //l      J  ^  (  I  —  X"  )"'-+-^ 

on  aPura  encore  cette  comparaison 

•     f - ::::::;  SI  —    -  '  SI » 

el  prenant  pour  m  un  nombre  négatif 

^-^(l.r  i*  T"-'''-^fl.r  r,  ^  fi     nn:      .  Att 

= SI — :  SI  —  5 


'» 


/w  //i  /<  // 


doù  nous  tirons  les  comparaisons  particulières  suivantes 

/'•     .r  e/.v            i^       dr  .  tt      .  tt  "  , 

I •   I  ^ _     SI  7  :  SI  -  =ii  :  v'^M 

Is :  |t =   si^:si-.-, 

r      .r  r/.r              /^        //.r  .  t:      .  9.  tt 

Ir :     It =::      SI  -  :  SI -r- 1 

/*     .r*  flj:  f*     .r^  d.r  ,  tt       .  2t  tt 

/t :  /- =  2si^:  81-^-9 

/ :  Il -3si-:-^. 

.  '  I  .  I  —  .r  *       .  '  V  ;  ï  —  •'■  ^     " 
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49.   Voiïv  faire  voir  l'usage  de  ces  réductions  considérons  les 
formules  parlic.ulieres  qui  entrenldans  les  expressions  des  formules 


/..(,:)".  /,,..(.;)',  >(.:)'.  /..(.i)'. 

Et  d'abord  le  nombre  de  toutes  les  dites  formules  étant  i6,  il  v  a  4 
qui  dépendent  de  la  quadrature  du  cercle. 

rf/.r  77  r    X  dx  - 

.    v\i -•'•')       5 si?      Jv''('-')*      5si?'î 


5 


V\i~x^;^       5silî      5si^'      Jvl'--^')'       5si^      5si^ 


5  5  5  .^) 


Pour  les  autres  i2,  la  réduction  générale  fournit 


r 


Ensuite  nous  venons  de  trouver 


.  I  _ 

/SI  •^  TT        _ 
XX  dx  5       r       rf.r 

5 
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.  I  _ 

5 

J       .r  /7.r  :)        /        .r'  <T.r 

C\'--^)  ""l^J  ^i'--*)' 

5 

auxquelles  on  peut  ajouter  les  produits  de  deux  ttdles  formules 
rapportées  au  §  45  pour  le  cas  /i  =  5. 

50.  Si  nous  examinons  toutes  ces  égalités,  nous  trouvons  que  ce» 
12  formules  se  réduisent  à  deux^  posons  pour  abréger 

y  ==  -r 9      a  r=  SI  t;      et     6  =  si  -rr-  > 

et  toutes  nos  formules  peuvent  être  réduites  à  la  quadrature  du 
cercle  et  à  ces  deux 

/jjrfx  et  fjr^dx. 
De  cette  manière  : 

[xy^dx    —  ^    /  >'^.r;  j  x^f'dx  2=  ~^'^ 

rx^y^dx  ^- ;,*  -     -    ; 
loxjx^dx 

/ydx         ^^-S—\  I  rrdx      ~-   -——. -•; 

lOK J  y* tix       J  lovjyydx 
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Soit  (loiir 

f\yd.i  —  A     et     f)  ^d.i  —  B, 

ut  Ifs  valeurs  cl»!  nos  formules  transcendantes  seront 


/"■'(';)■=  \/"-" 


RR 

C'A 


A__ 
ÏÎH 


J  '  '  \  xj  ^  Vs'^aH'AAR 


51 .  De  là  nous  voyons  que  non  seulement  le  produit  de  toutes 
ees  quatre  formules  dépend  uniquement  de  la  quadrature  du  cercle, 
mais  aussi  le  produit  de  deux,  dont  les  exposans  sont  ensemble 
Tunité,  savoir  : 


H'^:-H'-^'-^. 


5*si^ 

0 


m'-H^iï-:^. 


5 


Outre  cela  nous  en  pouvons  déduire  ces  égalités 
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52.  Si  nous  joignons  ces  déterminations  aux  précédentes,  nous 
en  pourrons  tirer  les  conclusions  générales  suivantes  : 


/.(,i)-/.,(,i)'.-^ 


1*  SI  - 

1 


f-m^'ir-zT-- 


3.  «5 


f-m-H)=^^ 


4»si- 
^     4 


M'HH'^h^^ 


/-(■i)  •/-('iy= 


5' si  ■= 
5 


6î! 


et  en  gênerai 


m 


M^y-Mi)  ■  = 


r 

1 

5' si 

2îr 
T 

n 

—  m 

a 

m  n 

—  mJTT 

.  //ITT 
/Ï/ISI  

n 

Donc  puisque 


n—  m  m 


nous  aurons 


/.(,i)l/.(,:)-=-^,=„;^- 


53.  Cetle  dernière  égalité  se  peut  aisément  démontrer  imme- 


i:}\  PHHMIKHE  PAUTIH. 

(liatnncMit  vi\  dovcloppaiit  le  ras  le  plus  simple  où  rcxposaiilesl  nu 
nombre  entier  : 


Hl 


r/.r(  1  -  1    =1.2.3.../. 


Or  eetle   (expression    tei minée  se  peut  exprimer  par  ui\   produit 
infini  comme  : 

iV      3 

etc. 


M'ih{^-r^Air-~{^) 


j  -h  / 


l'osons  nianitenaut  A  =  —  pour  avoir: 


m  m  ni  m_ 


m  lîi  "1  !1L 

J        \  -^  J  \ï/       n -h  m    \'ij       2//-+-///    \3/     3// 


el  faisons  aussi  m  négatif  : 


m  m  m  m 


rt  73\      '*  2//  /4\      "  3// 


/w    \  3  /         '6/t  —  ffi 


Le  produit  d(î  ees  deux  formules  donne  ouvertement 
////  Ann  Qffn  mit 

'  ^  etc.   rri 


•'  «  SI 

// 


5t.  jVous  pouvons  pousser  plus  loin  ces  recherches,  car  puisque 


J         ^    .r  J  \  i  /       w  -h  7    \2  /    2/ï 


7 
3\"       2W 

-  Pic. 
7 


et 

Ml)  ■  -f^V  — ^ (^)  "  — ^ 
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le  produit  des  deux  premières  divisé  par  la  dernière  donne 


-f-  /?  -h  7  1       ?.  /I  (  2  /î  -4-  /^  -4-  17  ) 

• etr. 


x''^  "^P>\"-^^J:    \'^'^'^P]\'^fi-^q] 


dont  la  valeur  est 


ou  bien  aussi  =  qfx*f~*clx"^li  — x")Pz=zp^  fxP^^fix'{'[i  — j:")^, 
d'où  il  s'ensuit  la  précédente,  quand  on  pose  /;  =  in  et  </  =  —  m. 
Dr  même  on  trouvera  la  valeur  de 


/.(,i)-./.(,^)''./..(,i) 


p-^*i  ■<r  H 


HT 


P9 


•io.  Enfin  pour  finir  cette  matière,  la  sommation  des  séries  re- 
nproques  des  puissances  nous  fournit  encore  les  valeurs  des  for- 
mules transcendantes  suivantes,  quand  on  met  après    Tintegra- 

lion  X  r:=  I , 

XI  —  X  o  J      ^  '2 


cl 


J     X       Y    I  —  X  o 


I  -4- X       = 


•^20 
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et  ces  plus  (composées 

rdr    rdr    rd.r  I  _  r»  /V/.r    /*r/.r    T'/^ ,  , 

J     •''  J     '''  J    •''      i  —  -^         90  '     J     ^   J    '^  J    -r     ' 

['-'■'  f'^A  t«g.,.  =  f!;     fl'^  Tir  r^L^,    /--^  ^. 
J    ^  J     '''  ^^      J     r  J    X  J     X     \  \—x        9b 

Or  il  ne  pareil  aucune  route  directe,  fjui  nous  pourroit  mènera 
ces  déterminations,  ce  (jui  mérite  par  cela  même  d'autant  plus 
d'attention. 


1 


iiOCLD  (B.-A.).  —  UnA?«oiiKTBiA  Mu.r^rr^.  Oltt^ifr.  ->  -nd  position  of  every 
liied  glar,  down  to  llie  seventh  magnitude  within  one  hundred  degrees  of 
ihe  soutb  pôle,  wilh  an  Allas,  i  vol.  iM'-  Buenos- A  ires,  1879. 

Le  Volume  que  nous  analysons  ici  csl  le  premier  des  publications 
3stronomii[tie5  de  l'Observatoire  de  Conluba,  déjà  bien  connu  des 
lerleurs  du  Bulletin,  et  son  histoire  se  rattache  intimement  i  celle 
lie  la  création  de  l'Observatoire. 

En  arrivant»  Cordoba,au  mois  de  septembre  1870,  pour  y  établir 
l'Observatoire  National  de  laRépublîquc  Argentine,  M.  GouM  avait 
I  t-spoirde  pouvoir  hientàl  entreprendre  les  rccherclics  qui  l'avaient 
iâiTminé  à  passer  dans  l'Amérique  du  Sud  et  qui  devaient  avoir 
{Hiur  résultat  immédiat  la  construction  d'un  Catalogue  complet  des 
principales  étoiles  du  ciel  austral  -,  mais  il  se  heurta  à  toute  tmf! 
•*riede  diflicuités.  Le  cercle  méridien  qu'il  portait  avec  lui  ne  put 
Hre  monté  qu'en  mai  187a  et  les  observations  ne  commencèrent 
l'ITt-ctivement  qu'en  septembre  de  la  même  année. 

Deux  ans  s'étaient  donc  écoulés  avant  que  les  astronomes  que 
M,  Gould  avait  amenés  avec  lui  eussent  la  libre  disposition  de  leur 
instrament  fondamental,  mais  ils  n'étaient  pas  pour  cela  restés 
uisifs:  ils  avaient  entrepris  dedéterminer  tes  grandeurs  relatives  de 
loatfs  les  étoiles  visibles  À  l'œil  nu  et  d'en  dresser  une  Carte,  assez. 
"Mnpléte  p4iar  être  d'un  usage  utile,  et  uu  Catalogue  approché, 
t^VsIce  double  travail  que  M.  Gould  public  aujourd'hui  sous  le 
\iirc  à' [franornetria  Argentina. 

Une  premièredifliculté  fut  de  dresser,  avccics  quelques  Catalogues 
'^uel'oQ  avait  sous  la  main,  le  squelette  des  Cartes  qui  devaient 
Itirtner  l'Atlas.  Elle  fut  surmontée,  en  partie  au  moins,  grâce  aux 
snfiennes  observations  de  La  Caille  et  de  Taylor,  et  les  étoiles  non 
"Wnées  par  ces  deux  astronomes,  quoique  visibles  à  l'œil  nu, 
lurent  intercalées  sur  les  planches  par  la  méthode  désalignements. 
l*plns  grand  nombre  d'entre  elles  ont  été  identiiiées  depuis  avec 
'Ifi  «toiles  déjà  délerminécs,  ou  bien  elles  ont  été  directement  ob- 
*i'nées,  en  sorte  que  leur  position  exacte  est  marquée  sur  les  Cartes, 
U  seconde  difllicuhé  et  là  partie  la  plus  délicate  du  travail  con- 

««H.  Jr,  Sriracrt  mnlhrm..  -f  SiTÎP,  l.  IV.  (Juillol  ItlBo.)  '  7 
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sistait  à  choisir  les  étoiles  qui  devaient  servir  d'échelons,  de  types, 
pour  marquer  les  degrés  de  la  série  décroissante  des  grandeurs. 
L'échelle  adoptée  par  M.  Gould  est  celle  d'Argelander  dans  VUra- 
nometria  nova.  Les  étoiles  étalons  ont  été  prises  dans  une  zone 
qui  a,  à  Cordoba,  la  même  altitude  qu'à  Bonn,  c'est-à-dire  dans 
une  zone  de  5^  de  largeur  ayant  pour  déclinaison  moyenne  9°3g'  i5''. 
Pour  chaque  ordre  de  grandeur  au-dessous  delà  seconde,  ces  étoiles 
types  furent  choisies  parmi  celles  qui  i^présentent  le  mieux  l'éclat 
moyen  de  celles  auxquelles  Argelander  a  attribué  ce  même  ordre  dr 
grandeur.  Ces  degrés  de  l'échelle  ayant  été  déterminés,  les  diffé- 
rentes  étoiles  de  la  zone  des  types  vinrent  facilement  se  classer 
parmi  elles,  et  l'on  eut  bientôt  ainsi  une  échelle  complète  des  gran- 
deurs, comprenant  7^2  étoiles,  depuis  la  i'*^  grandeur  jusqu'à  la  7'. 

Ce  travail  de  classement  a  d'ailleurs  été  fait  d'une  manière  indtf- 
pendante  par  chacun  des  quatre  astronomes  de  Cordoba,  et  il  esi 
remarquable  que,  sauf  le  cas  d'étoiles  très  vivement  colorées,  l'ac- 
cord entre  les  quatre  observateurs  est  presque  complet. 

Transporter  sans  intermédiaire  cette  échelle  de  grandeurs  parmi 
les  étoiles  les  plus  australes  ou  comparer  directement  ces  étoiles  do 
la  zone  équatoriale  à  des  étoiles  voisines  du  pôle  sud  fut  bientôt 
reconnu  une  opération  trop  difficile  et  trop  incertaine  dans  ses  ré- 
sultats^ les  observateurs  se  décidèrent  alors  à  comparer  minutieu- 
sement et  pendant  un  grand  nombre  de  nuits  consécutives  1i'» 
étoiles  de  la  première  zone  type  avec  celles  d'une  zone  située  à  en- 
viron 45*"  de  déclinaison  sud  et  qui  a,  à  son  tour,  servi  de  zone  étalon 
pour  la  détermination  de  la  grandeur  des  étoiles  circumpolaires 
australes. 

L'étendue  de  cette  analyse  ne  me  permet  pas  d'entrer  dans  plus 
de  détails  sur  les  méthodes  d'observation  employées  par  M.  Gould 
et  ses  assistants  ;  j*espère  cependant  avoir  indiqué  assez  exactement 
les  diverses  précautions  prises  pour  que  les  astronomes  puissent  se 
faire  une  idée  exacte  de  la  haute  précision  des  déterminations  de 
V  Uranometria  Argentina,  Cette  haute  précision  est  d'ailleurs  in- 
directement prouvée  par  l'accord  qui  règne  entre  les  déterminations 
d'Argelander,  du  D"^  Heiss  et  de  M.  Gould. 

Les  étoiles  observées  à  Cordoba  comprennent  toutes  les  étoiles, 
de  grandeur  égale  ou  supérieure  à  la  septième,  situées  entre  -h4<>' 
de  déclinaison  nord  et  le  pôle  austral.  Leur  position  approcluc 
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pour  187J5O  est  inscrite  dans  un  Catalogue  spécial  et  leur  position 
reportée  sur  quatorze  planches  grand  raisin. 

La  conslruction  de  ces  cartes  a  été  Tobjet  d'une  étude  toute  par- 
ticulière, nécessaire  non  seulement  pour  leur  donner  une  exactitude* 
œmplète,  ce  qui  a  exigé  de  nombreuses  séries  d'observations  méri- 
diennes, mais  encore  pour  tracer  sur  elles  les  limites  des  constella- 
lions  et  pour  classer  ensuite  les  étoiles  dans  ces  constellations. 

Si  les  constellations  visibles  des  astronomes  d'Europe  sont  bien 
connues,  ou  du  moins  si  Ton  s'accorde  sur  leurs  limites  à  la  suite  des 
travaux  de  Bayer,  de  Flamsteed  et  de  Bode.  il  est  loin  d'en  être  de 
même  pour  les  constellations  les  plus  australes.  L'Uranométrie  de 
Bayer  ne  donne  que  douze  constellations  australes  empruntées  aux 
observations  du  navigateur  Pierre  Dircksz  Keyser,  qui  avait  été  at- 
taché à  la  première  expédition  des  Hollandais  dans  l'Inde.  Plus 
tard,  le  nombre  des  étoiles  australes  connues  augmentant  avec  les 
voyages,  devenus  plus  fréquents,  Hevelius,  Halley,  La  Caille,  puis 
Lalande,  ajoutèrent  quelques  constellations  nouvelles,  baptisées  de 
noms  qui  n'ont  point  été  acceptés.  Le  seul  travail  original  sur  ces 
constellations  australes  est  d'ailleurs  celui  que  La  Caille  fit  après  son 
retour  en  Europe,  et  l'on  sait  que  les  limites  et  la  nomenclature 
adoptées  par  l'astronome  français  dans  son  Cœlum  australe  stelli' 
feruni  ont  été  vivement  critiquées  par  Bode  et  surtout  par  Baily, 
dans  la  préface  du  British  Association  Catalogue, 

Les  remaniements  introduits  par  ces  derniers  astronomes  dans  les 
constellations  du  ciel  austral  avaient  jeté  une  telle  confusion  dans 
la  nomenclature  des  étoiles  de  cette  partie  du  ciel,  qu'en  i834  Her- 
schcl  proposait  de  faire  table  rase  de  tous  les  travaux  précédents  et 
de  former  dans  cette  partie  du  ciel  des  constellations  géométriques 
ayant  pour  limites  des  arcs  de  méridien  ou  de  parallèle  [Me- 
moirs  oftlie  B,  Astron,  Society,  Vol.  XII).  Les  idées  d'Herscliel 
ne  furent  pas  admises,  et,  jusqu'à  ces  dernières  années,  les  astro- 
nomes ont  continué  à  employer  pour  le  ciel  austral  la  nomencla- 
ture de  La  Caille  modifiée  par  Baily. 

Les  inconvénients  de  cette  dernière  sont  d'ailleurs  nombreux  et 
bien  connus  5  M.  Gould  s'est  eilbrcé  de  les  faire  disparaître  en  adop- 
tant les  principes  suivants  : 

1°  Les  constellations  de  Ptoléniée  et  d'Hevelius,  ainsi  que  celles 
^|ui  ont  été  adoptées  ou  créées  par  Lacaille,  seront  seules  couser- 
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vées;  leurs  limites  seront  conformes  aux  limites  généralement 
adoptées.  Le  nom  distinctif  d'^rg'o  disparaîtra,  cette  constellation 
étant  remplacée  par  ses  trois  divisions  Carina,  Puppis  et  Vêla, 

a**  La  forme  latine  est  adoptée  pour  les  noms,  comme  étant  la 
seule  pratique  pour  les  usages  internationaux.  Ces  noms  seront  en 
général  formés  d'un  seul  mot,  excepté  dans  le  cas  où  une  constel- 
lation australe  doit  être  distinguée  d'une  constellation  boréale  du 
même  nom  et  dans  le  cas  du  Canis  Major,  qui  doit  être  distingué 
du  Canis  Minor, 

3**  Les  limites  seront  combinées  de  manière  que  les  constellations 
renferment  toutes  les  étoiles  de  la  constellation  que  les  auteurs  oui 
désignées  à  l'origine  par  des  lettres  grecques.  Les  lignes  limites  se- 
ront d'ailleurs,  autant  que  cela  sera  possible,  formées  par  des  arcs 
de  méridien  ou  de  parallèle  pour  1875,0.  Quand  cela  ne  sera  pas 
possible,  les  courbes  adoptées  seront  des  arcs  de  grand  cercle  dé- 
finis par  leurs  points  d'intersection  avec  les  méridiens  et  parallèles 
voisins. 

4®  Les  lettres  adoptées  pour  les  étoiles  seront  celles  de  Bayer 
jusqu'aux  constellations  de  4S^<le  déclinaison  australe^  au  delà  de 
cette  limite,  on  fera  usage  des  lettres  de  La  Caille.  La  notation  de 
La  Caille  est  conservée  pour -^^rg^o,  Centaurus,  Ara,  Lupus  dCorona 
austrina, 

5®  Les  lettres  grecques  de  La  Caille  sont  conservées  pour  les  étoiles 
dont  la  distance  polaire  est  inférieure  à  25®. 

C'est  conformément  à  ces  principaux  principes,  que  je  viens  de 
résumer  rapidement,  qu'ont  été  dressés  les  Cartes  et  le  Catalogue 
de  V  Uranometria  Argentina,  Le  Volume  de  M.  Gould  donne  donc 
aux  astronomes  non  seulement  des  cartes  exactes  et  complètes  du 
ciel  austral,  cartes  dont  ils  étaient  privés,  mais  il  établit  encon* 
pour  les  étoiles  de  cette  partie  du  ciel  une  nomenclature  qui  sera 
sans  aucun  doute  adoptée  par  tous. 

J'ajoute  que  l'exécution  typographique  du  Volume  et  des  qua- 
torze très  grandes  cartes  de  l'Atlas  fait  le  plus  grand  honneur  aux 
imprimeries  de  la  République  Argentine.  G.  R. 
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STONE  (Ormond).  —  Publications  of  the  Cincinnati  Observatory.  Micro- 
metrical  measurements  of  io54  double  8tars  observed  >vilh  the  1 1  inch  Re- 
fractorfrom  January  i,  1878,  to  Seplember  i,  1879.—  x  vol.  in-8°,  xxix  et 
180  pages.  Cincinnati,  1879. 

Les  observations  publiées  par  M.  Ormond  Stone,  au  nom  de  TOb- 
servatoîre  qu'il  dirige,  se  rapportent  à  des  étoiles  doubles  déjà  si- 
goalées  comme  telles  et  situées  pour  la  plupart  dans  Thémisphère 
dod.  Sur  les  io54  groupes  observés,  622  sont  en  effet  au  sud  de  Té- 
quateuret  43^  seulement  au  nord  de  cette  ligne;  ces  dernières 
n'ont  d'ailleurs  été  mesurées  que  pour  établir  des  points  de  compa- 
raison entre  les  déterminations  des  observateurs  de  Cincinnati  et 
celles  des  astronomes  d'Europe.  Parmi  les  io54  étoiles  doubles  dé- 
terminées, 56o  se  trouvent  dans  le  Catalogue  de  Struve  à  Dorpat, 
171  ODt  été  signalées  par  Herschel  et  enfin  171  ont  été  découvertes 
dans  ces  dernières  années  par  M.  Burnham. 

Les  étoiles  nord  ont  été  observées  une  fois  seulement^  les  étoiles 
!>ad  Tont  été,  au  contraire,  deux  fois  au  moins. 

Toutes  les  précautions  ont  d'ailleurs  été  prises  pour  éliminer  l'in- 
flaencedes  erreurs  périodiques  de  la  vis,  et  pour  cela  la  région  em- 
ployée a  été  souvent  changée.  D'un  autre  càté,  l'astronome  s'est 
astreint  à  toujours  placer  sa  tête  de  manière  que  la  ligne  des  étoiles 
fut  parallèle  ou  perpendiculaire  à  la  ligne  des  yeux;  M.  O.  Stone 
espère  avoir  ainsi  éliminé  Terreur  particulière  qui  résulte  de  l'in- 
clinaison  de  la  ligne  des  étoiles  par  rapport  à  l'axe  de  la  tête  et  par 
conséquent  par  rapport  à  la  verticale. 

Dans  l'Introduction  au  Mémoire  que  nous  analysons  ici,  M.  O. 
Stone  donne  d'ailleurs  le  détail  des  études  préliminaires  faites  pour 
déterminer  la  grandeur  absolue,  la  variation  de  ces  diverses  causes 
d'erreur  et  les  formules  qui  les  représentent.  Les  Tableaux  où  ces 
différents  nombres  sont  consignés  montrent  que  les  observations  de 
distance  faites  à  Cincinnati  ont  une  exactitude  intermédiaire  entre 
celles  que  W.  Struve  et  O.  Struve  assignent  à  leurs  mesures,  et 
que  pour  les  angles  de  position  leur  exactitude  est  au  moins  aussi 
grande  que  celle  obtenue  par  ces  deux  illustres  astronomes. 

Le  Mémoire  de  M.  O.  Stone  constitue  donc  un  document  impor- 
tant pour  l'histoire  des  étoiles  doubles  du  ciel  austral,  et  il  devait, 
à  ce  litre,  être  signale  à  rattention  des  astronomes.  G.  R. 


•if)/  PUËMIÈHE   PARTIE. 


MÉLANGES. 

SUR  UNE  CLASSE  D'£QUATI0NS  DONT  TOUTES  LES  RACINES  PEUVENT 
S'EXPRIMER  UNÉAIREMENT  EN  FONCTION  DE  L'UNE  D'ELLES  ; 

Par  m.  A.-E.  PELLET, 

1.  Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le 
lo  mai  1880,  j'ai  montré  que,  si  les  racines  d'une  équation  dedegré 
m  peuvent ètix;  représentées  par  x,  6  (x), . . . ,  6*""*  (•^)î  J:  étant  ruue 
quelconque  d'entre  elles  et  B{x)  représentant  une  fonction  linéaire 


, r,  telle  que  ©"'(x)  =  x  identiquement,  cette  équation  peut 

se  mettre  sous  la  forme 

A(.r  -+->)'«  4~  B( X  -f-  V  )"'  =:  O. 

En  développant  et  ordonnant  le  premier  membre  par  rapport  à  x\ 
il  devient 


m  [m  —  I  ) .  .  .  (  m  —  /  -4-  1  ) 


I .?....  f 


û/x"»-'-+-.  .  ,-\-a„^y 


trois  termes  consécutifs  de  la  suite  a^^  ai,. . .,  a^  étant  reliés  par 
une  relation  linéaire  homogène  ofo^i-f-aia/^i-f-ata/^.2  =  0î  J*^ 
sorte  que  cette  suite  est  formée  de  m  ternies  consécutifs  d'une  série 
récurrente  provenant  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  du 
second  degré. 

Réciproquemcnt,y( x)  étant  une  fonction  satisfaisant  aux  condi- 
tions précédentes,  on  a  identiquement 

X  et  X' représentant  les  deux  racines  de  l'équation 

supposées  distinctes.  Si  les  deux  racines  de  cette  équatiou  soni 
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égales,  on  a,  1  désignant  cette  racine  double, 

/(x)  =  (x -4- >)'«-*[ao(:r -4- X)  -  m(ûro>  -  fl,)]. 

L*ëquatîony(x)  =  o  a  alors  m  —  i  racines  égales  à  —  X  et  une  ra- 
cine simple,  pourvu  que  X  ne  soit  pas  égal  h.  — '  •  Dans  le  premier 


«0 


y  Y > 

cas,  les  racines  de  Téquation  f{x)  =  o  sont  égales  à ?  j' 

prenant  les  m  valeurs  racines  de  l'équation 

[a^y  —  ai)r'^—  («o>  —  a,  )  =  o. 

Les  m  racines  de  réquationy(x)  =  o  sont  distinctes. 
Supposons  les  coedGcicnts  dej'[x)  réels.  Si  les  racines  de  Téqua- 

lion  en  X  sont  imaginaires,  la  quantité  — V? est  imaginaire  et  a 

un  module  égal  à  i  ;  les  m  racines  def[x)  =  o  sont  réelles,  car,  si 


XV  — X 


on  change  v^ —  i  en  —  ^ —  i  dans  — = j  on  a 

Xl--X' 

r     \^x>-x 

Si  les  racines  de  Téquation  en  X  sont  réelles,  les  seules  racines 
réelles  de  réquationy(  j:)  =  o  sont  celles  qui  correspondent  aux 
racines  réelles  de  l'équation  en  j^. 

Les  équations  que  nous  venons  d'étudier  comprennent  comme  cas 
particulier  l'équation  générale  du  troisième  degré. 

3.  Supposons  que  les  coefficients  a  dans  le  polynômey*(  j:)  défini 
plus  haut  soient  entiers;  la  congruencey(a:)  ^  o  (mod.  p), pétant 
premier,  se  ramène  à  la  congruence  binôme 

(j:-i-A)'"--i/(x-4-X')'"  =  o     (mod./?), 

î^i  les  racines  de  la  congruence 


«n  -f-  «1  X  -f-  a-X-£zz  o 
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sont  disliiiclfs;  //  _i_  — V; est  racine  de  la  congrucnce 


fi^/.  —  r/j 


//* — : :-,  — r, -, —  «  -h  I  ^  o     ( mod.  p  j . 


Les  racines  de  la  congrueiicc  en  Z£  sont  imaginaires  en  même 
temps  que  celles  de  la  congruence  en  A  ou  égales  à  —  i,  et  Ton  a 

si  les  racines  de  la  congruence  en  X  sont  réelles,  u  est  aussi  réel. 

Cherchons  dans  quels  casy(x)  est  irréductible  (mod./^).  Soit  A' K' 
plus  petit  nombre  tel  que  li*^  i  (mod.  p,)  :  i*  a  est  réel.  La  fonc- 
tion binôme^"* —  u  est  irréductible  [mod.p)^  si  m  ne  contient  que 

les  facteurs  premiers  de  À"  et  est  premier  avec-     ■     »  dans  le  cas 

où  p  est  de  la  forme  4^  +  1)  si  p  est  de  la  forme  4  ^  —  1 9  fn  doit 
en  outre  être  impair  ou  double  d'un  impair  (Serret,  algèbre  supé- 
rieure, w  358).  D'ailleurs  la  fonctiony(j:)  est  irréductible  ou  si* 
décompose  de  la  même  manière  que  y"* — u.  2"  u  est  imaginaire. 
Alors  k  divise  p+i.  Par  un  raisonnement  analogue  a  celui  de 
M.  Serret  dans  le  cas  où  u  est  un  nombre  réel,  on  voit  que,  pour 
que^''*  —  u  soit  irréductible  suivant  le  module  p  et  la  fonctionmo- 
dulaire  a©  -f-  «jX  -f-  ajX^,  il  faut  et  il  suffit  que  m  ne  contienDc 
que  les  facteurs  premiers  de  k  autres  que  2  et  soit  premier  avec 

— . —  •  La  fonctiony(x)  est  a  fortiori  irréductible  (mod.  p)  si  m 

satisfait  à  ces  conditions.  Réciproquement,  soient /r  un  diviseur  de 
/^  -f-  I ,  tt  une  racine  primitive  de  la  congruence  i/* —  i  ^  o  (mod.  p)\ 
la  fonction 


(.r -h  ^/i -I- ^  )'«  —  1/ (^ -H  rtir-* -+- /^  )"» 

I  —  u 

■ 

est  irréductible  suivant  le  module  p  si  m  ne  contient  que  les  fac- 
tcurs  premiers  de  k  autres  que  2  et  est  premier  avec  ^— — ;  d'ail- 

leurs  elle  a  ses  coefCcients  réels,  car,  si  Ton  change  u  en  -5  elle  ne 
change  pas,  de  sorte  qu'ils  sont  des  fonctions  symétriques  des  ra- 
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cîues  de  la  congruènce  du  second  degré  dont  dépendit  ]  a  et  b  sont 
supposés  entiers,  et  a  non  congru  à  o  (mod.  p).  On  a  ainsi  une  mé- 
thode pour  for;ner  suivant  le  module  p  des  fonctions  irréductibles 
dont  Je  degré  ne  contient  que  les  facteurs  premiers  de  ^  H-  i  autres 
(|ue  2.  J'en  ai  donné  une  autre  dans  un  Mémoire  présenté  à  TÂca- 
demie  des  Sciences  { Comptes  rendus  du  7  juin  ). 
Exemple,  —  Prenons  pour  u  une  racine  d<î  la  congruènce 

«*-l-u-hi^o      (mod.//;. 

Alors  Ar  =  3.  L'un  des  nombres  p  —  i,  p-h  i  est  divisible  par  3, 
et  de  ce  qui  précède  on  déduit  que  la  fonction 

(x  -+-  «w  -h  b)^"  —u{x-h  «/!-»  -h  hY" 

I  —  M 

est  irréductible  (mod.  p)^  pourvu  que  ^-—^ —  ne  soit   pas  divisible 

par 3.  Si  Ton  fait  a  =  b  =  —  i  et7i  =  i,la  fonction  précédente  de- 
>ientx* — 3x-+- 1,  et  l'on  a  une  proposition  qui  a  fait  l'objet  dv 
Communications  à  l'Académie  des  Sciences  de  MM.  Sylvester, 
PépÎD  et  Lucas  {Comptes  rendus,  février  à  juin  1880). 


«  Mon  cher  monsieuh  Darboux  ('), 

«  Je  vous  recommande  instamment  le  Moniteur  ci -inclus,  car 
je  n'ai  que  cet  exemplaire,  et  il  date  de  trente-iMiiq  ans  tout  h 
l'heure.  Vous  y  trouverez  l'original  dont  je  vous  envoie  en  outre  la 
copie  pour  l'imprimerie,  présumant  que  vous  ferez  droit  à  ma  de- 
mande. Voici  à  quel  sujet. 


(')  Nous  devons  expliquer  à  nos  lecteurs  pourquoi  cette  lettre  du  regretté  M.  Bien* 
ayné  est  imprimée  aussi  tardivement.  Elle  nous  avait  été  envoyée  pendant  les  va- 
cances de  1875,  et  elle  s'est  trouvée  égarée  dans  un  livre  qui  nous  avait  été  rendu 
CD  même  temps.  Nous  avons  revu  bien  des  fois  M.  Rienaymé  depuis  cette  époque; 
luais  telle  était  sa  bienveillance  et  sa  crainte  d'être  importun  qu'il  ne  nous  a  jamais 
pirlé  de  la  lettre  qu'il  avait  bien  voulu  nous  adresser.  Nous  saisissons  cette  occasion 
{>our  payer  un  juste  tribut  à  la  mémoire  de  cet  homme  de  bien,  de  ce  savant  si  dis- 
liiij^é  qui  a  tant  fait  pour  le  Calcul  des  probabilités.  O.  D. 
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»  Votre  Bulletin  d'avril  dernier,  pages  17a- 171,  conlieul  uu 
article  de  M.  R.  Hoppe  qui  se  réduit  à  dire  qu'il  n'y  a  pas  d'infini 
substantif,  en  Mathématiques,  et  qu'on  ne  s'y  sert  que  de  V adjec- 
tif. Or  c'est  ce  que  j'ai  établi  dans  ce  Journal  il  y  a  trente-cinq  ans, 
en  rendant  compte  de  la  Tliéorie  des  fonctions  de  M.  Gîumot.  Je 
n'ai  pas  osé  dire  en  même  temps  qu'on  ne  doit  jamais,  si  ce  n'est 
pour  abréger,  faire  des  substantifs  avec  des  adjectifs,  qui  sont  tou- 
jours relatifs  et  susceptibles  de  plus  et  de  moins.  Mais  vous  pouvez 
me  l'avoir  entendu  dire,  car  je  ju'amuse  à  répéter  cet  axiome  pour  la 
clarté  du  discours.  Ne  pourriez- vous,  dans  votre  prochain  numéro, 
en  rappelant  la  iSote  de  M.  R.  Hoppe,  signaler  la  préexistence  dr 
la  même  idée  à  trente-cinq  ans  de  date?  Après  avoir  dit  que  je  fais 
remarquer  la  prévention  que  les  élèves  conçoivent  en  entendant 
parler  du  Calcul  inûnitésimal  comme  d'une  espèce  de  mystère,  ou 
pourrait  ajouter  que  j'insiste  surtout  sur  la  défectuosité  de  la  phra- 
séologie de  Vinfini  dans  les  trois  alinéas  suivants,  que  vous  met- 
triez tels  quels.  Au  surplus,  les  quelques  mots  d'introduction  se- 
raient à  votre  choix. 

»  Notez  qu'il  n'y  a  rien  de  semblable  dans  le  livre  de  M.  Cour- 
not,  et  qu'en  i84i  il  y  avait  quelque  hardiesse  à  énoncer  que  Tin- 
(ini,  pris  substantivement,  n'existe  pas,  du  moins  eu  Mathéma- 
tiques. Cela  se  rattachait  d'ailleurs  à  mes  idées  sur  les  dérivées  et 
les  fonctions,  dont  vous  avez  bien  voulu  dire  un  mot.  Vous  le  ver- 
rez sans  peine. 

»  Je  n'ai  pu  me  procurer  sur-le-champ  ce  Moniteur  du 
4  novembre  184I9  parce  que  la  maladie  me  tient  toujours  ren- 
fermé^ enfin  on  me  l'a  trouvé.  J'avais  oublié  la  date  précise,  et  il 
fallait  chercher.  Voilà  pourquoi  ma  réclame  vous  arrive  si  tard. 

»  J.  61ENIYMÉ.  » 

Paris,  31  août  1875. 

«  A  cette  prévention  il  convient  d'ajouter  l'elîet  produit  par 
l'appareil  d'une  phraséologie  nouvelle  et  beaucoup  moins  bien  faîte 
que  ne  l'est  en  général  la  langue  des  Mathématiques,  l^emolinjini, 
pris  substantivement,  se  représente  partout.  C'est  une  sorte  d'abré- 
viation qui  a  eu  longtemps  de  graves  inconvénients  et  qui  a  peuplé 
d'idées  fausses  nombre  d'Ouvrages,  fort  bons  du  reste.  Le  fait  est 
qu'en  Mathématiques  ce  mot  n'a  de  sens  que  comme  adjectif.  U 
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ne  saurait  y  avoir,  en  fait  de  uombres  ou  de  grandeurs,  un  infini 
absolu,  puisqu'à  tout  nombre,  quelque  grand  qu'on  prétende  le 
coDcevoir,  on  pourra  toujours  ajouter  un  autre  nombre,  à  toute 
{grandeur  une  autre  grandeur.  C'est  ce  que  dit  la  première  page  de 
tout  livre  d'Arithmétique.  Aussi  tout  le  monde  sent  sur-le-champ 
l'obscurité  que  peut  répandre  dans  cette  science  l'usage  d'un  mot 
(|ui  semble  représenter  une  idée,  alors  que  cette  idée  n'a  pas  d'exis- 
tence dans  la  science  dont  il  s'agit.  Sans  nul  doute^  l'introduction 
tics  périphrases  qu'évite  le  mot  infini^  renonciation  exacte  des 
\raies  idées  qu'il  remplace  feraient  disparaître  comme  par  un  coup 
(le  baguette  la  plupart  des  difficultés  du  Calcul  diUérentiel  et  inté- 
^Tal.  On  est  même  en  droit  de  dire  que  cette  réforme  de  langage 
aurait  prévenu  bien  des  erreurs. 

»  Malheureusement  les  géomètres  ont  tellement  fait  usage  de 
ce  mot  qu'il  y  a  presque  nécessité  à  le  conserver.  Il  faut  donc,  tout 
au  moins,  le  bien  déGnir,  le  circonscrire  dès  les  premiers  pas,  pen- 
dant qu'on  développe  la  transition  au  nouvel  ordre  d'idées  que 
1  étudiant  va  réunir  à  l'ensemble  des  conceptions  algébriques. 

»  Cette  transition  nous  a  paru  bien  ménagée  dans  le  Traité 
élémentaire  de  la  théorie  des  fonctions,  que  vient  de  publier  un 
ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  consacré  depuis  longtemps  h  l'cn- 
^ignement  universitaire,  M.  Cournot,  inspecteur  général  des 
('tudes.  Ce  Traité  présente  avec  un  soin  particulier  les  idées  de 
jonctions  et  de  variables.  Il  fait  voir  que  le  Calcul  iniinitésimal 
est,  sous  bien  des  rapports,  le  calcul  des  fonctions,  comme Lagrange 
lavait  si  bien  nommé.  Mais,  en  môme  temps,  il  montre  comment 
cet  illustre  géomètre,  voulant  bannir  le  mot  infini^  avait  à  la  fois 
repoussé  les  idées  exactes  comme  les  idées  inexactes  que  ce  mot 
renferme,  de  sorte  que  Lagrange  était  tombé  dès  l'abord  dans  des 
aberrations  qui  surprennent  aujourd'hui.  Ainsi  Lagrange,  qui  ne 
veut  plus  de  quantités  infiniment  petites,  base  toute  sa  Théorie 
àes  fonctions  analytiques  sur  une  série  dont  le  nombre  des  termes 
t'si  infini^  et  qui  n'est  finie ^  eu  somme,  qu'à  condition  de  V infinie 
petitesse  de  chacun  de  ses  termes  sans  nombre,  si  bien  qu'il 
u  échappe  pas  au  genre  de  considérations  qu'il  annonçait  l'inten* 
tion  d'éviter.  Et,  en  ellet,  on  ne  saurait  se  soustraire  à  la  qualifica- 
tion d'opérations  sans  fin,  d'opérations  à  répéter  infiniment,  puis- 
<|u'elle  s'offre  dès  les  premières  notions  de  l 'Arithmétique  \  seulement 
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il  faul  en  préciser  nettement  le  sens  et  la  valeur.  Mais  e*est  déjà 
trop  insister  sur  cette  idée.  Répétons,  toutefois,  que  c'est  le  sub- 
stantif i/x/z/xi^  et  non  l'adjectif  ou  l'adverbe,  qui  entraîne  aux  idées 
fausses.  » 

(Extrait  du  Moniteur  du  4  novembre  i84i0 


LETTRE  A  MONSIEUR  LE  RÉDACTEUR  DU  a  BULLETIIÎ  ». 


Paris,  le  35  septembre  iSSo. 


Monsieur  le  Rédàcteuiu 


Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (fascicule  de  janvier 
i88o)  contient  l'indication  de  quelques  erreurs  dans  les  Tables 
mathématiques.  Permettez-moi  de  vous  signaler  dans  les  Tables, 
bien  connues,  de  Lambert.(*)  les  erreurs  suivantes  : 

(a)  Page  68,  les  compartiments  7  et  8  de  la  colonne  10  (gauche 
à  droite)  doivent  être  modifiés  ainsi  : 


II 

^^HH 

7 

59 

— 

i3 

— 

7 

~ 

[b)  Page  69,  le  compartiment  5  de  la  colonne  n  (gauche  à 
droite)  doit  être  modifié  ainsi  : 


(c)  Dans  la  Table  des  nombres  premiers,  page  117,  colonne  5,  '' 
faut  supprimer  101519=11^.839. 


(*)  Zusàtze  zu  den  logarithmischcn  und  trigonometrischen  TabeUen,  etc.  Berli»' 
17:0. 
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\d)  Page  1 17,  colonne  5,  SI  faut  supprimer  101 S49  =  7*89. 1 63. 
(e)  Page  1 17,  colonne  6,  il  faut  supprimer  101993  =  29.3517. 
(/)  P^gc  ^53,  colonne  9,  ligne  7,  lire  109862  au  lieu  €[6109782. 
[g]  Page   160,  pour  logtangSy^   lire   11 2806042    au  Heu  de 
112809042. 
(/i)Page  160,  pour^ec.  85,  lire  i  i4737i32,au  lieu  de  1 14  73731 2. 
(()  Page  184)  colonne  3,  112^  =  12544  ^^  ^^^  12344* 
(7)  Page  186,  437^=  190969  et  non  190961. 
(A)  Page  188,  990^=: 990025  et  non  980025. 
(/)  Page  189,  colonne  5,  995-  =990025  et  non  980025. 

(m)  Page  209,  y^  =  2-2  et  non  2— 2- 

Dans  Téditioii  intitulée  :  J.-H.  Limbert,  Supplementa  Ta- 
bularum  Logavithmicarum  et  Trigonometricarum,  Olisipone, 
MDCCXCVIU,  les  faux  nombres  premiers  sont  supprimés  ^  le  faux 
cairéde  112  est  corrigé;  le  faux  carré  de  995  est  mentionné  dans 
rf/To/fl  avec  les  fautes  (/),  [g),  (/i),  (/),  (A"). 


Le  même  fascicule  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  con- 
lient  un  article  intitulé  Extrait  du  ms.  n®  24237  du  fonds  français 
de  la  Bibliothèque  nationale. 

Ce  ms.  24237,  signalé  pour  la  première  fois  dans  la  Revue  philo- 
sophique  (octobre  1877)  (*),  analysé  et  publié  en  extrait  dans  le 
Bullettino  de  M.  le  prince  Boncompagni  (  *),  avait  soulevé  et  à  la  fois 
résolu,  dans  la  Res^ue  critique  du  i5  décembre  1877  ('),  une  inté- 
ressante question  d'histoire  littéraire.  Il  eût  été  sans  doute  utile, 
peut-être  convenable,  de  citer  ces  travaux  antérieurs. 

Mais  ce  qui  était  certainement  à  considérer  avant  d'offrir  au 
Bulletin  le  «  problème  oit  il  est  besoin  d^ adresse  »,  c'est  que  la  so- 
lution de  ce  problème  est  donnée  plus  complète  dans  les  Nous^eaua: 
Eléments  de  Mathématiques  de  Preste t  (2*  édition,  t.  II,  p.  249). 


'')  Malebranche  d'après  des  maimscrits  inédits  de  la  Bibliothèque  nationale, 
P-  |OÔ-4i3.  Quelques  inexactitudes  de  détail  s'étaient  glissées  dans  cet  article;  elles 
ont  été  corrigées  dans  les  Rtfcherches  sur  les  manuscrits  de  Fermât, 

')  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de  Fermât,  etc.,  août  1879,  p.  564-5G5. 
;  Sur  quelques  doutes   élevés  à  propos  d'épigrammes  de  Racine  et  de  Boileau, 
p.  Si^'^-S. 


'I' 


.;-o 
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Voici  la  rt'produolion  «'xacto  du  passage  (  '  )  : 

V  QUESTION. 

PREMIER    CAS. 

19.   Pour  trouver  deux  grandeurs  dont  lu  somme  soit  cgalc  à 
la  somme  des  cubes. 

Avant  iioinmi'  la  première  r,  et  la  seconde  j'r:  ;  réj^alilé  seia 
z  -^  yz  X  z^  -^  -^^  z.^.  Ou  1  -h  f  j  X)  izz  -+-7  ^  zz,  El  divisant  de  part 

et  d'autre  par  1  zz  -h  ijzz^  on  trouvera  Tégalilé  —  x»  i  —  ly  -h  JJ  . 

Et  prenant  i> — j  ou  >'  —  i' pour -^   ou   pour  le  côté  du  quanV- 

I  —  I J'  -h  ij^y  ;    Tégalité  sera   i  —  ' J'  -h  IJJ"  m  i^t^  —  ^^J^  ~^"JT- 

Ou  a^'r — iyx>\^v  —  1.    Et   7  »  •    Et   l'arbitraire   %^  sera 

moindre  ou  plus  grande  que  2,  et  surpassera  Tunité.  L'extrêiin* 
facilité  et  la  pleine  étendue  de  cette  résolution  peuvent  faire  obser- 
ver en  passant,  non  seulement  combien  la  méthode  de  Diopliaulc 
t  de  ses  Commentateurs  est  imparfaite  et  défectueuse,  mais  encore 
combien  celle  de  Monsieur  De  Fermât  est  éloignée  de  la  simplicité, 
à  laquelle  une  juste  méthode  doit  toujours  se  réduire  :  puisqu'il 
avoue  que  la  question  qu'on  vient  de  proposer,  peut  être  difficile- 
ment résolue  par  une  méthode  générale.  «  Je  suis  surpris,  dit-il 
»  dans  sa  remarque  sur  la  même  question,  non  de  ce  que  Bachct 
»  n'a  point  apperceu  la  méthode  générale,  qui  est  sans  doute  dîffi- 
»  cile;  mais  de  ce  qu'il  n'a  point  averti  le  Lecteur,  que  celle  qu'il 
»  expose  n'est  point  générale. 

Supposition, 

j  z  -h  xp  30  3*  -h  j-'a' .  j  carbîtraire. 

Résolution  infinie. 

vv I      (  OlV I  VV I 

y  » •  {  z 


i 


x> '—  •  zy  » 


IV  —  I     (  »•»' —  II*-!-!  VV —  II' -H  I 


(')  Dans  ce  passa(jc  le  si(;ne  lo  indique  l'égalité.  Nous  nons  permettrons  de  ren- 
voyer, pour  ce  signe,  à  notre  Mémoire  Sur  l'origine  de  quelques  notations  mathema' 
tiques  (extrait  de  la  Revue  archéologique).  Didier,  1879,  P-  9- 
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Exemples, 

I  o  '3       ,        ,   -      1^5  -h  5i2 

•  Somme  c-4-3vx  —  »s'-h  s' r'  » — — • 

I  ^         7  ^43 

3  5(8  5 

2  •       8    (        7  7 

*  o  ï3         ,        ,  ,      ^^"2  -+-  io5 

.  Somme  z  -h  zjrx>  —  •  x  s'  -h  3'^'  x ^-^ —  • 

(  7  343 


SECOND    CAS. 

20.  Et  si  la  différence  des  grandeurs  doit  égaler  celle  des  deux 
cubes. 

On  formera  la  résolution  de  la  même  sorte.  Et  afin  que  zy  ou  sa 

valeur puisse  surpasser  z  ou  sa  valeur 1  il 

«r-4-  If-h  I  iv-f-  11'  -h  I 

sufGra  que  le  numérateur  vk'  —  i  surpasse  le  numérateur  2  v'  -+-  1 , 
ou  (  *  )  que  l'arbitraire  v  surpasse  1  -h  v/3. 

Supposition. 

j  rz  —  zx>  y^z^  —  3'.  I  p  arbitrai j'c. 

Résolution  infinie. 

rr  —  I      I                 21'  -h  I  vv  —  I 

_V» <    3X- •  S J  X 


7.1'  4-  I      \  IT  -H  li'  -h  I  «M»  -4-  K'  -h  I 


Exemple. 
t         o  8    I  7  8 

•  r  X  3 .  >•  X  -  •  •  3  X  -^  •  3  )'  X  -T  • 

/  *       7    (         "3  i3 

^  n  '111      5i2  —  343 

Resle  3  >-  —  3  X  -r  X  3'  v'  —  3'  x -^ 

/  i3  *  X197 


;• 


r,  «<»•«• 
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TROISIEME   CAS. 


21 .  Et  si  la  première  grandeur  est  ajoutée  au  cuhe  de  la  se- 
conde, et  la  seconde  au  cube  de  la  première  ;  afin  que  les  sommes 
soient  égales. 

Il  sufllra  pour  rendre  la  résolution  positive,  que  Tarbitrairr  *• 
surpasse  runité. 

Supposition: 

!  z^  -H  js  30 j  '3^  -f-  z.     l'arbitraire. 

Résolution  infinie, 

ri' — I      i  9.V -\-  \  fv  —  I 

y  3C ^   z  » •  ZJ'  30 • 

2i'-hl      (  VV -i-  IV -\-  i  Vi* -h  IV -{-  i 

Exemple, 

3    i         5  3 

l'aoa.rx)^;*-  3»--zv30-' 
5    /         7  7 

l  Somme  z'  -4- rs  ao  z'  r'  4-  z  »  —7-5  • 

Pour  le  second  problème  de  l'article  en  question,  on  en  renconln' 
un  millier  d'analogues  et  de  moins  faciles  dans  le  Diophantus 
redixfis^us  du  P.  de  Billy,  dans  les  Nouveaux  Elémens  de  Près  tôt, 
dans  les  manuscrits  d'Ozanam,  etc,  etc. 

Veuillez  agréer,  Monsieur  le  Rédacteur,  etc. 

C.  Hewry. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

B.  BONCOUPAGNl.  —  Cinq  Lf.tthes  de  Sophie  Geruain  a  Ciuhles-FrédÉ' 
lie  Gai's»,  publiées  d'après  les  originaux  possédés  par  la  Société  royale  des 
Sciences  de  G9Uingen.  —  Borlin,  Institut  de  phololi thographie  des  TrèresBiir- 
cbard,  imprimerie  lie  Gustave  Scbade  (Otlo  Francke),  MDCCLXXX;  aj  p. 
noQ  numérotées,  in-4°. 

De  tes  cioq  Lettres,  la  première  cl  la  troisième,  datées  du 
21  novembre  i8o4  et  du  16  novembre  180J,  toutes  deux  signées 
/^  Blanc,  avaient  été  jiubliées  par  M.  Stupuy  d'après  des  brouil- 
lons conservés  à  la  Bibliotlièque  nationale  de  Paris  (>).  M.  le  prince 
Buncoiiipagiii  les  récdtle  aujourd'hui  cl  avec  raison,  car  les  origi- 
naux de  ces  deux  Lettres  présentent  avec  les  brouillons  et  l'iin- 
primé  quelques  variantes  intéressantes.  JVotons  eit  particulier  dans 
la  première  des  Lettres  cette  utile  addition  h  la  page  3oo  de  l'édi- 
tion imprimée  :  _u  En  relisant  le  Mémoire  de  M.  de  la  Grange 
(Berlin,  177^  }•  j'^'  ^'^  avec  étonncmenl  qu'il 
(|uautilé  /T^'ï^/  ^■^^'^ 

,io_M(.t'-4*'r^-i-7,*^-.  -'■■£-":. wt^;^-.  X. 

'p.  352)  à  la  forme  /' —  11  w",  car 

=;    *,,—  a.iij'/'-i-  I  i*/*ï' —  M  (,*'-- Gi*/^ -H  1) 

La  quatrième  Lettre,  écrite  le  3o  lévrier  1807,  a  été  publiée 
par  M.  Ernest  Sclienng  dans  les  additions  à  un  discours  pro- 
noncé lors  du  ccnlcuaire  deGauss  (^).  Elle  précède  imoiédîalcmeni 
la  Lettre  de  Gauss  (jue  M.  le  prince  Boiicompagni  a  récemment 
publiée  ('  ).  «  En  me  rendant  compte  de  Tbonorable  mission  dont 

(')  CtCuprcf  pAîù/iophiquei  lU  Sophie  Cermaîa,  p.  ïgB,  3oB. 

CjU»:  iili'-î»V'-i-')r>.  (Romirque  do  M.  la  prince  Boncompisnî.) 

(')  AbhaHdluiIgtn  der  K.  Crsttlschafi  dcr  WitlrnsrUftt,.  tu  Gôltingen.  1.  XXII  ; 

1 ')  faif  \f.  BulUliH,  a-  «éric,  t.  111,  li-jç,. 

Bull,  des  Seifiires  malhrm.,  T  SOrÎP,  l.  IV.  (Aoill  |8H(,.)  l6 
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je  l'avais  chargé,  M.  Pcrnetty  m'a  mandé  qu'il  vous  avait  fait  con- 
naître mon  nom;  cette  circonstance  me  détermine  à  vous  avouer 
que  je  ne  vous  suis  pas  aussi  parfaitement  inconnue  que  vous  le 
croyez,  mais  que,  craignant  le  ridicule  attaché  au  titre  de  femme 
savante,  j'ai  autrefois  emprunté  le  nom  de  M.  Le  E3anc  pour  vou» 
écrire  et  vous  communiquer  des  Notes  qui,  sans  doute,  ne  méri- 
taient pas  Tindulgence  avec  laquelle  vous  avez  bien  voulu  y  ré- 
pondre. »  C'est,  comme  on  vient  de  le  voir,  la  première  des  Lettres 
qui  soit  signée  Sophie  Germain.  L'écriture  y  est,  en  général,  plus 
lâchée  et  plus  svelle  que  dans  les  précédentes.  On  apprend  que  So- 
phie Germain  habitait  le  Marais  (rue  Sainle-Croix-de-la-Brclon- 
nerie,  23).  L'adresse  porte  :  ^  M,  le  D^  Gauss,  loge'  chez  Jtitter^ 
Steinweg,  n?  1917,  à  Brunswick.  A  la  Lettre  était  jointe  une  Noie 
dont  on  connaît  le  contenu  par  la  réponse  de  Gauss. 

La  première  des  deux  Lettres  inédites  est  datée  du  2 1  juillet  1 8o5 
et  signée  Le  Blanc.  Cette  pbrase  du  début  mérite  d'être  citée  : 
«  Vous  me  donnez  Tespérance  de  vous  entretenir  avec  moi  de  l'ob- 
jet de  vos  études;  rien  au  monde  ne  pourrait  me  faire  plus  de 
plaisir  qu'une  semblable  correspondance.  i>  Gauss  avait  écrit  dau.^ 
le  n"  267  de  ses  Disquisitiones  arithmeticœ  (  *  )  :  «  Nous  excluons 
de  nos  recherches  les  formes  ternaires  dont  le  déterminant  est  o,  que 
nous  traiterons  plus  en  détail  dans  une  autre  occasion  et  qui  ne  soni 
ternaires  qu'en  apparence,  se  réduisant,  comme  ou  le  verra,  â  des 
formes  binaires  (^).  »  Sophie  Germain  lui  annonce  qu'elle  a  fait 


(')  Nous  crions  la  traduction  française  de  PoulIct-DcWâle,  qui  devait  paraître  Ucui 
ans  après. 

(*)  Rappelons  qu'on  nomme  : 
!•  Formas  binaires  les  fonctions 

dans  lesquelles  a^  a',  a"  représentent  des  nombres  entiers,  x,  x'  de«x  indéterminées: 
•1*  Formes  ternaires  les  fonctions 

ax*-ha'x'*-^  «".r"»-*-  2àx'x^'h  a // xr" -h  2  A^  jtj:', 

dans  lesquelles  «,  a',  a";  b^  h\  b"  représentent  des  nombres  entiers,  x,  ar',  x"  Iroi* 
indéterminées; 

3*  Déterminant  de  ces  formes  le  nombre 

ab*-^  a  b"-^  a" b"*---  aa' a" ^  ibb'(f. 
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cette  réduction.  Viennent  ensuite  quelques  renseignements  sur  un 
libraire  infidèle  à  ses  engagements  vis-à-vis  de  Gauss,  un  excellent 
résumé  du  quatrième  Volume  de  la  Mécanique  céleste  de  Laplace, 
enfin  une  Notice  sur  le  travail  de  Legendre  consacré  à  la  détermi- 
Dation  des  orbites  des  comètes. 

La  seconde  Lettre  inédite,  la  dernière  de  la  publication,  est  la 
plus  importante.  Accompagnée  d^un  essai  de  démonstration  (encore 
inédit)  des  trois  théorèmes  sur  les  résidus  énoncés  par  Gauss  (*), 
elle  est  spécialement  consacrée  aux  résidus  des  puissances  plus 
grandes  que  le  carré-,  elle  porte  la  date  du  ^7  juin  1807.  Voici  les 
cinq  propositions  que  Sophie  Germain  soumet  au  jugement  de  l'il- 
lostre  géomètre  : 

i^  p  étant  un  nombre  premier,  si  q  est  un  nombre  premier  à 
p —  I,  tous  les  nombres  de  la  série  i ,  a, . .  • ,  /?  —  i  seront  résidus 
puissance  y**"*^  (mod.  p). 

2°  Si  Ton  a  au  contraire/;  — 1=7')  il  y  aura,  parmi  les  q'  nombres 
1,2,...,^  résidus  et  (^  —  1  )  5  non  résidus,  puissance  y**"*  (mod.  p) . 

3"  Le  produit  de  a  ^  i*^  par  A  ^  r*  est  ou  n'est  pas  résidu  puis* 
sance  ç**"*  (mod.  p)  suivant  que  m-hn  est  ou  n'est  pas  ^o 
(mod.  q). 

4*  Si  Ton  désigne  par  2*,  y,  ^, . . .  les  différents  facteurs  de/r 
dans  p=  a/r  -4-  1,  —  i  sera  résidu  puissance  (  a*"^*  )'*"•,  ^^*'"*,  y'**"* 
(mod.  p), 

5«  Pour  les  nombres  premiers  2*'  -f-  i,  2  est  résidu  (a^'"*"*  )'*""'' 
puissance. 

Le  théorème  (a)  est  particulièrement  important^  on  le  trouve 
sous  une  forme  asses  différente  dans  le  n*  310  du  Cours  d'Algèbre 
supérieure  de  M.  Serret. 

Grâce  à  la  publication  que  nous  venons  de  brièvement  résumer, 
les  lacunes  que  présentait  jusqu'ici  la  correspondance  de  Gauss  etde 
Sophie  Germain  sont  comblées  en  partie  :  nous  disons  en  partie,  car 
la  plus  récente  de  ces  cinq  Lettres  porte  la  date  du  27  juin  1807  \ 
or  Sophie  Germain  est  morte  en  1 83 1 .  Nous  pourrions  donc  vrai- 
semblablement affirmer  Texistence  de  Lettres  postérieures,  si  nous 


'')  f jettera  inedita  di  Cmrht-Frderico  Gauss  a  Sofia  Germain»  Firciixc,  autoçralîa 
i«hillc  Paris,  1879. 
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n'étions   d'ailleurs  autorisés  par  une  gracieuse  communicatlou  à 
dire  qu'il  v  a  encore  à  (iœttingue  d'autres  Lettres  inédites  (*). 

Espérons  que  ces  Lettres  recevront  bientôt  comme  leurs  ainées 
l'honneur  d'une  de  ces  luxueuses  publications  dont  M.  le  prince 
Honeompagni  enrichit  la  bibliographie  mathématique.       C.  H. 


G.  (jOVI.  —    I.NTORNO   ALL\  DATA  DI  UN  DISCORSO   IN'EDITO   PRONUNCÎATO  DA  Fe- 

DKRico  Cesï,  FONUATonE  dell'  Acc\deuia  dei  Llncei.  —  Roma,  Salviucci, 
j88o  (extrait  des  Atti  délia  H.  Arcademia  dei  Uncri],  ln-4*,  tio  pages. 

G.  GOVI.  —  Su  ALCUNE  LeTTERE  INEDITE  DI  LaGRANGB  PUBB.  DAL  BoNCOMPAGM 

(extrait  des  Rcndiconti  deir  Accademia  délie  Scienze  di  Napoli,\o\n  1880). 

C'est  en  parcourant  le  Catalogue  des  manuscrits  possédés  parla 
Bibliothèque  de  Naples  que  M.  G.  Govi  a  eu  le  bonheur  de  trouver 
le  discours  du  prince  Cesi  dont  il  est  question  dans  le  premier  iMc- 
moire.  Lititulé  Del  nat uval  desiderio  di  saper e  e  Institutione  de 
Lincei  per  adenipimento  di  esto,  ce  document  fait  partie  d'un  ma- 
nuscrit qui  a  pour  titre  :  Indicado  philosophicorum  Openun  quce 
Fédérions  Cœsius  Ljnceus  P rince ps  I,  Fed,  F.  Princ,  etc.  sibi 
condixit,  M.  Govi  le  présente  à  l'Académie  et  le  publie,  «  nou  à 
cause  de  la  nouveauté  du  sujet,  non  pour  le  style,  mais  ])arcequil 
a  été  composé  par  notre  fondateur  et  prononcé  par  lui  dans  une 
séance  solennelle  à  laquelle  était  présent  le  plus  glorieux  de  nos 
prédécesseurs,  l'immortel  Galilée  ».  L'argumentation  à  laquelle  le 
savant  éditeur  se  livre  pour  prouver  cette  dernière  assertion  çt  pla- 
cer la  lecture  de  ce  discours  le  afi  janvier  1616,  peu  de  temps  après 
l'arrivée  de  Galilée  à  Rome,  est  fort  remarquable.  Voici  l'argumenl 
décisif:  M.  Govi  a  découvert  et  présenté  en  1876  à  l'Académie  dei 


(')  Cet  article  était  imprimé  lorsque  nous  avons  reçu  de  M.  le  professeur  Ançelo 
Genocchi  une  savante  Notice  extraite  des  Actes  de  l'Académie  des  Sciences  de  Toriti 
(séance  du  ao  juin  1880),  et  intitulée  :  //  carteggio  di  Sofia  Gennain  e  Carlo  Fede- 
rico  Gauss.  Dans  ce  travail  on  trouvera  d'importants  renseignements,  non  seulement 
iur  les  manuscrits  inédits  de  Sophie  Germain,  possédés  par  la  Société  Royale  deGôl- 
tingen,  mais  encore  des  éclaircissements  sur  plusieurs  points  de  l'histoire  de  la  théorie 
les  nombres,  particulièrement  sur  des  manuscrits  récemment  publiés  de  Fermât. 
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Lincei  des  procès-verbaux  de  Jean  Faber,  le  secrétaire  dei  Lincei, 
Or,  un  de  ces  procès- verbaux  renferme  le  compte  rendu  d'un  Dis- 
cours dont  les  termes  concordent  parfaitement  avec  le  Discours  du 
prince  Cesî.  On  doit  féliciter  vivement  M.  Govî  d'avoir  retrouvé  ce 
document,  qui  complète  heureusement  les  beaux  Mémoires  du 
prince  OdescalchI  sur  le  prince  Cesi  et  TAcadémie  dei  Lincei, 

Le  second  Mémoire  dont  nous  avons  inscrit  le  titre  en  tète  de  ces 
lignes  est  consacré  «i  des  publications  dont  il  a  été  rendu  compte  à* 
plusieurs  reprises  dans  ce  Recueil.  C.  H. 


SOPHIE  GERMAIN.  —  Mémoire  sun  l'emploi  de  l'épaisseur  dans  la  théorie 
DES  scRPACES  ÉLASTIQUES.  PaHs,  Gauihier-Villars,  1860;  64  pages  in-4''. 

Ce  Mémoire  a  été  découvert  par  M.  Georges  de  Courcel  dans  les 
papiers  de  Prony,  conservés  à  la  Bibliothèque  de  TEcole  des  Ponts 
et  Chaussées.  Un  passage  des  Remarques  sur  la  nature,  les  bornes 
et  l'étendue  delà  question  des  surfaces  élastiques,  par  Sophie  Ger- 
main, et  un  extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  V  Académie 
des  sciences  lui  en  avaient  révélé  Texistence^M.  de  Courcel  a  enrichi 
Tœuvre  inédite  de  nombreuses  notes  bibliographiques  et  Ta  éclairée 
par  de  judicieux  emprunts  à  la  correspondance  de  Sophie  Germain. 
Signalons  dans  l'Appendice  une  Lettre  inédite,  adressée  par  la  cé- 
lèbre géomètre  a  l'Académie,  concernant  les  expériences  de  Wheat- 
sione  sur  les  vibrations  des  plaques  élastiques.  L'éditeur  a  du  faire 
revenir  du  British  Muséum  la  copie  de  cet  important  document. 
Une  Lettre  inédite  au  chimiste  d'Arcet,  publiée  d'après  des  papiers 
de  famille,  mérite  également  d'être  signalée.  Entin,  quelques  Lettres 
publiées  dans  Téditiou  de  M.  Stupuy  ou  dans  la  Rev^ue  philoso- 
phique (décembre  1879)  ont  été  également  reproduites. 

C.  H. 
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MÉLANGES. 

SUR  UNE  CLASSE  DE  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES,  PROVENANT 
DE  LINVERSION  DES  INTÉGRALES  DES  SOLUTIONS  DES  ÉQUATIONS  DIF- 
FÉRENTIELLES LINÉAIRES  A  COEFFICIENTS  RATIONNELS  ; 

Par  m.  L.  FUCHS,  à  Heidelberg. 

Traduit  par  M.  STEPHANOS. 

De  même  que  les  fonctions  de  plusieurs  variables,  appelées  a^e- 
liennes^  doivent  leur  naissance  aux  intégrales  des  fonctions  algé- 
briques quand  on  considère,  d'après  Tcxemple  de  Jacobi,  les  limites 
supérieures  de  p  intégrales  d'une  fonction  algébrique  convenable 
comme  fonctions  de  la  somme  de  ces  intégrales  et  d'autres  p  —  i 
sommes  semblablement  formées ,  de  même  on  obtient,  comme  je  le 
démontre  dans  le  présent  travail,  une  nouvelle  classe  de  fonctions 
de  plusieurs  variables  en  prenant  pour  base  les  intégrales  des  solu- 
tions, des  équations  dillérentielles  linéaires  à  coefficients  ration- 
nels. 

Je  me  suis  posé  d'abord  la  question  d'examiner  la  nature  des 
solutions  d'une  équation  différentielle  linéaire  et  homogène  du 
^^lème  QYàre  pour  le  cas  où  les  équations 


m. 


où  Cm  Ça?  •  •  •'  ^m  sont  des  constantes  et  où  f\{z)^  ^2(^)9  •••' 
fm{^)  constituent  un  système  fondamental  de  solutions  de  l'équa- 
tion différentielle,  doivent  définir  Z|,  Z2, . .  . ,  ^m  comme  fonctions 
analytiques  de  U|,  U29  •  •  •  •)  ^m* 

J'ai  obtenu  la  résolution  de  cette  question  pour  les  équations 
différentielles  du  second  ordre,  et  je  me  propose  de  présenter  dans 
ce  qui  suit  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu. 

Pour  des  développements  ultérieurs  sur  les  fonctions  ici  défim'es, 
et  surtout  pour  leur  représentation  analytique,  on  aura  à  se  rap- 
porter aux  relations  que  j'ai  données,  dans  un  travail  inséré  au 
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lome  75  du  Journal  de  Borchardt,  p.  177  (*  ),  pour  les  intégrales 
des  solutions  d'une  équation  différentielle  linéaire,  prises  entre  deux 
points  singuliers  de  cette  équation. 

Les  résultats  du  présent  travail  ont  déjà  été  communiqués,  le  4 
de  ce  mois,  à  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Gottingue. 

I. 
Considérons  une  équation  différentielle 

dont  les  coefficients  P,  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  z,  qui 
soit  telle  que  ses  intégrales  aient  par  rapport  à  tout  point  singulier  a 
la  propriété  que,  multipliées  par  une  puissance  de  ^  —  a,  elles  ne 
deviennent  ni  nulles  ni  infinies  pour  z  =  a  [voir  mon  Mémoire, 
t.  66  du  Journal  de  Borchardt,  p.  i46). 
Soit 

un  système  fondamental  d'intégrales  de  Téquation  (A)^  alors 

OÙ  zq  désigne  une  valeur  arbitraire,  formeront,  avec  une  constante 
que  nous  prendrons  égale  à  c,  un  système  fondamental  d'intégrales 
de  Téquation  différentielle 


'  1 1 


Un  changement  du  chemin  d'intégration  changerait  respective- 
ment W| ,  1V2  en  iv, ,  (v'j, ,  tels  que 

{  iv\  =  a„  w,  -r  «„«<,  -1-  p,c, 


i') 


2|,, . . .,  ^23^  |3,,  /Sn  désignant  des  constantes. 


'^')  Voir  Bulletin^  1"  série,  p.  233-336. 
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Le  même  cliangcment  de  chemin  remplace  respectivemeiil  )  i,  )» 


2 


Maintenant ,  au  moyen  des  équations 

'^i*  ?^i  *  ^2  '^owf  des  ^valeurs  arbitraires  fixes ^  mais  différant  des 
points  singuliers  de  l'équation  (A),  en  même  temps  çueJÇl^t)^ 

/(^a),  Ç(C«)'  ^(^a)  ^''^  ^^^  valeurs  données,  définissons  ^1,^2 
comme  Jonctions  de  1/4,  «2  e^  cherchons  quelles  propriétés  doivent 
avoir f[z)^  ^[z)  pour  que  z^,  z^  soient  des  fonctions  analytiques 
déterminées  desdites  variables . 

Supposons  que  les  chemins  d'intégration  joignant  les  mêmes 
valeurs  de  z  soient  coïncidents  pour  les  deux  équations. 

Faisons  passer  par  chacun  des  points  singuliers  a^^  a^^ . . . ,  a«dc 
Téquation  (A)  une  coupure  quelconque  jusqu'à  Tinfinî;  soit  dési- 
gnée par  qi  la  coupure  correspondant  h  ai.  Ces  coupures  ne  doivent 
se  croiser  ni  avec  elles-mêmes  ni  entre  elles.  Que  le  plan  des  va- 
riables complexes  z  ainsi  découpé  soit  désigné  par  T^.  Si  toutes  les 
intégrales  qui  figurent  dans  (B)  franchissent  une  même  coupure  (fi 
un  nombre  égal  de  fois  et  dans  des  sens  identiques,  toute  variation 
du  chemin  de  l'intégration  changera  Ux  en  a^  Uf  +  at2'^2+  ^i^^^^ 
en  «21  M|  -f-  «22^^2-1-  P2C  si  par  cette  variation  de  chemin  J\^y%  su- 
bissent la  substitution 


\«ïi        «22/ 


Les  quantités  j3|,  (Bs  ont  des  valeurs  déterminées  lorsque  lechau' 
gement  du  chemin  d'intégration  est  déterminé. 
Soient  maintenant 
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CCS  fonctions  F{  et  F2  Jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

u 

I  F,;a„«,-ha„«,4- PiC,  a,jii,-|-a„«,-t-^'3,f)r=F,(tti,  tf,). 

Les  fonctions  F|  et  F2  admettent  en  outre  généralement  la  même 
valeur  pour  une  infinité  d'autres  valeurs  de  u^ ,  U2^  comme  il  résulte 
de  ce  qu'on  peut  laisser  invariable  le  chemin  d'intégration  de  ^2  ^ 
Zi  ou  bien  celui  de  ^1  à  ^i ,  en  faisant  varier  l'autre. 

11. 

Nous  allons  maintenant  supposer  que  Téquation  (A)  n*ait  que 
des  points  essentiellement  singuliers,  c'est-à-dire  que  ses  coeffi- 
cients ne  deviennent  infinis  que  pour  des  points  auxquels  Tinté- 
in*ale  générale  devient  discontinue  ou  subit  une  ramification.  De 
plas,  que  les  racines  des  équations  fondamentales  déterminatrices 
correspondant  a  chacuu  de  ces  points  singuliers  soient  des  nombres 
réels  et  rationnels,  et  en  outre,  conformément  à  mou  Mémoire 
t.  76  du  Journal  de  Borchardt,  p.  i84)<)  différents  entre  eux,  né- 
gatifs et  plus  petits  en  valeur  absolue  que  Tunité. 

Au  contraire,  que  les  racines  de  l'équation  fondamentale  détermi- 
natrice  correspondant  à  z  =^  oo  soient  des  nombres  réels  et  ration- 
ucls,  différents  entre  eux  et  plus  grands  que  Tunité  positive. 

Lçs  quantités  Z|,  z^  qui  figurent  dans  les  équations  (B)  peuvent 
alors  coïncider,  pour  des  valeurs  finies  de  M|,  1/2?  avec  des  points 
singuliers  de  l'équation  (A)  ou  avec  le  point  àTinfini. 

Les  fonctions  Z|,  z^  des  variables  indépendantes  U|,  u^  définie» 
parles  équations  (B),  satisfont  aux  équations  différentielles 

ou 

Lorsque  Ui,  «2»  partant  des  valeurs  o,  o,  suivent  des  chemins  ar- 
Uiraireset  indépendants  entre  eux,  il  arrive,  d'après  les  principes 
développés  par  MM.  Briot  et  Bouquet  (voir  Bulletin  des  Sciences 
"latliénuuiques ,  t.  III,  p.  atiS,  et  Briot,  Théorie  des  fonctions  abé- 
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Hennés,  p*  79  ))  que^i ,  Za,  partant  des  valeurs  1^^ ,  ^j?  s'avancent  d*iine 
manière  continue  sur  des  chemins  correspondants  et  restent  ho- 
iomorpbes  au  voisinage  des  valeurs  parcourues  de  U|,  u^^  jusqu'à 
ce  que  Z|,  Z2  soient  devenus  infinis  ou  soient  parvenus  à  des 

valeurs   pour  lesquelles  -    ->  •— Lîi,  LLJjj  fjr^J  prennent  des 

valeurs  qui  ne  sont  pas  toutes  finies  et  déterminées. 

Cette  dernière  circonstance  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsqu'une  au 
moins  des  quantités  z^ ,  Z3  s'approche  d'un  point  singulier  de  1  équa- 
tion (A)  ou  du  point  à  Tinfini,  ou  bien  lorsque  ces  quantités 
atteignent  des  valeurs  satisfaisant  à  Téquation  A  =  o. 

III. 

• 

Considérons  d'abord  le  cas  où,  pour  M|  =  ç^  et  Us=  ^29  ^i  ^^^^' 
cide  avec  un  point  singulier  de  l'équation  (  A  )  et  ^2  avec  un  pointa 
non  singulier  et  situé  en  distance  finie,  sans  que  pourtant  l'équa- 
tion 

iv\  /M  _/(>*) 

soit  satisfaite  par  Z|  ==  a,  ^2  =  i. 
Si  l'on  pose 

2i  —  a  =  cvj,     Zi  —  b  =  w,, 

on  aura,  d'après  mon  Mémoire  (  t.  66  du  Journal  de  Bordiardu 
p.  139),  aux  environs  de  a, 

,.  (  /(^i)  =  ^ii«'î'ê'i(«'i)-*-cii«^i'^»(«'i)» 

où  Ti ,  Ta  sont  les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice 
correspondant  à  a,  C|o  •  •  •  9^22  <les  constantes,  et  g^  (^^f  ))  St[^i] 
des  fonctions  holomorphes  au  voisinage  de  a  et  telles  que  ^1  (0 
^"2(0)  soient  différents  de  zéro. 

Au  contraire,  on  a,  aux  environs  de  Zt=  £, 

}  ?(«i)  =  7o  -+■  7i  «'î  -*-  7j  «1  +  •  •  •  > 
yi^  y'i  étant  des  constantes  déterminées. 


)> 
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On  aura,  par  conséquent, 

où  Gi,  G2  désignent  des  fonctions  de  (V|,  W2  respectivement  holo- 
morphes  aux  environs  de  tV|  =;  o,  Ws=  o. 

Soit  7*2  >  Ti  . 

Puisque  z^=za^  Z2=b  ne  satisfont  pas  à  l'équation  (F),  la  quan- 
tité 

G,(o,  o)  =  g'|{o)[<:i,7o— c,i7o] 

doit  cire  dilTérentede  zéro. 
11  résulte  de  là  que  Aw7''»  est  fini  et  différent  de  zéro  pour 

W,=  0,  iV2=  o. 

Soient  maintenant,  d'après  le  numéro  précédent, 

A;  A, 

r,  = »      r,  = , 

n  n 

oùÂ:f,X^29'2  désignent  des  nombres  positifs  entiers,  dont  les  deux 
premiers  sont  plus  petits  que  71,  et  posons 

«*!  =  r". 
Les  équations  (E)  se  transforment  ainsi  en 

A  dw^  ==  -  [ c„  £-^-.  g^,  (  r«  )  -4-  c„  /-*.  gri  (  «"  )]  du, 

Si  nous  supposons  donc  que 

c'est-à-dire,  à  cause  de  k^  <  /i,  que 

les  valeurs  de  -r—  ?  -r—  >  -t-^>  -t— ^  résultant  des  équations  (  4  )  seront 
a«i    dtt,    daj    du,  ^  ^    ' 

des  fonctions  bolomorphes  de  ^^  çv2  aux  environs  de  t  =  o,  çv2=  o. 
De  là,  il  s'ensuit  que  Z|  et  z^  sont  des  fonctions  bolomorphes  de 
Uii  Ui  aux  environs  des  valeurs  U|  =  i^i,  U2=  ^2- 
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IV. 

Considérons  maintenaul  le  cas  où,  pour  Ui  =  t^i,  i<2=  ^t^  ^^"^  ^<* 
Z2  coïncident  respectivement  avec  deux  points  singuliers  ditlcTenls 
«i,  a2  deTéquation  (A),  sans  que  toutefois  l'équation  (F)  soit  satis- 
faite par  Z4  =  «,,:;,=  «2. 

Soient  rn,  /'«a  les  racines  de  Téquation  fondamentale  détcrmi- 
natrice  correspondant  à  «i  et /'ai,  rja  celles  de  Téquatî on  corres- 
pondant à  «21  et  posons,  en  conformité  avec  les  deux  numéros 
précédents, 

r,,  =  —  iH »      r,j=:  —  I  -h  — , 

I  i, 

r,|  =  —  I  H »      r„=—  I  H , 

A 1  ht^hy  ^2  étant  des  nombres  entiers  positifs,  et  /|  ^  1 ,  /a^  i • 
En  posant  de  nouveau 

zi  —  «1  =  tvi,     2,—  a,=  fv,, 

on  aura,  à  Tinstar  des  équations  (i)  du  §  III, 

l  ?(2t)=^«i'*';"^i('*'i)-^-^M^î"/'î(«'i)» 

oùcii, . .  .,C22,  en, . .  .,e22  sont  des  constantes,  et  g^4(w,),  ^j^w,i, 
/i,  (^Vj),  /i2(^*'2)  des  fonctions  liolomorphcs  au  voisinage  de  W|==o 
ou  de  1V2  =  o,  et  qui  ne  s'annulent  pas  pour  tvi  =  o  ou  pour 
1^2=  o.  ^  prend  maintenant  la  forme 

oàG,A(wi,  1^2)  sont  des  fonctions  holomorphes  de  w,,  ivj  aux  en- 
virons de  W|  =  o,  tva  =  o. 
Maintenant 

Gn(o,  o)  =  (r,,r,i—  <'ii^«i)^i  {o)/i|  (o) 
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est  diiTérent  de  zéro,  car  autrcmeot  l'équation  (F)  serait  satisfaite 
parzi  =  Af,  ^2=  ^2)  contrairement  à  notre  supposition. 
Il  suit  de  là  que  Aw7''"tv~'*"  est  fini  et  différent  de  zéro  pour 

w,  =  0,  Wi=  o. 

En  substituant  dans  les  équations  (E) 

*  d/i      ôii      du     du  T      r         •        1    1  1 

on  reconnaît  que  -r—  »  -7--  ?   -; —  »  -r—  sont  des  lonctions  hoJouior plies 

^         C7tt|      ou,       ÔUi      OUf  '- 

de  /|,  /,  aux  environs  de  t|  =  0^  ^2=  o,  d*où  il  résulte  que  ^1,  ^2^ 
et  par  conséquent  2|,  ^2,  sont  des  fonctions  liolomorphes  de  u^ 
«2  aux  environs  de  Ui  =  i'i ,  1/2  =  (^2- 

Soient  ^1,  /}2  les  racines  de  Téquation  fondamentale  détermina- 
iricc  qui  correspond  h  z  =  00  pour  Téquation  (A),  et  posons 

oÙ5,,52,  A  sont  des  nombres  positifs  entiers  et  tels  que52^.Vf  ^  n 

i'oiv§  n). 

*    Nous  supposerons  maintenant  que 

Sous  le  bénéfice  de  cette  supposition,  on  démontrerait,  comme 
dans  les  cas  du  précédent  et  du  présent  paragraphe,  que  ^i,  Z2 
demeurent  uniforme,  même  dans  le  voisinage  de  valeurs  de  i/|, 
U3  pour  lesquelles  Z|  devient  infini  et  Z2  vient  à  coïncider  avec  un 
point  a  singulier  de  Téqualion  (A),  ou  bien  non  singulier,  tant  que 
IVquation  (F)  n'est  pas  satisfaite  pour  z^  =  oo  ,  ^2=  a. 

En  joignant  les  résultats  de  ces  deux  derniers  paragraphes,  on  ob- 
tient la  proposition  : 

Lorsque  pour  tout  point  singulier  de  l'équation  (A)  les  racines 
''m  '*2  de  V  équation  fondamentale  déterminât  rice  correspondante 
^ont  de  la  forme 

r  '  '  ' 

0,  r,  =  — i-f--,        r,=r — i -+- - 

n  n 

n  et  l  étant  des  nombres  positifs  entiers,  /^  1),  tandis  que  les 
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racines  px^p^  de  réqualion  fondamentale  déterminât rice  corres- 
pondant //  r  =  00  sont  de  Informe 

[n  et  l  étant  des  nombres  positif  s  entiers,  />  i),  les  fonctions  r,, 
Z2  seront  des  fonctions  uniformes  deu^ ,  1/2  fituo  empirons  de  toutes 
les  valeurs  de  ces  variables,  pour  lesquelles  z,,  Z2  ne  viennent 
pas  à  coïncider  avec  des  points  satisfaisant  à  V équation  (F). 


V. 

Soîenty(r),  cp(r)  deux  intégrales  arbitraires  de  réquatîoii  (A). 
Ou  aura,  aux  environs  d'un  point  singulier  a^ 

où  /•«,  /•2  (/'a^  '•«  )  sont  les  racines  de  l'équation  fondamentale  dé- 
tcrminatrice  correspondant  à  a,  Ch  ^  •  •  •  ^  C22'  des  constantes  diile- 
rentes  de  zéro,  et  ^i  (r),  g^i^]  des  fonctions  Iiolomorplies  aux  en- 
virons de  a  et  telles  que  g\{^)'t  g^i^')  soient  différents  de  zéro. 

Il  sera  supposé  constamment  dans  le  présent  travail  que  le  déve- 
loppement d'une  intégrale  de  l'équation  (A)  aux  empirons  d'un 
point  singulier  ou  du  point  à  l'infini  ne  contient  pas  de  loga* 
rit  h  me. 

Si  l'on  pose 

(H)  «='^!' 


on  aura,  pour  z  =  a,  ^  =  —  9  qui  sera  ainsi  fini  et  diÛTérent  de  zéro. 

On  voit  de  même  que,  pour  z  =  00  ,  ^  sera  aussi  fini  et  différent  de 
zéro. 

Définissons  maintenant,  d'après  Téquation  (  H  ),  z  comme  fonction 
deÇ. 

Supposons  qu'à  une  valeur  arbitraire  Çq  ^^  K  corresponde  une 
valeur  Zq  de  z.  En  partant  de  ce  couple  de  valeurs,  on  peut  pour- 
suivre la  fonction  z  sur  le  plan  des  f ,  ce  qui  s'efïcctue  à  l'aide  de 
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l'équation 

à  laquelle  z  satisfait  [voir  mon  Mémoire,  u  66  da  Journal  de  Bor- 
chardt,  p.  128),  et  dans  laquelle 

F(2)  =  C(?-/P^-. 

La  quantité  C  a  une  valeur  constante  et  déterminée  siy(z),  (f[z) 
désignent  des  solutions  déterminées  des  équations  (A). 

Les  valeurs  de  ^  pour  lesquelles  z  peut  cesser  d^étre  holomorplic 
sont,  en  dehors  de  ?[  =  00  ,  les  valeurs  de  cette  variable  pour  les- 
quelles z  coïncide  avec  un  point  singulier  de  l'équation  (A)  ou  bien 
devient  infini. 

Supposons  d'abord  que,  pour  T^  =  Ç^^  z  coïncide  avec  un  point 
singulier  a  de  l'équation  (A),  et  soient  1*1,  r^  les  racines  de  Téqua-* 
tion  fondamentale  déterminatrice  correspondant  à  a^  racines  qui 
satisfont  aux  conditions  (G). 

On  a  (  voir  mon  Mémoire,  t.  66  du  Journal  de  Borcliardt,  p.  1 43  ) , 
aux  environs  de  a, 

OÙ  9;  (z)  est  une  fonction  holomorphe  aux  environs  de  ^z  et  diffé- 
rente de  zéro  pour  z  =  a. 
Si  maintenant  on  a  d*abord 

il  résulte  de  l'équation  (J)  que  z  est  holomorphe  aux  environs  de 
![=:^i;  mais,  si  Téquation  (2)  n'a  pas  lieu,  en  substituant  dans 
1  équation  (J) 

on  obtient 

^  ïî  (  0 

uùtjf  (t),  r,[t)  sont  holomorphes  aux  environs  de  £  =  o,  et  dont  le 
quotient  ne  devient  ni  nul  ni  défini  pour  t  =  o. 
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Vaï  pmiaiU  cKins  vv  cas 

il  msulUî  de  réqualion  (3)  que  t  et  par  conséquent  :;  sont  liolo- 
uiorplies  dans  le  voisinage  de  ^  =  ^, . 

Supposons  en  second  lieu  que,  pour  Ç  =  !^,,  z  devienne  infini,  vi 
soient /9i, /9s  1^'s  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminalritc 
correspondant  à  :;  =  oo  ,  racines  qui  satisfont  aux  relations  (G'). 

On  a,  pour  les  environs  de  z  =  oo  ^ 

/(.)=v„(i)-*,(0-v..(r)"'.(;)- 

(5)  I  t;=!  =  ..,(i)"«.(i)-r..(l)\(i). 


^!=)  =  (:)•■*••*■<.  0) 


OÙ  /i4  (  -  M  ''«  (  7  1  '  ^'1  (  -  )  sont  des  fonctions  liolomorphes  aux  en- 
virons de  r:  =  00  et  ne  s'annulent  pas  pour  5  =  oo  .  Les  constantes 
y,,, . .  .y,,  sont  de  même  différentes  de  zéro,  puisquey(z),  o(r)sont 
d<îs  solutions  arbitraires  de  Téquation  (A). 
Si  Ton  a  de  nouveau 

il  résulte  immédiatement  de  Téquation  (  J)  que  z  est  uniforme  aux 

environs  de  >^  =  2^,;  mais,  siTéquation  (6)  n'est  point  remplie,  vn 

substituant  dans  (J) 

z  —  t-fi, 

on  obtient 

(^^  -''la-'  i;jT)' 

où  <pi(^))'/i(0  ^^^^^  ^^^  fonctions  liolomorphes  aux  environs  de 
Z  =  o  et  ne  s'annulent  pas  pour  t  =  o. 
En  prenant  de  nouveau  dans  ce  cas 

(«)  /  =  2, 

il  se  trouve  qu*»  t  et  par  conséquent  z  sont  uniformes  aux  environs 

de?:  =  r.. 
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Supposons  en  dernier  lieu  que,  pour  J[  =  00  ^ovïahz  =  b,b  n'étant, 
d'après  la  remarque  faite  au  commencement  de  ce  numéro,  ni  un 
|K)int  singulier  de  Téquation  (A)  ni  infini.  Pour  z  =  b^  ou  aura 
cependant  y(z)  =  o. 

Soient,  aux  environs  de  &, 

(    y[z)  zz:ia\(z  —  ^  )  -f-  .  .  .  . 

On  obtient  de  là 

10)  (,^^)^^i-^^^^"-^'-^---l=.l. 

Comaiemaintcnanty*(z)  et  9(z)  ne  s'annulent  pas  simultanément, 
puisque  b  n'est  pas  un  point  singulier  de  l'équation  (A),  il  s'ensuit 
que  Oq  est  différent  de  zéro.  De  même  a\  ne  peut  pas  être  nul,  car 
totrcment  il  résulterait  de  l'équation  (A)  que^^z)  est  identique- 
ment  nul.  L'équation  (10)  reçoit  donc  la  forme 


,10*;  oe.lz  —  ^'  -+-fltjfc  —  6',* -h  .  ..  -^  - 


I 

'9 


OÙ  2{  =  — L  est  fini  et  diflërent  de  zéro.  Il  résulte  de  cette  équation, 
(^mme  on  sait,  que  z  est  une  fonction  liolomorphc  de  -  aux  envi- 

'9 

mns  de  ^  =  00  . 
De  ce  qui  précède  on  obtient  la  proposition  : 

1.  Si  les  quantités  r, ,  /'a  correspondant  à  tout  point  singu/iffr 
remplissent  les  conditions 

Ai  nz=z  —  iH —     et      r,=  /-. -f-i      on     r,=  —  i  4- -t 

n  n 

<?' (fue  les  quantités  pi,  p2  correspondant  à  l'infini  remplissent  les 
conditions 


1  2 

-     et     Pj  =^  Pi  •+•  I     ou     ©♦  =  I  -4-  - 


!  K.']  |jj  :::::  I  -4-  -      et      p,  :r=  Oj  -+-  I       oU      ^Oj  =  I  -4-  -  i 


la  fonction  z  de  X,  définie  par  l'équation  (H)  sera  méromorphe 
fffjur  toutes  les  valeurs  de  >'. 

Bull.  Jes  SeienerM  mathêm.,   i*  Série.  I.  IV.  (AoAt  1880.)  19 
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Une  conséquence  immédiate  de  cette  proposition  est  exprimée 
par  le  corollaire  : 

La  fonction  -^  n  admet  pas  une  même  valeur  pour  diverses 
valeurs  de  z. 

Supposons  maintenant  que,  dans  le  cas  où  l'équation  [^)  ou  le- 
quiUion  [6]  se  trouve  remplie,  il  arrive  respectivement  que  le  rfe- 
nominateur  de  r^  ou  de  p^  soit  égal  à  2. 

j^lors  la  fonction  F(::)  sera  aussi  une  fonction  uniforme  de'(^. 

Soit  d'abord  ^  =  J^  une  valeur  pour  laquelle  z  ne  coïncide  pas 
avec  un  point  singulier  de  Téquation  (xV)  ni  avec  le  point  à  l'in- 
fini :   il  est  évident  que  Y  {z)  est   uniforme    aux   environs  de 

Soit  maintenant  ^  =  ^1  une  valeur  pour  laquelle  z  coïncide  avec 
un  point  singulier  a.  On  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

OÙ  r«(z)  est  une  fonction  liolomorphc  aux  environs  de  z^a  et 
différente  de  zéro  pour  z-=^  a. 

Si  l'écpiation  (2)  a  lieu,  on  aura,  d*après  notre  supposition, 

r^-^-  r^  —  '  =  ^-  '1  ^=  un  nombre  entier, 

et  par  conséquent  F(r),  de  même  que  ;::,  sera  uniforme  aux  envi- 
rons de  î[  =  î^|. 

Si  au  contraire  c*est  Téqualion  (4)  qui  a  lieu,  on  aura 

,       3 
r,  H-  /•,  —  I  ~  —  3-1 —  • 

//      • 

On  a  ainsi 

Diaprés  ce  qui  précède,  t  et  par  conséquent  F(z)  sont  uniformes  aux 
environs  de  î[  =  î[i . 

On  reconnaîtrait  de  la  même  manière  que  F (:;)  est  uniforme  auv 
environs  d'une  valeur  de^^"  pour  laquelle  z  devient  infini. 

Nous  avons  déjà  démontré  que  z  est  une  fonction  uniforme  de 

X^\  la  même  cliose  a  dcmc  lieu  pour  la  dérivée  -  •  Puisque  niainie- 
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liant  -^t  ainsi  que  F(3),  est  une  fonction  uniforme  de  ^,  îl  s'ensuit 

de  l'équation  (J)  que  f{zy  et  de  même  f[z)'  sont  des  fonctions 
uoiformes  de  ?[. 
On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

II.  Lorsque  les  conditions  (K),  (K')  subissent  la  restriction  que 
le  dénominateur  de  r^  ou  de  pi  soit  égal  au  nombre  2  dons  le  cas 
où  r*^  /•,-+- 1  ou  |02  =  p,  H-  I,  les  Jonctions  ^(z)^  ^^  fi^Y  -^o"^ 
également  des  Jonctions  uniformes  de  z. 


M. 


Il  résulte  du  numéro  précédent  que,  lorsque  les  variables  indt^ 
pendantes  u^jU^  atteignent  dans  les  équations  (B)  des  valeurs  pour 
lesquelles  z^^  Z2  satisfont  à  Téquation  (F),  on  doit  avoir  nécessai- 
rement  z,  =.  Z2  dès  que  les  équations  (K),  (K')  sont  remplies. 

Conformément  à  cela,  soit,  pour  u«  =  v^  et  U2  =  ^'i-i  Zi  =  z.2  =  b. 

Si  Ton  admet  ici  les  suppositions  de  la  proposition  II  du  para- 
s:raphe  précédent,  il  s'ensuit,  diaprés  cette  proposition,  que  les 
équations 

où  les  signes  se  correspondent,  ont  lieu  simultanément. 
Distinguons  maintenant  trois  cas  : 
I**  h  n'est  pas  un  point  singulier  de  (A).  Soient,  aux  environs  de 

on  aura,  d*après  les  équations  (1), 


2« 


où  les  signes  se  correspondent. 
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J.es  ('(juatioiis  (  K)  (U'viciiiieiil  alor.y 


Si  nous  posons 


/'>.)    /'•>.) 
?(-i)      ?'(-.') 


où  les  signes  se  eorrcspondeni,  il  viendra  di's  écpialions  (  E"! 
j  -  'A  fAi'2    -  o  [   3j  —  l)    o  [z^\  —    r.^  —  ^  '  o  1  z,  ']  fin  y 


<  r  ' 


-      oT'- 


k^f'\=î'~    ,^i—  '-»'/.  =1] ''"2- 


En  effectuant  sur  A' les  substitutions  indic|ué(*s  par  les  équations 
(  2  )  et  (2''),onreeonnaitque  A' est  divisible  par(  Z2 — h)  —  i^z^  —  h). 
Les  tenmrs  du  quotient  sont  d<'s  fonctions  entières,  lioinoi^èues  et 
symétriques  de  z^  —  A,  -2 — A»  ^'t  la  valeur  de  ce  quotient  pour 
z^  =  i,Z2=  A  est  a^Cx  — ^«Co,  qui  n'est  point  nul,  puisque  y(r), 
^[z)  forment  un  système  fondamental  de  solutions  de;  (A). 

Les  coefilcients  deâf/^i,  ///I2  dans  les  équations  (4)  sont  également 
divisibles  par  (^2  —  b)  —  [zx  —  A),  et  les  quotients  correspon- 
dants sont  des  fonctions  entières,  homogènes  et  symétriques  de 
Zx  —  o,  Z^  —  h . 

/x      1    .  •     •  j       '       .•         /  ,\  àt\'x    àt\\    d<VM     dct%  , 

Un  obtient  ainsi  des  équations  (4),  pour 1  — ^»  -t~  %  -— :acs 

^  ^^'^  '  du^     ôui     (7ttj     d«t 

expressions  qui  dépendent  rationnellement  de  iVi,  Wz  et  qui  ne  de- 
viennent pas  infinies  pour  1/,  =  i>,,  1/3  =  i'2*  Les  fonctions  çVf,  w^ 
sont  par  conséquent  des  fonctions  uniformes  de  Ui^iin  aux  environs 

de  U|  =  i/|,  U2  =  i'2« 

Si  dans  les  équations  (3)  on  a  à  prendre  les  signes  inférieurs,  il 
se  trouve  que  z,  —  b  et  z^  —  A,  et  par  conséquent  Zx  et  ^2,  sont  des 
fonctions  uniformes  de  U|,  U2  au  voisinage  de  Ui  =  v^i,  112=  f'i- 

Si  au  contraire  il  faut  prendre  dans  les  équations  (3)  les  signes 
supérieurs,  il  résulte  que  z^  -f-  ^ict  z^  z^  représentent  des  fonctions 
uniformes  au  môme  voisinage. 

2**  b  coïncide  avec  un  point  singulier  de  Téqnation  (A).  Soient 
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/'i,/'i  les  raciues  de  réquation  fondamentale  déterminatrice  corres- 
pondant à  &,  et  soit,  conformément  aux  propositions  I,  II  du  pa- 
ragraphe précédent, 

5  r.7Z2  —  I  -i —      et      r,  L_z  —  i  -\ —      ou      r,  ^-  r,  -f-  i , 

//  // 

avec  la  condition  /i  =:^  a  pour  ce  dernier  cas. 
Posons,  dans  les  équations  (E), 

ou  a  alors 

^     \    î';-.;='i-"[''..ff.('ï)+^"'r'"'ff«(C)]. 

où  f<,,. .  .,^22  sont  des  constantes  arbitraires,  gi{t'')^  S'2{^")  ^cs 
fonctions  holomorplies  de  <"  aux  environs  de  ^  =  o  et  qui  ne  s'an- 
nulent pas  pour  t=  o,  et  où  e  est  égal  à  o  ou  à  1  suivant  que 
Ion  a 


c'csl-à-dire 


2 

;•,  rir  —  I  H ou     ;•,  -^  r,  -h  I , 


r,n^--J,      /-j-^-f-J. 


Posant  de  nouveau 


A'--: 


'      \  '  ■       '1 


ou  obtient  des  équations  (6) 


L'expression  Af""'  /']'  est  divisible  par  /J  —  t]  ou  par  ^2 —  'i  sui- 
vant que  Ton  a 

I  rrz  1       ou      I  --  o . 

U  valeur  du  quotient  pour  /,  =  o,  /2  =  o  est  égale  à 
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qui  est  dlilérent  de  zéro,  puisque  f{z)^  (S((z)  forment  uu   systèuic 
fondamental  de  solutions  de  (A)  et  puisque  g:4(o),  ^3(0)  ne  s*aii* 
uulent  pas. 
En  posant 

les  équations  (E)  deviennent 

Si  Ton  a  maintenant  e  =  o,  on  déduit  des  équations  (  E^) ,  coninie 

on  Ta  déjà  fait  dans  le  cas   1®  pour  Zt  —  /',  ^2 —  &  ^u  inoycn  clrs 

équations  (E''),  que  les  quantités  f{,  ^2  mêmes,  ou  bien  les  i^  —H  i^^ 

^1  ^3)  et  par  conséquent  aussi  les  quantités  Zt-h  z^^  Zi  z^^  sout  des 

(onctions  uniformes  de  U{,i/2  ^tix  environs  de  i£{  =  (^,,1/2  =  1^2- 

Soit,  en  second  lieu. 

f  1=  I. 

Posons,  suivant  que  les  équations  (E^)  doivent  être  prises  avcc 
les  signes  supérieurs  ou  inférieurs, 

Les  équations  (E^)  donnent  alors 

Les  coefGcients  de  ces  équations  sont  divisibles  par /!;  —  /J.  I^e» 
quotients  correspondants  se  composent  de  termes  qui  sont  dos  fonc- 
tions rationnelles,  homogènes  et  symétriques  de  /^,  t\.  Ou  a,  eu 
outre. 


".'.--=±(..■1-::;;) 


/^x         1*1      •       1       1.  <^"'l      ^^'''1       '^'''*       ^^•'''!  1  •  ^ 

Un  déduit  de  la  que  -r — >  -r—  >  --- »  --—  sont  des  expressions  For- 

^       cjifi    ()«,     Jâf|     (^w,  * 

niées  rationnellement  avec  W|,  ÇV2  et  qui  ue  deviennent  pas  iufinû?^ 

pour  /f|  =  t'i,  «2  =  »'2t  Joù  il   s'ensuit  que  vVi,  ^29  et  par  consé- 
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qaent  Z|-h  Z2  et  Zt  ^29  sont  des  fonctions  uniformes  de  ii|,ii2  aux 
environs  de  U|  =:^  v^i,  1/2  =  i^2* 

i°  &  =  QO  .  Soient  /D|,  p^  les  racines  de  Téquation  fondamentale 
délerminatrice  correspondant  à  3  =  x) ,  et  soit,  couforniéiuent  aux 
propositions  I,  II  du  numéro  précédent, 

5"'  p,  =  n--,     p,=  n--     ou     pi  =  l,     Pi=î' 

Posons,  dans  l'équation  (A), 

alors 

constituent  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  dif- 
férentielle entre  v]  et  (.  Le  point  ^  =  o  est  un  point  singulier  pour 
cette  équation,  et  les  quantités 

5*)      O-.rr: — IH »       ff-zr: —  I  -f-  -      OU      ff.  rr:  —  i,       <7-=:-hî 

«  /l 

sont  les  racines  de  l'équation  fondamentale  détermina trice  corres- 
pondant à  ^  =  o. 
Pourtant,  en  posant 


—  -II»     ~"  —  fil 

3|  S| 


on  tire  des  équations  (  B  ) 

/'(ï,)^,-+-/'(5,)^/?2=^"i. 

U  résulte  maintenant  de  ces  équations,  comme  dans  le  cas  a**, 
^^  ^1-4-^3  ^^  ^1  ^2  sont  des  fonctions  uniformes  de  U| ,  1/2  aux  envi- 
rons de  ii|  1=  ^,,  1*2=  ^'a. 

Par  conséquent,  la  même  propriété  appartient  à  ^i  +  ^2  ni  ZiZ 
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Kn   rc'suiuaiit   ce  qui  précède,  on  obtient   la  proposition  sui- 


vante : 


<Si  1rs  racines  /•, ,  /•2  (le  toute  équation  fondamentale  détermina- 
trice  correspondant  aux  divers  points  singuliers  de  l'équation  (A) 
sont  telles  que  l'on  ait 


r,  —  —  I 
ou  bien 


1 

7L 

-  9 

r,-  ~  1-+^  - 

II 

n 

r  — i         r  —  * 

et  si  pour  les  racines  pi^  p2  de  V  équation  fondamentale  détermi- 
nât ricc  correspondant  à  z  =  oo  on  a  soit 

1  9. 

Pi=  I  -+--?       p,=  I  -4-  -, 
H  fi 

soit 

Pi—    if        P\—   i» 

les  fonctions  F]  (//{ ,  Us  ) ,  F^  (  U| ,  ii^  )  définies  par  les  équations  (  B) 
sont  racines  d^unc  équation  quadratique  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  uniformes  de  u^yU2* 

VII. 

D'après  mon  Mémoire  (t.  LXVI,  p.  i45  du  Journal  de  Bor- 
chardt,  on  a 

(i)  ^('•iH-'-flH-Oi-f-pt^  A—  I, 

en  désignant  par  A  le  nombre  des  points  singuliers  de  Téqua* 
tion  (A). 

Si  maintenant  A^  est  le  nombre  des  points  singuliers  pour  les- 
quels les  équations  fondamentales  dé  termina  triées  ont  les  racines 
—  -J,  4-^1  et  A'  le  nombre  des  autres  points  singuliers,  Téqua- 
tion  (i)  devient 

oii  la  somme  se  rap[K>rte  aux  dénominateurs  des  racines  des  équa- 
lions  foudarocnlales  qui  corres|K>ndenl  aux  points  singuliers  dr  la 


3>-<^-^-, 
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st'coude  espèce.  Mais^  comme 

1- 

leqnatioii  (2)  donne 
3]  JA"-+-A'<6     ou     Ah-}A'<G. 

II  s  ensuit  de  là  que  : 

Le  nombre  des  points  singuliers  de  V  équation  (A)  n  est  pas  sU' 
périeur  à  sijc. 

VIII. 

Voi'cî  un  exemple  pour  le  cas  A  =  6. 

Si  l'on  a  pour  chacun  des  six  points  singuliers 

l'équation  (A),  d'après  mon  Mémoire  (t.  LXXXI  du  Journal  de 
Borchardt),  sera  satisfaite  par  la  racine  carrée  d'une  fonction  ra- 
tionnelle. 

Or,  comme  il  faut  que  dans  les  développements  relatifs  aux  envi- 
rons d'un  point  singulier  ou  du  point  à  l'infini  n'entrent  pas  de 
logarithmes,  il  s^ ensuit  qu'il  y  a  une  seconde  racine  carrée  d'une 
fonction  rationnelle  satisfaisant  k  l'équation  (A)  et  constituant 
avec  la  première  un  système  fondamental. 

Si  l'on  représente  par  ^1,^2,  ...  ^a^  les  points  singuliers,  et  que 
1  on  pose 

le  système  fondamental  a  la  forme 

011^(2),  li(z)  désignent  des  fonctions  rationnelles  entières. 
Comme  dans  le  cas  actuel  on  a 

il  s'ensuit  que  g{z)^  ''(  ^)  '^^  peuvent  pas  être  d'^un  degré  supérieur 
au   premier.    Dans    l'exemple    actuel,    les    fonctions   F|  wii,!/^), 
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F2(iif)ii2)  fuiiruisscnt  donc  les  fonctions  hjperelliptîques  du 
niier  ordre. 

IX. 

Le  fait  qu'en  général  les  équations  diflérentielies  (Â)  ici  caracté- 
risées n'admettent  pas  des  intégrales  algébriques,  et  que  par  consé- 
quent les  fonctions  F|  (mi  ,1^2),  F2  (ui ,  U2  )  sont  différentes  des  fane- 
lions  abéliennes^  peut  être  montré  par  l'exemple  suivant. 

Soient  A  =  2et  Af  ,^2  les  deux  points  singuliers  de  l'équation  (A), 
et  soient 

r     — J         r     — i 

Ml  —  —  a»      Mî —        t 

les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice  corrf*s]^>oii- 
dant  à  ai ,  de  même 

r     — »         #•— A 

'il 6«         'îî 6 

les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice  correspondant 
à  a^  et 

les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice  correspondant 
à  3  =  00  . 

En  substituant,  pour  ce  cas,  dans. l'équation  (A), 

les  racines  des  équations  fondamentales  dé  terni  inatrices  correspon- 
dant respectivement  à 

sont 

ï     ?.  5       7  3  I 

ô    ô        12    I?.  4        4 

par  conséquent,  l'équation  en  tv  a  la  forme 

(-)  1^-^^"'' 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  z. 

D'après  mon  Mémoire  (t.  LXXXl  du  Journal  de  Bovchnrdt 
p.  i3j),  cette  équation  diliérentielle,  comme  les  racines  de  Téqua- 
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lion  fondamentale  délerminatrice  correspondant  à  ^2  sont  plus 
grandes  que  10,  n*est  pas  inlëgrable  algébriquement  tant  que  cha- 
cune de  ses  intégrales  ou  une  fonction  quadratique  homogène  de  ses 
intégrales  n'est  pas  égale  à  la  racine  d'une  fonction  rationnelle. 

Puisque  maintenant  les  dénominateurs  des  racines  des  équations 
fondamentales  déterminatrices  correspondant  aux  points  singuliers 
Oi^a^  sont  diUércuts  des  nombres  1)^,49  '^  seule  possibilité  res- 
tante, d'après  le  même  Mémoire  (p.  i36),  c^st  que  l'équation  (1)  soit 
cDoiplètement  intégrable  par  des  racines  de  fonctions  rationnelles. 

Ce  qui  cependant  n'a  pas  lieu. 

En  effet,  toute  racine  w  d'une  fonction  rationnelle  de  z^  satisfai- 
sant à  l'équation  (i),  devrait  avoir  la  forme 

«•  =  •;*(  3)  (  5  —  a,  i«.  (3  —  /î,  )«f, 

où'|(  c)  serait  une  fonction  rationnelle  entière  de  z^  ne  s'annulant 
pas  pour  2  =:  ai  ni  pour  z  =  a2,  et  où  de  plus  a^  aurait  une  des 
valeurs  -*-,  |  et  a.^  une  des  valeurs  1^2,  -jV  Le  degré  fx  de  ^{z)  devrait 
aussi  satisfaire  à  la  condition 

Cependant  la  seule  fonction  répondant  à  ces  diverses  restrictions 

est 

«'=  (3- r/j)*(2— //,)»'•, 

à  l'exclusion  de  toute  autre  racine  d'une  fonction  rationnelle 
L'équation  (i)  ne  peut  doni:  être  intégrée  complètement  par  des 

fonctions  algébriques,  et  par  conséquent  l'équation  (A)  non  plus. 
Ajoutons,  pour  conclusion,  la  remarque  suivante  : 
Si  l'on  pose,  comme  dans  l'équation  (H), 


\\ 


z  est,  d'après  la  proposition  1  du  §  V,  une  fonction  uniforme  de  ^  ; 
mais,  d'après  la  proposition  II  du  même  paragraphe, y^( 2)^  et©(r)^ 
sont  aussi  des  fonctions  uniformes  de  y. 
Posant  donc 

on  a  la  proposition  suiv  ante  : 
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Les  é(/ualions  (iS)  peuvent,  au  moyen  des  suhslitutioFts  uniformes, 
mais  en  gênèial  non  rationnelles, 

être  mises  sous  In  /orme 


-»  »*i  1  «'t 


;l:' 


oii  l'on  a 


M=^x(>!i]»  îj—zt'îî;» 


er^  oii  g[\')  est  une  fonction  uniforme^  en  général  non  rationnelle, 
de  V, 

Heidciberg,  le  i4  février  1880. 


SUR  LES  SURFACES  DONT  LES  RATONS  DE  COURBURE  ONT  ENTRE  EUX 

UNE  RELATION; 

Par  m.  s.  LIE. 

1.  Des  belles  reclierches  de  M.  Weiiigarten  [Journal  de  Crelle, 
l.  59  )  sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  p  et  c/ 
ont  entre  eux  une  relation  résulte  bien  simplement  un  moyen  gé- 
néral pour  la  détermination  des  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces: 
c'est  ce  que  je  vais  exposer. 

L'équation  p  ==  const.  détermine  sur  la  surface  des  centres  d'une 
surface  quelconque  F  un  faisceau  de  courbes  parallèles,  dont  les 
trajectoires  orthogonales  q  =.  const.  sont  les  lignes  géodésiqucs  de 
la  surface  des  centres.  Les  tangentes  à  une  courbe  du  faisceau 
q  =  const.  rencontrent  la  surface  F  le  long  d'une  ligne  de  cour- 
bure de  cette  surface.  Ainsi  la  détermination  des  lignes  de  courbure 
de  F  et  la  détermination  des  lignes  géodésiqucs  (f  =  const.  de  la 
surface  des  centres  sont  deux  problèmes  équivalents  :  c'est  un 
résultat  connu. 

Supposons  maintenant  que  les  rayons  de  courbure  p  et  p^  de  la 
surface  F  aient  entre  eux  une  relation  donnée;  rélémenl  d'arc  ds^ 
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Mil*  la  surface  cl«»s  reiilros,  est  alors  dunné,  d'après  M.  Weîngarten, 
par  la  formule 

formule  qui  montre  que  la  surface  des  centres  est  applicable  sur  une 
surface  de  révolution.  Bour  a  déterminé  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution,  lorsque  leur 
courbure  n'est  pas  constante  ^  on  reconnaît  donc  que  les  lignes  de 
courbure  d'une  surface  dont  les  rayons  de  courbure  ont  entre  eux 
une  relation  peuvent  s'obtenir  par  des  quadratures,  excepté 
lorsque  la  surface  des  centres  est  à  courbure  constante. 

Ce  mode  de  détermination  est  doublement  incomplet  :  d'une 
part,  il  nécessite  de  longs  calculs;  de  l'autre,  il  ne  s^applique  point 
a  quelques  cas  exceptionnels.  Il  y  a  donc  lieu  de  développer  une 
méthode  plus  simple  et  plus  générale. 

Désignant  par  Ç,  19,  ^les  cooixlonuées  cartésiennes  d'un  point  de 
la  surface  des  centres,  récjuation  (1)  donne 


ou 

r-f'    

dans  cette  formule,  les  quantités  p,  p',  ^,  y;,  Ç  doivent  être  exprimées 
au  moyen  des  coordonnées  a:,j^  des  points  de  la  surface  F,  en  sorte 
que  le  radical  prend  la  forme 

où  X  et  Y  sont  des  fonctions  connues  de  a:  fît  de  v  î  par  suite,  f/  est 
déUTuiinéen  fonction  dex  et  de  j,  et  l'on  a.  obtenu  un  faisceau  de 
lignes  de  courbure  de  la  surface  F. 

Si  les  rayons  de  courbure  p  et  p'  d'une  surface  ont  entre  eux 
une  relation,  les  lignes  de  courbure  de  cette  surface  sont  déter- 
minées  par  la  formule  q  ==  const.  (2).  Dans  cette  équation,  Ç,  t:,  ^ 
désignent  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  qui  correspond 
nu  rayon  île  courbure  p. 

2.  La  méthode  précédente  est  générale;  elle  s'applique  encore 
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lorsque  la  relation  entre  p  et  p'  est  de  la  forme 

p  —  o'  =  ^  =  const., 

auquel  cas,  d'ajirès  les  recherclies  de  M.  Beltramî  et  de  M.  Diui, 
la  surface  des  centres  possède  une  courbure  constante.  Si  je  ne  nu* 
trompe,  cette  remarque  complète  de  la  façon  la  plus  heureuse  la 
théorie  donnée  par  M.  Bianchi  (  Ricerche  sulle  superficie  a  car- 
vatura  costante;  Pisa^  ^^79)-  I^^i^s  ce  travail,  M.  Bianchi  fait  une 
remarque  qui  parait  bien  neuve  et  bteu  importante,  à  savoir  qur 
d'une  surface  4>  à  courbure  constante,  dont  on  a  déterminé  les 
lignes géodésiques,  on  peut  toujours  déduire  oo*  surfaces  4^|  à  cour- 
bures constantes.  Il  suffit  pour  cela  de  prendre  Télément  d'arc  sur 
la  surface  $  sous  la  forme 

(3)  r/.v* -— r^p» -f- (? A ^/^î     (A  :=  const.;, 

ce  qui,  d'après  M.  Beltranii,  est  possible  de  oo*  manières.  Que  Ton 
mène  maintenant  les  tangentes  à  toutes  les  lignes  géodésiques  du 
faisceau  q  =  const.,  et  que  Ton  construise  toutes  les  surfaces  F  qui 
coupent  orthogonalcment  ces  tangentes  (ce  que  Ton  peut  faire 
d'une  façon  explicite  )  :  toutes  ces  surfaces  auront  une  même  sur- 
face des  centres,  dont  une  nappe  est  précisément  4>.  La  seconde 
nappe  $t  ^^^  aussi  une  surface  a  courbure  constante.  De  cette  façon, 
de  la  surface  donnée  4>  on  déduit  une  infinité  (simple)  de  sur- 
iaces  4>|  h  courbure  constante.  Si  maintenant  on  pouvait  mettre 
rélément  d'arc  d'une  surface  4>|  sous  la  forme  (3),  on  pourrait 
aussi  déduire  dc4>|  une  infinité  simple  de  surfaces  à  courbure  cou- 
staute  \  ce  qui  précède  montre  que  cette  opération  peut  s'efiectuer, 
et  il  n'est  pas  nécessaire  pour  cela  de  déterminer  l'équation  finie 
des  surfaces  F. 

^insi  l' application  successive  de  la  méthode  de  M.  Bianchi 
pour  la  détermination  de  surfaces  à  courbure  constante  n'exige 
aucune  intégration  d'équations  différentielles  quand  on  a  déter- 
miné les  lignes  géodésiques  de  la  surface  primitis^e  4>. 

Je  remarquerai  maintenant  que  les  recherclies  de  M.  Bonnet 
[Journal  de  l* Ecole  Polytechnique,  t.  XXIV,  XXV)  conduisent 
aisément  n  une  méthode  pour  la  détermination  de  oo^  surfaces  à 
couihure  constante,  quand  on  s'est  donné  une  telle  surface.  Ru 
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eilet,  de  cette  surface,  par  une  transformation  parallèle  (dilatation) 
convenable,  on  peut  d*abord  déduire  une  surface  à  courbure 
moyenne  constante;  de  celte  nouvelle  surface  on  déduit  [Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique,  t.  XXV,  p.  76-78)  une  infinité  simple 
de  nouvelles  surfaces  à  courbure  moyenne  constante,  et  finalement 
CD  trouve  00*  surfaces  à  courbure  constante.  Il  me  semblerait  dési- 
rable qu'on  cherchât  quel  rapport  peut  exister  entre  cette  opération 
et  celle  de  M.  Bianchi.  Les  recherches  de  M.  Bonnet  montrent,  en 
tout  cas,  que  les  surfaces  à  courbure  constante  se  classent  naturelle- 
ment en  groupes  dont  chacun  contient  une  infinité  simple  de  ces 
sarfaces. 

3.  Quand  les  rayons  de  courbure  d'une  surface  sont  liés  entre 
eux  par  une  relation  quelconque  p'=  ^(p))  ^^  ^^  parait  pas  pos- 
sible, en  général,  de  déterminer  les  lignes  asymptotiques,  non  plus 
que  les  lignes  géudésiques  dont  la  longueur  est  nulle.  Dans  certains 
fras  intéressants,  mais  particuliers,  cette  détermination  est  généra- 
lement possible.  Pour  le  montrer  simplement,  je  me  référerai  de 
nouveau  au  travail  déjà  cité  de  M.  Bonnet  [Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique  y  t.  XXV,  p.  92-1 1 1).  Si  l'on  pose 

et  que  Ton  choisisse  les  lignes  de  courbure  comme  lignes  coor- 
données, Télément  d'arc  ds  sur  la  surface  peut  être  mis  sous  la 

forme 

les  lignes  géodésiques  dont  la  longueur  est  nulle  sont  alors  détermi- 
nées par  l'équation 

V  fiU  ±  i   ^    -;  —  (iv  ~  O, 

qui  est  intégrablc  si  la  fonction  9(  A)  satisfait  h  la  condition 

t^L^=C?r    (C  =  const.). 

®  A- 

Cette  condition  est  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
dont  rîiiiégrale  générale  a   la  forme  l^z=zM(f^ — aCf,  0=-^^ 
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«■tant  l'îiilégrate  singulière.  L'inlûgralu  générale  doone  touU's  Irt 
surfaces  à  tourhure  moyenne  constante,  (;t  l'intégrale  singulière K* 
surfaces  ininiuia. 

Sur  les  furfaces  à  courbure  moyenne  constante,  on  peut  obtenir, 
par  des  quadratures,  non  seulement  les  lignes  de  courbure,  mnii 
encore  les  courbes  ds  =  o.  Les  lignes  de  courbure  sont  des  lignes 
isothermes. 

Les  ligniis  asyiniitoliquws  <l'uni'  surface  dont  Ifs  rayons  de  cour- 
bure ont  entre  eux  une  relation  sont  déterminées  par  l'i-cjuatioii 

'•'  ? 

(]ni  est  inti'gralde  si  o  salisfailà  I  équation 

!.&»''=  X'  5.  —  A  y')     (L  =  const.;. 

L'intéfjrale  générale  de  eette  équation  didércnlielle  du  prt-tnii-r 
ordre  est  d.-  la  lorine 

f':^  Ai'-(-LA'. 

Les  surfaces  corresjMndanles  ont  une  courbure  cunstanU';  l'inli- 
i>rale  singulière 

donne  seulement  les  surfaces  minima. 

Sur  les  surfaces  à  courbure  constante  on  peut  trouver,  par  drs 
quadratures,  non  seulement  les  ligues  de  courbure,  mais  encore  les 
lignes  Bsymptoliques. 

J'ai  déjà,  dansune  autre  circonstance,  démontré  ce tliéor-êmed'uiie 
manière  dillénnitv  (  '  ). 

(■)  Je  ln«  rësem  da  dotetopp^r  In  Indieillona  qui  précèdent  reUtiTemenl  k  li 
Ihoorie  [[ùriérila  do  lurrice*  k  courbure  roniunte;  d'une  lurface  à  courbure  ron- 
auule.  doni  on  «  déterminé  le>  ligne*  Qêodéiiquei,  on  peut  déduire  par  de*  qutdn- 

parUellei,  eicepté  réqnilion  propoiée 

.-  _  «  -  ('-^P'-^g'l' 
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CANTOU  (Moritz).  —  VoRLESUNGEN  UBKR  GE^cifftcn^i^i^ff^^ù^^^^^  Ersier 
Band,  von  den  Ulteslen  Zeiten  bis  zum  Jahrfl^i^wjR'.  Chr.  ^-^t^5?ij;,  Teub- 
ner,  j88o.  In-8",  viii-8o4  pages,  i  planche;  '^,  .         ^.^  ^.  \0-\ 

1^!  7  APuai]-^! 

Ecrire  une  histoire  des  MalhéiiialiquW^q^i^fasse  4*j^qtfi^/a,  à  ce 
litre,  remplace  eniin  l'œuvre  désormai^^ieiUit*^âc.5^ouJiicla,  nul 
ne  pouvait  mieux  reiitreprendre  que  M.  CàhUt^^iû^ùipe  Ton  con- 
sidère ses  aptitudes  personnelles,  «es  longues  études  sur  la  matière, 
ou  encore  la  part  active  qu'il  a  prise  au  mouvement  historique  de 
notre  siècle.  Le  premier  Volume,  qu'il  vient  de  faire  paraître,  ne 
trompera  certes  pas  l'espoir  du  public  compétent,  et  ce  n*est  peut- 
être  pas  assez  dire,  car  il  semble  que  l'illustre  professeur  d'Heidel- 
berg  se  soit  surpassé  lui-même. 

Si  du  temps  où  il  écrivait  les  Matheniatische  Bcilrage  il  a  gardé, 
toujours  aussi  vives,  celte  fortune  de  conjectures  suggestives,  cette 
puissance  de  divination,  si  désirables  dans  l'étude  des  questions 
obscures  et  controversées,  il  a  désormais  acquis  au  plus  haut  degré 
les  qualités  indispensables  à  l'historien  :  je  veux  dire  la  prudence 
dans  l'exposition  des  thèses  neuves,  et  l'impartialité  dans  la  discus- 
sion des  opinions,  fussent-rlles  h?  plus  contraires  aux  siennes 
propres.  D'autre  part,  dans  le  vaste  champ  d'une  histoire  générale, 
il  se  trouve  plus  à  l'aise  que  dans  le  cadre  restreint  des  diverses 
monographies  que  nous  lui  devons,  et  il  a  particulièrement  réussi 
à  ordonner  un  ensemble  dont  les  diverses  parties  sont  harmonieu- 
sement pondérées  et  où  la  profusion  des  détails  n'empêche  pas  de 
suivre  le  clair  développement  des  idées  principales. 

11  n'est  plus  possible  aujourd'hui  de  prétendre  garder  le  plan  de 
Montucla,  qui  a  embrassé  toutes  les  Mathématiques,  pures  et  appli- 
quées. M.  Cantor  a  sagement  fait  d'exclure  de  son  cadre,  aussi  ri- 
goureusement qu'il  était  possible,  tout  ce  qui  est  étranger  à  la  science 
abstraite  du  nombre  et  de  l'étendue  et  appartient  notamment  en 
propre  à  l'histoire  de  l'Astronomie  ou  à  celle,  encore  à  faire,  de 
la  Mécanique. 

Le  Volume  paru  comprend,  d'après  son  titre,  les  temps  les  plus 
anciens  jusqu'à  Tan  1 200  après  J.-C,  c'est-à-dire  jusqu'à  Léonard 
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de  Pise;  le  tlcuxièiiie  doit  aller  jusqu'à  Leîbnit/.,  et  K*  tmisièinc 
s'arrêter  après  Lagraiige.  Mais  Tordre  chronologique  indiqué  devait 
nécessairement  plier  dans  une  certaine  mesure  devant  Tordre  géo- 
graphique, et  dès  maintenant  se  trouve  épuisée  l'histoire  des  Grecs 
du  Bas-Kmpire,  des  Hindous,  des  Chinois  et  des  Mahomélans. 

M.  Cantor  s'est  ellbrcé,  nous  dit-il  dans  sa  Préface,  d'utiliser  et 
de  mentionner  tous  les  travaux  modernes  intéressant  son  sujet,  et 
qui  ont  paru  avant  h;  i5  mars  1880,  date  à  laquelle  son  manuscrit 
a  été  remis  à  Timprimeur.  L'examen  des  sources  auxquelles  il  a 
puisé,  et  qui  sont  des  plus  diverses  natures,  témoigne  de  la  con- 
science et  du  succès  avec  lesquels  ce  but  a  été  poursuivi.  Comme 
d'ailleurs  M.  Cantor  n'est  rien  moins  qu'un  compilateur,  conuiiei! 
sait,  dans  la  juste  mesure,  négliger  ce  qui  n*a  pas  assez  d'importance, 
son  œuvre  possède  vraiment  tout  ce  qu'il  faut  pour  marquer  une 
date  et  servir  de  point  de  départ  aux  travaux  de  l'avenir. 

Le  lecteur  ne  peut  attendre  ici  une  analyse  complète  d'un  Livnî 
aussi  considérable  ;  mais  il  désirera  sans  doute  être  particulièrement 
renseigné,  d'un  côté,  sur  ce  qui  s'y  trouve,  comme  déiinitivemenl 
acquis  à  la  science,  de  spécialement  neuf  et  personnel  à  Tauteur, 
d'autre  part,  sur  la  position  qu'a  prise  ou  gardée  M.  Cantor  en  pré- 
sence des  problèmes  importants  sur  lesquels  la  controverse  n^stc 
toujours  permise.  Mais,  même  de  ces  deux  ordres  de  questions,  le 
premier  peut  à  peine  être  efileuré.  Entrer  dans  le  détail  des  nom- 
breuses erreurs  anciennes  définitivement  condamnées,  des  nou- 
velles rejetées  après  examen  décisif,  des  points  secondaires  éclair- 
cis  ou  ramenés  à  leur  signification  véritable,  ce  serait  annoter 
chaque  page. 

Je  me  contenterai  donc  de  signaler  en  bloc  l'analyse  des  docu- 
ments relatifs  aux  Egyptiens,  aux  Babyloniens  et  aux  Chinois,  et 
en  particulier,  pour  le  preuiier  de  ces  peuples,  l'étude  du  3fanuel 
d'Ahmès  (papyrus  de  Rhind),  dont  la  date  est  désormais  fixée 
entre  2000  et  1700  ans  avant  J.-C.  ;  il  y  a  là  un  travail  très  remar- 
quable et  dont  quiconque  n'est  pas  égyptologue  peut  certainement 
tirer  plus  de  profit  que  de  la  traduction  de  M.  Eisenlohr. 

La  façon  dont  est  présentée  Tliistoire  des  Mathématiques  chex 
les  Arabes,  sa  liaison  avec  l'histoire  politique  et  la  distinctiou  établie 
entre  les  diverses  écoles  et  les  divers  pays  apportent  également  sur 
un  sujet  cette  fois  moins  neuf  des  éléments  d'ordre  et  de  clarté  qui 
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laîsaient  défaut  jusqu'à  présent.  Mais,  pourvoir  comment  M.  Can- 
lor  sait  renouveler  ]a  matière  qu'on  croirait  le  mieux  épuisée,  il 
siiflit  de  comparer  à  ses  écrits  antérieurs  les  Chapitres  d'Euclide, 
(le  Héron  d'Alexandi^ie  et  des  agrimenseurs  romains. 

Je  bornerai  donc  ici  ces  indications,  forcément  trop  succinctes, 
pour  aborder  la  revue  des  problèmes  principaux  relatifs  à  la  période 
qui  nous  occupe,  problèmes  sur  lesquels  une  lumière  plus  ou 
moins  grande  est  apportée,  mais  qui,  de  fait,  n'en  restent  pas  moins 
à  l'ordre  du  jour.  On  peut  les  réduire  aux  suivants  : 

A  quelle  époque  ont  été  acquises  chez  les  Grecs  les  connaissances 
i;ôoniétriques  représentées,  dans  leur  ensemble^  par  les  Eléments 
(1  Euclide  ? 

A  quelle  époque  a  réellement  pris  corps  la  tliéorie  des  coniques, 
(]ue  nous  connaissons  par  Apollonius  ? 

Quelle  est  l'origine  de  l'Algèbre  chez  les  Grecs  et,  dans  cette 
science,  la  valeur  respective  de  leurs  travaux,  de  ceux  des  Hindous 
et  de  ceux  des  Arabes? 
Quelle  est  la  véritable  histoire  de  nos  chillres  modernes? 
Je  considère  comme  désormais  tranchée  la  question  de  la  reprise 
(les  études  mathématiques  au  commencement  du  moyen  âge,  c'est- 
à-dire  comme  parfaitement  établies  l'indépendance  de  Gerbert  et 
des  abacistes  par  rapport  aux  Arabes,  leur  liaison  avec  la  tradition 
romaine. 

Géométrie  élémentaire ,  —  M.  Cantor  reporte  à  bon  droit  la 
réelle  constitution  de  la  science  au  moins  au  temps  de  Platon,  c'est- 
à-dire  aux  travaux  de  Thtétète  et  d'Eudoxe.  Il  faut  évidemment 
s'arrêter  à  celle  date  (un  siècle  avant  Euclide  environ)  pour  les 
parties  arithmétique  et  stéréométrique  des  Eléments;  mais  en  ce  qui 
coQcemela  Géométrie  plane,  correspondant  aux  six  premiers  Livres, 
la  génération  précédente,  que  représente  Hippocrate  de  Chios,  n'est 
peut  être  pas  traitée  assez  favorablement,  et  il  semble  que  sur  Bret- 
Schneider  M.  Cantor  ait  fait  un  pas  en  arrière. 

II  reste  au  moins  dans  l'opinion  que  le  géomètre  grec,  en  cher- 
chant laquadraturc  de  ses  lunules,  poursuivait  celle  du  cercle.  Mais, 
pour  juger  la  question,  nous  n'avons  plus  à  nous  laisser  prévenir 
par  une  vague  assertion  d'Aristote  \  nous  possédons  le  long  fragment 
d  Kudème,  conservé  par  Simplicius. 
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Si  Ton  cm  retranche  les  interpolations  maladroites  de  ce  dernier, 
il  reste  quatre  tlicorèmes  intéressants  qu'Eudème  avait  plus  ou 
moins  fidèlement  extraits  d'un  Ouvrage  d'Hippocrate,  sans  doute 
di fièrent  de  ses  Eléments  et  formant  un  ensemble  complet. 

Or  le  dernier  théorème  [construction  d'une  lunule  dont  la  sur- 
face, ajoutée  à  celle  d'un  cercle,  soit  équivalente  à  celle  du  triangle 
isoscèle  inscrit  dans  la  lunule,  plus  celle  de  l'hexagone  régulier 
inscrit  d'ans  le  cercle)  me  semble  prouver  suffisamment,  par  son 
seul  énoncé,  que  jamais  Hippocrate  ne  s'est  proposé  de  ramener  la 
quadrature  du  cercle  à  celle  de  la  lunule,  le  problème  simple  au 
problème  complexe,  qu*il  a  fait  tout  le  contraire,  en  étudiant  les  cas 
singuliers  où  Ton  peut  obtenir  la  quadrature  de  la  lunule  avec  la 
règle  et  le  compas. 

Si  les  trois  antres  théorèmes  nous  donnent  trois  quadratures  de 
ce  genre,  ils  ne  fournissent  pas  de  fait  les  constructions,  et,  comme 
la  dernière  exige  la  solution  géométrique  d'une  équation  complcle 
du  second  degré,  M.  Cantor  doute  qu'Hippocrate  la  connût.  11  est 
cependant  parfaitement  supposable  que  les  constructions  étaient 
données  dans  des  lemmes  préliminaires,  qu'Eudème  se  sera  natu- 
rellement dispensé  de  conserver,  surtout  si  de  son  temps  ils  n'of- 
fraient rien  de  particulièrement  neuf. 

Cette  supposition  peut  d'ailleurs  être  (confirmée  par  la  remarque 
suivante.  Après  la  première  quadrature,  dérivée  d'un  triangle  iso- 
scèle, après  la  seconde,  dérivée  d'un  trapèze  à  trois  côtés  égaux,  il 
était  naturel  de  passer,  comme  Bretschneider  l'a  fait  remarquer,  au 
pentagone  à  quatre  côtés  égaux  et  ainsi  de  suitt;.  Mai^  on  tombe 
alors  sur  une  figure  qui  ne  peut  être  réellement  construite  avec  la 
règle  et  le  compas^  dans  ces  conditions,  l'invention  de  la  troisième 
quadrature,  qui  exigeait  au  reste  une  remarquable  sagacité,  me 
parait  prouver  .suffisamment  qu'Hippocrate  s'était  astreint,  tout 
comme  l'aurait  fait  Euclide,  h  construire  complètement  ses  lunules 
quarrables. 

C'est  admettre,  ai-je  dit,  qu'il  connaissait  la  solution  géomé- 
trique d'une  équation  complète  du  second  degré.  Or  cette  solution 
nou«  apparaît,  dans  les  Eléments  d'Euclide,  sous  la  forme  Je  la 
Trapa^oXi]  avec  êXXcuJii;  ou  ÔTrsppoÀi^,  qui  couronne  en  fait  le  Livre  M, 
et  que  M.  Cantor,  d'après  le  témoignage  formel  d'Eudème,  attribue 
d'ailleurs  avec  raison  à  l'école  pythagoricienne.  Si  ce  fut  sans  doute 
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son  dernier  eflbrt,  il  n'en  doit  pas  moins  être  antérieur  à  Ilippocrate 
et,  dès  lors,  tout  semble  concourir  à  l'aire  croire  que  les  Eléments 
composés  par  ce  géomètre  renfermaient,  à  très  peu  près,  toutes 
les  théories  importantes  des  six  premiers  Livres  d'Euclide,  à  Texct^p- 
tlon  peut-être  du  cinquième  (théorie  de  la  similitude),  au  moins 
refait  par  Eudoxc. 

Théorie  des  coniques,  —  La  seconde  question  que  nous  allons 
abordera,  jusqu'à  présent,  été  moins  mûrie  que  la  précédente;  on 
(loil,  en  tout  cas,  à  M.  Cantor  d'en  avoir  précisé  un  côté. 

Les  termes  grecs  que  Ton  vient  de  voir  à  l'instant  désignent,  à 
parler  proprement,  la  construction  de  x  dans  Téquation 

r  étant  supposé  donné.  Le  problème  inverse  (construirez^,  x  étant 
donné)  rentre  dans  les  quadratures  (TeTpayajviaiJLd*;). 

On  reconnaît  l'origine  des  noms  donnés  aux  trois  sections  co- 
niques, mais  ces  noms  ne  paraissent  pas  avoir  été  mis  en  usage  avant 
Apollonius.  AI.  Cantorpart  de  là  pour  soutenir,  par  une  discussion 
très  minutieuse  et  très  subtile,  la  thèse  qu'il  faut  dénier  à  Euclide 
la  notion  de  la  variation  concomitante  de  x  et  de  j  dans  les  pro- 
blèniesde  la  icapa^oXi^  et  la  connaissance  que  la  courbe  ainsi  engendrée 
est  une  conique. 

Les  arguments  qu'il  met  en  avant  méritent  certainement  d'être 
pris  en  considération^  toutefois,  il  faudrait  éviter  d'exagérer  la  por- 
têt*  de  la  conclusion  à  en  tirer.  Quoiqu'il  n'y  ait  d'ailleurs  de  preuves 
directes  qu'en  ce  qui  concerne  la  parabole,  je  ne  pense  pas  que 
M.  Cantornieque  non  seulement  Euclide  ou  Aristée  l'ancien,  mais 
déjà  Ménecbme connut  la  relation  constante,  pour  chaque  conique, 
entre  l'ordonnée  et  l'abscisse  à  partir  du  sommet.  Quand  il  em- 
ployait les  courbes  de  son  invention  pour  résoudre  le  problème  de 
la  duplication  du  cube,  il  appliquait  de  telles  relations,  et  il  faut 
bien  croire  qu'elles  lui  servaient  également  pour  construire  ces 
courbes  par  points.  D'ailleurs,  la  détermination  de  l'ordonnée  en 
se  donnant  l'abscisse,  ou  celle  de  l'abscisse  en  se  donnant  l'ordon- 
née lui  étaient  également  faciles.  Exiger  davantage  au  point  de  vue 
de  la  variation  concomitante  des  deux  coordonnées,  c'est  peut-être 
demander  plus  qu'on  ne  pourrait  jamais  prouver  chez  les  (irecs. 
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Ce  qu'où  doit  concéder  au  moins,  en  revanche,  c'est  que  les  pre- 
miers géomètres  qui  ont  traité  des  coniques  ne  se  sont  pas  préoc- 
cupés de  prouver  que  la  courbe  construite  par  points  pouvait  èlre 
mise  en  coïncidence  avec  telle  section  de  tel  cônc^  ils  Tont  proba- 
blement supposé  implicitement,  et,  au  dire  de  Pappus,  c'est  Apol- 
lonius qui  a  complété  la  théorie  sur  ce  point.  Mais  il  lui  a  fait  faire 
aussi  un  autre  progrès,  sans  doute  plus  notable,  en  considérant  des 
sections  quelconques  de  cônes  quelconques.  C'est  ce  dernier  pas 
qui  me  semble  avoir  été  le  véritable  motif  de  l'adoption  des  nou- 
velles désignations,  d'ailleurs  plus  commodes  ;  par  exemple,  l'aucien 
nom  de  la  parabole,  section  du  cône  orlhogone,  devenait  impropre 
du  moment  où  il  était  prouvé  que  celte  courbe  peut  être  engendrée 
sur  un  cône  quelconque. 

algèbre,  —  Si  sur  les  deux  questions  qui  précèdent  j'ai  formulé 
quelques  réserves,  il  n'en  sera  pas  de  même  pour  la  troisième. 
M.  Cantor  a  fait  beaucoup  pour  retrouver  aussi  haut  que  possible 
les  origines  de  l'Algèbre  chez  les  Grecs,  pour  leur  restituer  leur  juste 
part  dans  la  constitution  de  la  science  arabe  et  pour  montrer  leur 
influence  jusque  chez  les  Hindous.  Il  serait  évidemment  disposé  à 
aller  encore  plus  loin,  si  l'on  parvenait  à  découvrir  quelque  trace 
nouvelle.  Peut-être  considère-t-il  encore  Diophante  comme  plus 
original  sur  son  terrain  que  Pappus  en  Géométrie;  mais,  en  tout 
cas,  il  ne  reste  plus  rien  des  thèses  de  Haukcl,  qui  dans  l'auteur 
des  arithmétiques  voulait  à  peine  voir  un  Grec,  qui  attribuait  aux 
Hindous  des  démonstrations  arabes  de  source  évidemment  hellène. 
Les  légendes  sur  l'antiquité  de  la  science  dans  l'Inde  s'elfacent  en 
même  temps  5  Aryabhatta  n'est  plus  né  qu'en  476  après  J.-C,  le 
Sûrya  Siddhànta  est  postérieur  à  Ptolémée.  Baudhâyana  et  les 
autres  auteurs  des  Culvasùtras,  qu'on  a  voulu  faire  remonter  avaut 
la  conquête  d'Alexandre,  ne  semblent  pas  antérieurs  au  11*  siècle 
après  J.-C. 

Histoire  des  chiures  modernes.  —  Il  ne  s'agit  pas  d'ailleurs  de 
dénier  aux  Hindous  leur  originalité  incontestable,  de  leur  retirer 
en  particulier  l'invention  de  notre  numération  écrite  de  position, 
avec  notre  emploi  du  zéro.  Mais  la  question  de  l'origine  de  nos 
chiffres  n'en  reste  que  plus  obscure;  car  il  est  parfaitement  établi 
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qu'ils  ont  été  employés  en  Europe  sur  Vahacus  avant  la  connais- 
sance de  l'usage  moderne  du  zéro,  tandis  que  les  Arabes  orientaux 
ont  reçu  leurs  signes  numéraux  des  Hindous,  avec  le  système  de  po- 
sition complet.  Si  dès  lors  des  chi lires  analogues  aux  nôtres  se 
retrouvent  cliezles  Arabes  de  l'Occident,  avec  un  système  de  numé- 
ration qui  n'a  aucun  rapport  avec  celui  des  Hindous,  il  est  clair  que 
nos  cliitlres  sont  anciens  en  Occident  et  qu'ils  y  sont  passés,  non 
pas  des  Arabes  aux  Clirétiens,  mais  bien  des  seconds  aux  premiers. 
I>é5  lors  aussi,  la  date  réelle  pour  laquelle  on  peut  prouver  directe- 
ment leur  existence  en  Occident  n'a  plus  qu'une  importance  secon- 
daire, et  Ton  peut  rester  sceptique  surla  question  de  Tauthenticité  de 
la  Géométrie  de  Boèce,  où  ils  figurent.  M.  Cantor  nVn  défend  pas 
moins  cette  authenticité  avec  une  grande  vigueur,  et  j'avoue  qu'il 
a  fortement  ébranlé  ma  conviction  contraire. 

La  question  de  l'origine  de  nos  cliitlres  n'existerait  plus,  pour 
ainsi  dire,  si  les  apices  occidentaux  étaient,  comme  forme,  essen- 
tiellement dillénmts  des  caractères  indo-arabes.  Mais  au  contraire, 
comme  ils  présentent  une  grande  similitude,  il  faut  leur  chercher 
une  origine  commune.  Ici  on  ne  peut  plus  échapper  aux  hypothèses  ; 
le  terrain  solide  se  dérobe  sous  les  pas. 

M.  Cantor  retrouve  la  source  dont  il  s'agit  dans  les  lettres  ini- 
tiales des  noms  de  nombre  en  sanscrit,  d'après  la  forme  de  ces  lettres 
au  II*  siècle  après  J.-C.  Il  pense  que,  à  une  date  où  le  système  de 
position  n'était  pas  encore  inventé,  les  relations  certaines  qui  ont 
existé,  sous  l'empire  romain,  entre  Tlnde  et  TOccident  ont  per- 
mis la  communication  des  chiilres  à  quelque  néopythagoricien  ; 
celui-ci  s'en  sera  servi  pour  faciliter  les  calculs  sur  Vabacusj  in- 
strument d'ailleurs  absolument  étranger  à  Tlnde,  et  il  aura  fait^ 
suivant  la  légende  conservée  par  Boèce,  remonter  son  invention  au 
maitre  vénéré  de  l'école. 

Quant  aux  noms  bizarres  qui  accompagnent  1  es  ^/;ice.r  sur  les  mana- 
scrits  du  moyen  âge,  des  diverses  étymologies  proposées,  M.  Cantor 
choisit  pour  chacun  celle  qui  lui  parait  la  plus  probable,  et  il  arrive 
ainsi  à  admettre  deux  sources  différentes,  l'une  sémitique,  l'autre 
grecque.  Quoique  des  recherches  de  ce  genre  prêtent  beaucoup  trop 
à  la  fantaisie  pour  qu'on  puisse  leur  attribuer  une  importance 
sérieuse,  et  sur  ce  point  je  suis  d'accord  avec  lui,  il  semble  que  l'on 
pourrait  se  contenter  de  la  source  grecque,  si  l'autre  est  démontrée 
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ar  on  po5si-de,  dans  k-s  Thfrologumena.  une  miim 
raitpriii-lieiiifnts  [xnir  n'importe  qudie  forme  bar- 
it,  il  ne  fauiliail  pas,  coniinf  Il-s  savants  que  suit 
;ip[<r  d(-s  ti-adiu'tioiis  incompatibles  avec  la  sjnibo- 
cii'iinc,  voir  par  uxcmplo,  dans  igia  ^  i ,  ^  fuvji  =  la 
ruinnie,  (Unis  tuuhas  =  a,  iii^tx,  :=  hommes,  ce  qui  est  absolument 
le  rebours  de  eetlc  symbolique  bien  eonnuo.  Il  est  si  facile  de  lire 
il  nn  eoté  f,  v^vii  ^^  la  sriiiciicc,  di-  I  autre  âvîpifa  =  courage,  svno- 
nyiiies  i;araiitii-s  e\picssêmi-nt  par  Aualolius. 

Je  ne  eonlinuerai  pas  des  explications  de  ce  genre  ;  j'en  ai  quali- 
fié la  valeur;  mais  je  me  permettrai  d'émettre  à  mon  tour  une  liypo- 
ibèse.  L'existence  de  ces  noms  cabalistiques,  l'adoption  de  formes 
étranijes  en  Occident  pour  figurer  les  neuf  premiers  nombres,  ni^ 
|>euvent-ellis  pas  faire  croire  qu'il  s'agit  d'un  procédé  de  calcul 
tenu  secret  à  l'orifiinecl  inventé  entre  astrologues,  uelùt-ceque  pour 
lelinusscr  leurs  piatiqucs  aux  yeux  du  vulgaire  ?  S'il  en  est  ainsi, 
il  n'y  a  peut-être  pas  de  mot  à  l'énigme,  tout,  mots  cl  caractères, 
pouvant  avoir  une  ori^-ine  arbitraire  et  conventionnelle,  et  il  serait 
au  fond  assez,  indillërent  de  savoir  si  des  astrologues  hindous  ont 
emporté  dans  leur  patrie  des  caractères  de  ce  genre,  en  même  teraps 
<pie  les  procédés  de  calcul  empruntés  à  leurs  confrères  de  l'Occi- 
dent, ou  bien  s'ils  leur  ont  lalï.sé  ce  présent  en  échange. 

On  ne  se  méprendra  pas  sur  la  j>ortée  des  observations  qui  pré- 
cèdent; j'ai  seulement  réclamé,  .'ur  des  questions  toujours  obscures, 
une  liberté  d'opinion  que  M.  Cantor  sera  sans  doute  le  dernier  à 
refuser,  et,  pour  ainsi  dire,  je  n'ai  pas  puisé  un  seul  argument  à 
une  autre  wmrceque  son  Livre  même.  Je  vais  au  contraire  termi- 
ner en  prt-sentant  le  relevé  de  quelques  taches  ou  lacunes  de  détail, 
certainemeul  inévitables  dans  uiu-  tem  re  aussi  considérable  que  la 
sienne,  comme  ne  le  savent  que  trop  tous  ceux  qui  se  sont  tant  soit 
peu  Dccu^H-s  d'érudilinn.  On  trouvera  sans  doute  mes  remarques 
bien  miuutiuuses;  je  m'excuserai  en  disant  que  ce  saut  les  seules 
que  m'ait  permises  la  lecture  la  plus  altenlive,  étant  donné  que, 
d'une  part,  je  ne  veux  ici  toucher  que  des  points  hors  de  conteste, 
que  de  l'autre  j'ai  voulu  m'abstenir  de  faire  aucun  emprunt  aux 
divers  essais  que  j'ai  déjà  publiés  dans  diflérents  Recueils;  je  le 
de^  aïs  d'autant  plus  <|ne  M.  Cantor.  ne  les  ayant  pas  connus  asst-x 
il  temps  pour  les  utiliser  dans  le  corps  de  son  Volume,  m'a  faitl'lioii- 
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Deur  d(^  leur  consacrer  une  page  de  sa  préface  et  notamment  d'y 
adopter,  sur  l'âge  auquel  vivait  Diopliantc,  la  conclusion  de  l'ëtude 
qui  a  été  insérée  ici  même  (*  ). 

Page  161:  «  Platon  nomme x\iiaxagore  un  célèbre  géomètre, «dit, 
en  se  référant  à  la  Liste  des  mathématiciens  conservée  par  Proclus 
M.  Cantor,  qui  attribue  naturellement  un  grand  poids  à  l'opinion 
(lucbcf  de  l'Académie.  Mais  Proclus,  qui  paraît  ici  avoir  interpolé 
le  texte  d'Eudème,  rappelle  seulement  que  «  Platon  fait  mention, 
"  dans  les  JïiVrtwx,  d'Anaxagore  et  d'OEnopide  comme  ayant  acquis 
vun  nom  dans  les  sciences  (uaOr^aaffi)  ».  Or,  nous  possédons  le 
dialogue  dont  il  s'agit,  et  qui  d'ailleurs  n'appartient  probablement 
pas  à  Platon  lui-même  \  il  est  facile  d'y  vérifier  qu'aucun  éloge  n'y 
est  donné  à  ces  deux  mathématiciens,  que  leurs  noms  sont  simple- 
iniiit  cités  à  l'occasion  d*une  discussion  entre  jeunes  gens  sur  un 
sujet  d'Astronomie  sphérîque. 

Page  172  :  Le  sophisme  sur  la  quadrature  du  cercle  par  les 
nombres  cycliques,  rapporté  par  M.  Cantor  avant  le  temps  d'Hip- 
pocrate  de  Chios,  n'a  pas  de  date  assignable  avant  l'âge  d'Alexandre 
d  Aphrodisîas  (ii*'  siècle  de  notre  ère),  qui  est  le  garant  de  Sim- 
plicius.  Cette  mauvaise  plaisanterie  n'a  donc  guère  le  droit  d'être 
rapprochée  des  tentatives  sérieuses  faites  par  les  sophistes  Anti- 
pbon  et  Bryson. 

Page  i83  :  Diogène  Laerce  fait  voyager  Platon  après  trente-deux 
ans,  d'abord  à  Cyrène,  pour  le  mettre  en  rapport  avec  son  maître 
«il  Géométrie,  Théodore  de  Cyrène,  puis  en  Italie,  pour  lui  faire  en- 
tendre les  pythagoriciens  Philolaos  et  Eurytus.  M.  Cantor  aban- 
donne à  bon  droit  le  second  rapprochement,  absolument  insoute- 
nable-, mais  il  maintient  la  première  donnée,  qui  est  une  invention 
de*  la  luème  force,  et  ne  mérite  pas  plus  de  créance.  Nous  devons 
nous  en  rapporter  à  Platon  lui-même,  qui,  dans  le  Théétete,  pré- 
Ntnie  Théodore  comme  enseignant  à  Athènes,  à  l'époque  où  vivait 
Socrate,  et  ptniser  qu'il  avait  suivi  les  leçons  du  premier  avant  de 
>altaclierau  second. 

Pa«;c  214  :  «  Le  successeur  immédiat  de  Platon,  Speusippe,  ne 
semble  s'être  signalé  par  aucun  travail  mathématique.  »  M.  Cantor 


Ci  2*»éric,  t.  ill,  !'•  Pallie,  p.  2G1. 
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parait  ici  ignorer  un  passage  important  des  llwologuinena^  X,que 
je  \ais  reproduire  : 

«  Speusippe  ...  a  composé.  . .  un  petit  Livre  très  pmfond  sur 
))  les  nombres  pj  l/tago/'û/ues.  Dans  la  première  moitié  il  traite  très 
»  élégamment  des  nombres  linéaires,  polygones  et  de  tous  les  plans 
»  et  solides  de  divers  genres  en  nombres,  des  cinq  figures  attrl- 
»  buées  aux  éléments  cosmiques,  de  leurs  propriétés  générales, 
»  particulières  et  relatives,  de  ï analogie  et  de  Vanacolathie  (pro- 
»  portions  géométriques  entre  trois  ou  quatre  termes  )  \  après  quoi, 
»  dans  la  seconde  moitié  du  Livre,  il  traite  sans  ambages  de  la 
»  décade.  »  Suit  un  long  extrait  textuel,  où  je  me  contente  de 
signaler  le  terme  teciinique  de  pyramide  (en  nombres). 

Ce  passage  fournit  la  preuve  que  la  théorie  des  nombres  poly- 
gones et  pyramidaux  remonte  bien  aux  anciens  Pylliagoriciens, 
comme  M.  Cantor  est  au  reste  porté  h  le  supposer;  d'autre  part, 
il  permet  de  faire  l'emonter  à  celte  époque  l'invention  de  Yépan- 
thème  de  Tliymaridas,  auquel  est  dû,  d'après  Jambliquc,  le  terme 
de  nombre  linéaire  (  premier),  et  que  Ton  place,  sans  raison  sérieuse, 
vers  le  ii**  siècle  de  l'ère  chrétienne. 

Page  2^4  :  «  H  n'est  nulle  part  dit  un  mot  Ôl  Eléments  qui  au- 
raient été  composés  par  un  Grec  après  Euclide.  »  Cette  assertion 
est  rigoureusement  exacte*,  mais  il  est  bon  de  remarquer  qne 
Proclus,  dans  son  commentaire  sur  le  premier  Livre  d'Euclide, 
cite  d'Apollonius  des  définitions,  démonstrations,  solutions,  qui 
semblent  bien  appartenir  au  moins  à  la  tentative  d'élever  un  monu- 
ment rival  de  celui  du  maitre  élémentaire. 

Page  256  :  A  côté  de  la  mention  du  salinon  d'Arcbiuiède,  em- 
pruntée à  la  quatorzième  proposition  des  Lemmes,  on  désirerait, 
d'après  la  même  source  (  proposition  4),  celle  de  son  arbelon,  figun^ 
sur  laquelle  Pappus  nous  a  conservé  un  tliéorème  très  intéressant, 
peut-être  dû  au  géomètre  de  Syracuse. 

Page  276  :  Le  sens  exact  du  titre  de  r-^/*€?>2ai/"ed'Arcliimède  est 
le  nombre  des  grains  de  sable,  <1;oijxji.itt,ç  étant  un  adjectif  à  côté 
duquel  il  faut  suppléer  ^pt6fi.oç. 

Parut!  lapsus  de  plume,  M.  Cantor  a  écrit  (ligne  20)  k  la  pre- 
mière octade  de  la  septième  période  »  au  lieu  de  «  la  septième 
octade  de  la  première  période  y>\  de  même  (ligne  24),  «  huitième 
période  »  au  lieu  de  «  huitième  octade  ».  La  pixîmière  période  AWv- 
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(liiuiède,  Jëiiuîc  plus  haut,  couiprcud  tous  nos  nombres  ju$qu\à 
8(to  millions  de  figures.  Les  deux  limites  que  calcule  le  Sjracusaiu 
sont  seulement  lo*'  et  lo*'. 

Je  lis  plus  loin  (p.  277)  que  ni  avant,  ni  après  Arcliimède  ou 
ne  trouve  en  langue  grecque  rien  de  semblable  à  ces  calculs.  C*est 
uublier  ceux  d'Apollonius  (voir  p.  290),  qui  Tout  conduit  à  un 
nombre  de  cinquante-cinq  figures.  Quant  à  rorigîne  du  problème 
àiiWIrénaire,  je  ne  puis  voir  aucune  nécessité  a  aller  la  clierclier 
dans  rinde.  Si  le  Bouddha  sait  calculer  le  noDibre  des  atomes  qui 
font  la  longueur  à'nw  jôjana  (quinze  figures),  Apollon  Pythien 
«  connail  le  nombre  des  grains  de  sable  et  la  mesure  de  la  mer  » 
;  réponse  de  Toracle  à  Crésus  dans  Hérodote),  tout  aussi  bien  que 
l'P^lohim  d* Abraham  pourrait  compter  la  poussière  de  la  terre. 
La  question,  sinon  la  solution,  est  bien  de  tous  les  pays.  Quant 
•I  la  donnée  d*un  grand  nombre  comme  produit  de  plusieurs, 
(  est  un  procédé  qu'on  trouve  également  dans  des  épigrammes 
grecques  assez  anciennes  pour  avoir  été  attribuées  à  Homère  et  à 
Hésiode. 

Page  390  :  Le  nom  donné  par  Apollonius  au  paramètre  des 
coniques  est  opôia  et  non  6p6rp  du  moins  d'après  l'édition  de  Hal- 
le v. 

Page  3o4  :  IM.  Cantor  demande  où  INlontucla  a  puisé  sa  donnée 
que  la  règle  et  le  compas  aient  été  inventés  par  un  neveu  de  Dédale. 
Montucla  ne  le  dit  que  du  compas,  et,  de  fait,  la  fable  parle  de  la 
scie  et  du  compas.  On  peut  le  voir  dans  Ovide  [Métamorphoses^ 
MU,  V.  244  et  suiv.  )  ou  dans  Hygiii.  L'oncle,  jaloux  de  ces  inven- 
lions,  précipite  du  haut  d'une  tour  son  neveu,  que  Minerve  change 
en  perdrix. 

Page  321  :  Il  est  impossible  d'attribuer  à  Héron  d'Alexandrie  Tin- 
vrntion  de  la  dioptra,  dont  se  servait  déjà  un  disciple  d'Aristote, 
Dicéarque  de  Messine,  pour  mesurer  la  hauteur  des  montagnes 
'  THéon  DE  Smyrne,  Astronomici,  3). 

Page  339  :  En  signalant  les  imperfections  des  écrits  héroniens, 
M.  Cantor  parle  notamment  du  calcul  [Stereometrica,  I,  35)  du 
>olume  d'une  pyramide  tronquée  dont  les  bases  rectangulaires  ont 
lune  20  pieds  sur  i4,  l'autre  4  pi^'ds  sur  1.  V>i\  tel  solide  n'est 
point,  à  vrai  dire,  une  pyramide  tronquée*,  mais  il  eut  été  équitable 
de  remarquer  qu'en  tout  cas  le  volume  est  calculé  par  une  formule 
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exacte  et  curieuse  : 

/  90  -+-  4  I  4  -4-  '2  I  t>o  —  4  ï  1  —  2  \      , 

.<— h  -  X X  — ^4» 

\      2  i  j  '>.  -2     y       . 

la  hauteur  étant  de  24  pîeds.  La  même  formule  se  retrouve  {^Stereo- 
îïietrica,  II,  40),  et  le  solide  est  alors  appelé  bomisque.  Comme 
elle  s'applique  évidemment  aussi  à  la  véritable  pyramide  tronquée, 
il  n'y  a,  dans  la  première  compilation  citée,  qu'une  faute  de  rédac- 
tion, et  encore  n'est-elle  pas  bien  prouvée,  car  sous  la  désignatioD 
xoXoupoç  EiTouv  ^aiTs/vTÎ;,  If'onquee  ou  imparfaite,  se  cache  peut-être 
la  distinction  de  la  véritable  pyramide  tronquée  et  du  solide  qu'o» 
peut  calculer  par  la  même  formule. 

Page  4*3:  Dans  les  analyses  du  Traité  de  Diophante  sur  Us 
nombres  polygones,  on  a  négligé  jusqu'à  présent  une  remarque  im- 
portante pour  apprécier  a  sa  juste  mesure  le  prétendu  père  de  l'Al- 
gèbre. Le  but  du  Traité  est  de  montrer  qu'on  peut  substituer  à  la 
définition  ancienne  du  polygone  p'in  de  m  angles  et  de  côté  /', 
comme  somme  der  nombres  commençant  par  Tuni té  et  progressant 
suivant  la  didérence  m — 2,  celle  qui  résulte  de  la  propriété  que 
8 (m  —  2)/;^,-+-  (m  —  4)^  est  un  nombre  carré.  Or  la  définition  est 
mauvaise,  car,  par  exemple, 

donc  2  serait  un  pentagone,  etc.  S'il  est  d'ailleurs  j>u«sible  aux 
modernes  d'élargir  la  première  définition  de  façon  à  y  faire  rentrer 
la  seconde,  il  faut  pour  cela  introduire  des  notions  sans  aucun  doute 
étrangères  aux  anciens. 

Le  dernier  problème  (mutilé)  du  Traité  [De  combien  de  manières 
un  nombre  peut-il  être  polygone?)  ne  fournit  d'ailleurs  rien  qu'cm 
puisse  être  tenté  d'utiliser  pour  une  généralisation  de  cette  sorte. 
C'est  un  fragment  indigne  de  Diophante;  n'étan^  pas  auuoncé 
dans  le  préambule,  il  doit  être  rejeté  comme  un  malencontreux  essai 
d'addition  fait  par  un  homme  qui,  au  bout  de  deux  pages  de  calcul, 
n'a  pas  su  avancer  la  question  d'un  pas. 

Page  55 1  :  L'origine  de  la  valeur  approximative  tt  ==  y/10,  dans 
Brahmagupta,  me  parait  avoir  été  éclaircie  par  M.  Léon  RodiH 
[Bulletin  delà  Société  A/alkématii/ue  de  France,  1879,  p.  99). 
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1  j 

3 -étant une  approximation  par  défaut  de  yio,  obtenue  en  divi- 
sant le  reste  par  le  double  de  la  partie  entière  augmenté  de  l'unité, 
la  seconde  expression  aura  été  substituée  à  la  première,  qui  devait 
probablement  la  remplacer,  au  contraire,  dans  la  réalité  des 
calculs.  Paul  Tànnery. 
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EXTRAIT  DUNE  LETTRE  A  M.  DARBOUX. 

«  Loti  vain,  le  27  octobre  1880. 

»  Cher  Monsieur, 

M  Dans  le  cahier  de  mai  1880  du  Bulletin^  M.  Frédéric  Ritter, 
a  propos  d'une  lettre  de  Fermât  à  Huygens  sur  le  problème  d'A- 
(Irieu  Romain,  observe  qu'  «  il  serait  intéressant  de  connaître  la 
0  liste  des  mathématiciens  du  monde  entier  donnée  en  tête  du  défi 
>i  d'Adrien  Romain,  si,  par  un  hasard  heureux,  quelque  exem- 
•  plaire  de  ce  déii  se  trouvait  aux  mains  d'un  bibliophile  ou  dans 
»  quelque  bibliothèque.  » 

»  Ce  fameux  défi  parut  à  la  suite  de  la  préface  de  l'Ouvrage  in- 
titulé Ideœ  niathematicce  pars  prima,  swe  methodus  poljygono- 
ufN,  etc.,  authore  ^4driano  Romano  Lovaniensi,  medico  et  ma- 
thematico  {Anvers^  iSpS,  in-4*' de  16-128  pages).  L'Ouvrage  ne 
parait  pas  très  rare.  Le  défi  a  pour  titre  Probletna  mathematicuin 
omnibus  totiiis  orbis  nuitheniaiicis  ad  constriiendum  propositum. 

»  La  liste  des  mathématiciens  vivants  donnée  dans  cette  pré- 
face comprend  Christophe  Clavius  de  Bamberg,  Guido  Ubaldi  des 
marquis  de  Monti,  Jean-Antoine  Magini  de  Padoue,  Jean-Cornelo 
Grorîus,  Ludolf  van  Collen  {ou  van  Ceulen  ),  «  cui  in  ^rithmeticis 
ï»  parern  nulla  hactenus  œlas  habuit,  nec  facile  est  habitura;  » 
Michel  Coguet  d'Anvers,  >iicolas  Petersen,  Simon  Stevin  de  Bruges, 
dont  Romain  fait  le  plus  brillant  éloge  et  à  qui  il  attribue  un  Traité 
de  Statique  écrit  en  langue  flamande,  a  quant  linguarum  omnium 
»  lotius  orbis  docet  esse  principem  »  \  le  Danois  Tycho  Brahe, 
Valentîn  Otto  et  (jcorges  Joaehim  Rheticus,  dont  A.  Romain  cite 
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in  extenso  une  Leltnî  fort  curîeusc  adressée  à  P.  Rauius  en  1 368. 
On  y  trouve,  entre  autres ,  cette  phrase  :  Haheo  etiam  prœ  rna- 
nibus  novas  de  rerum  natura  philosophandi  rationes,  ex  soin 
nalurœ  contemplatione ,  omnibus  antiquorum  scriptis  sepositis. 

»  La  liste  se  termine  par  quelques  disciples  de  Romain,  dont  la 
célébrité  mathématique  est  assez  douteuse  :  Bernard  Lordcl,  Jean 
van  den  Weege,  Thomas  Fîenus, Corneille  Opmeer.  On  voit  que 
Victe  était  inconnu  \  c'est  sur  Van  Collen  que  compte  l'auteur  pour 
lui  envoyer  la  solution  du  problème. 

»  Le  même  Ouvrage  de  Romain  renferme  (deux  pages  plus  loin 
que  le  défi)  la  valeur  du  nombre  tt  qui  lui  est  due,  savoir 

3,  i4  »  592653589793 1 . 

»  Rappelons,  pour  finir, que  le  vrai  nom  d'Adrien  Romain  était 
Van  Roomen. 

»  Recevez,  etc. 

»  Ph.  Gilbert.  » 


SUR  LA  THÉORIE  DES  CONNEXES  CONJUGUÉS  ; 
Par  m.  CYPARISSOS  STEPHANOS. 

Je  vais  essayer,  dans  cette  Note,  de  donner  un  aperçu  succinct 
des  principaux  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  en  étudiant  le> 
connexes  conjugués. 

Pour  mettre  dans  tout  son  jour  la  portée  de  celte  théorie,  je 
commencerai  par  quelques  remarques  générales. 

L'idée  fondamentale  dont  Clebscli  a  poursuivi  le  développenicMit 
en  ébauchant  la  théorie  des  connexes  était,  on  le  sait  bien,  de 
considérer  comme  élément  du  plan  l'ensemble  d'un  point  x  ft 
d'une  droite  u\  un  connexe  apparaît  alors  comme  un  système  tri- 
plement infini  de  pareils  éléments  assujettis  à  une  seule  con- 
dition 

/rz:(4:i,.rj,.r3)'"(z/,,l/j,//3)«=:0. 

Toutefois,  dans  l'élude  des  propriétés  projectives  des  connexes, 
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il  couvieut  du  distinguer  deux  espèces  de  formalioas  covariantes 
d'un  connexe  :  celles  qui  gardent  le  caractère  de  covariance  pour 
deux  transformations  liuéaires  qucilcouques  effectuées  respective- 
ment sur  les  deux  séries  de  variables  j:  et  u  de  la  forme  y,  et  celles 
qui  ne  gardent  ce  caractère  que  si  chacune  des  deux  transformations 
auxquelles  on  soumet  respectivement  les  deux  séries  de  variables  or 
et  u  est  Tin  verse  de  la  transposée  de  T  autre,  c'est-à-dire  si  ces  deux 
transformations  définissent  une  même  homograpliie  du  plan  por- 
teur des  points  x  et  des  droites  u. 

On  voit  bien  que  les  formations  de  la  première  espèce  se  prêtent 
à  uue  interprétation  projective,  même  si  Ton  rapporte  dans  la 
forme  y  les  variables  x  à  des  éléments  (points  ou  droites)  d*iiii 
plan  et  les  variables  u  h  des  éléments  d'un  autre  plan,  etc.,  d'où  il 
rvsulte  qu'en  étudiant  ces  formations  on  étudie  en  même  temps  les 
propriétés  communes  à  plusieurs  sortes  de  dépendances  géomé- 
In'ques. 

Ces  dépendances  géométriques,  lorsqu'on  veut  se  restreindre  h 
la  considération  d'un  seul  plan,  se  présentent  soit  comme  connexes, 
soit  comme  des  liaisons  entre  deux  éléments  de  même  nature;  une 
liaison  pouvant  être  définie  comme  un  système  triplement  infini 
ie  couples  de  deux  points  ou  de  deux  droites  d'un  plan. 

Maintenant  un  des  attributs  les  plus  remarquables  du  connexe 
conjugué  d'un  connexe,  c'est  qu'il  en  constitue  une  formation  co- 
variante  de  la  première  espèce,  de  sorte  qu'en  interprétant  autre- 
ment Téquation  d'un  connexe  on  reconnaît  qu'à  toute  liaison  entre 
deux  points  (ou  droites)  d'un  plan  correspond  une  autre  liaison 
tnire  deux  droites  (ou  points),  qui  en  est  la  conjuguée. 

Le  besoin  d'introduire,  à  côté  des  connexes,  des  liaisons  entre 
des  éléments  de  même  nature  d'un  plan,  quoiqu'il  soit  manifeste 
par  soi-même,  se  montrera  inévitable  lorsque  nous  ferons  voir  que 
deux  connexes  conjugués  sont,  en  général,  accompagnés  de  bien 
près  par  deux  liaisons  dont  l'une  est  la  conjuguée  de  l'autre. 

Le  problème  capital  de  la  théorie  des  connexes  conjugués, 
comme  il  a  été  posé  par  Clebsch,  consiste  1**  à  déterminer  les  sin- 
gularités que  présente  le  conjugué  d'un  connexe  tout  à  fait  général, 
et  expliquer  par  là  comment  le  conjugué  de  ce  connexe  coïncide 
précisément  avec  le  connexe  primitif;  de  cette  manière,  on  saura 
quelles  sont  les  singularités  nécessaires  on  inévitables  h  un  connexe 
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et  à  son  conjugué  ;  2*»  à  déterminer  dans  quelles  proportions  se 
distribuent  les  diverses  singularités  nécessaires  dans  deux  connexes 
présentant  tous  les  deux  toutes  sortes  de  pareilles  singularités;  les 
lois  de  cette  distribution  seront  exprimées  par  des  formules  ana- 
logues à  celles  dues  à  Plucker,  qui  régissent  les  singularités  ordi- 
naires des  courbes  algébriques. 

Les  résultats  que  nous  allons  présenter  ici  se  rapportent  à  la 
première  partie  de  ce  problème,  et  constituent,  croyons-nous,  une 
contribution  notable  à  sa  résolution. 


I. 

\ .  Si  l'on  considère  un  couple  (x,  m)  d'un  connexe,  la  courbe  U, 
enveloppe  des  droites  liées  au  point  jc  dans  ce  connexe,  touche  //  en 
un  point  j^,  et  la  courbe  X,  lieu  des  points  liés  à  la  droite  it,  a  poui 
tangente  au  point  x  une  droite  u.  Les  nouveaux  couples  d'élémenU 
(i>,^)  qu'on  obtient  ainsi  constituent  un  nouveau  connexe,  le  con- 
jugué du  connexe  considéré. 

Mais  on  peut  aussi  considérer  la  liaison  des  points  x  et  j  enin 
eux,  ainsi  que  celle  des  droites  ^*  et  u.  On  obtient  de  la  sorte  ilein 
liaisons  associées  au  connexe  considéré,  et  dont  Tétude  offre  le  plui 
grand  intérêt,  parce  qu'elles  constituent  une  double  voie  de  transi- 
tion entre  le  connexe  primitif  et  son  conjugué  ('). 

Cette  relation  entre  les  deux  liaisons  (j*,  y)  et  (t',  «)  et  le  con 
nexe  conjugué  (^^y)  résulte  des  deux  propositions  fond  a  ment  a  Ici 
suivantes,  dont  Tune  est  la  corrélative  de  l'autre  : 

Le  lieu  Xy  des  points  x  auxffuels  correspondent  dans  le  con- 
nexe considéré  des  courbes  U  passant  par  un  point  y  coïncuh 
a\fec  la  courbe  V  correspondant  a  y  dans  le  connexe  conjugué. 

L' enveloppe  'O^,  des  droites  u  aux//uelles  correspondent  dans  k 
connexe  considéré  des  courbes  X  touchant  une  droite  v  coinmi 
avec  la  courbe  T  correspondant  à  p»  dans  le  connexe  conjugue. 


(*  )  Il  peut  arriver,  pour  des  coihicxlos  parliciiHers,  que  l'une  ile  ces  liaisons  ne  >o:i 
pas  formée  d'un  nombre  triplement  infini  découplés,  ce  qui  a  lieu  toujours lor>qui"i 
des  nombres  /«,  //  (ordre  et  classe  du  connexe)  est  égal  à  Tunité.  Nous  nous  bonmii! 
h  cette  indication,  et  nous  ne  persistc^rons  pas,  dans  la  suite,  n  montrer  rliiqix'  '^'"^ 
les  propositions  qui  np  subsistent  plus  dans  ce  ras. 
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I>e  celte  manière,  les  courbes  ^j  et  Xy  correspondant  aux  points 
.7*  el  r  suivant  la  liaison  (x^j^)  coïncident  respectivement  avec  les 
courbes  L\r  et  V^-  qu'on  rencontre  dans  le  connexe  considéré  et  son 
conjugué.  De  même  les  courbes  *<?«  et  t)„  correspondant  aux  droites 
u  ei  i/  suivant  la  liaison  (i',  ii)  coïncident  respectivement  avec  les 
courbes  X„  et  T„  qu*on  rencontre  dans  le  connexe  considéré  et  son 
conjugué. 

2.  On  parvient  à  la  première  de  ces  deux  propositions  fondamen- 
tales, pour  le  cas  où  le  connexe  primitif  est  tout  a  fait  général  et 
n'offre  aucune  particularité,  en  constatant  successivement  que  pour 
ce  cas  : 


lieu  X'y  des  points  x  auxquels  correspondent  des  courbes  U 
pcissant  par  un  point  fixe  y  coïncide  av^ec  l' env^eloppe  des  courbes 
\.  correspondant  aux  droites  u  passant  par  le  point  j  (  *  ). 

T^a  courbe  X  corrcspontjtant  à  une  droite  u  passant  par  le  point 
y  touche  la  courbe  X'y-en  ni^  points  x  auxquels  correspondent  des 
courbes  U  ayant  au  point  j  pour  tangente  la  droite  u, 

f^,€t  courbe  U  correspondant  à  un  point  x  de  eX^  a  pour  tangente 
au  point  y  une  droite  u  à  laquelle  correspond  une  courbe  X  tou- 
vhant  //i  courbe  Xy  au  point  x. 

3.  A  ces  derniers  théorèmes  se  rattachent  les  propositions  sui- 
\antes  : 

Lu  courbe  V  correspondant  à  un  point  double  y  de  U^  a  le 
point   JC  pour  point  double, 

Z^a  courbe  V  correspondant  à  un  point  de  rebroussement  de  IJ ,. 
a  le  point  x  pour  point  de  rebroussement. 

Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  aussi  vraies,  pourvu 
qu'on    ue  considère  que  des  points  singuliers   des  courbes  V,  ne 

'' *  1  pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  doux  droites  in^nlnient  voi- 
Mn«*»  «  passant  par  le  point  ^•;  à  ces  deux  droites  correspondent,  dans  le  connexe  , 
cr»n»i<l^'^»  d^u*  courbes  X,  qui  se  coupent  suivant  m}  points  or.  Il  est  clnir  maintenant 
aue  le»  courbes  U  corrrcspondant  à  chacun  de  ces  points  x  touchent  1i>s  deux  droiteti  u 
«onsid^**^®*  *"  **^*  points  infiniment  Toisins  de^;  en  d'nutrrs  termes,  elles  passent 
par  le  points  lorsque  les  deux  droites  u  viennent  h  coïncider.  D'où  résulte  la  propo-> 
«ition   énoncée. 

Bull,  des  Sciences  math.,  a*  série,  t.  IV.  (Septembre  ib'8o.)  'l\ 
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c'oiislituaiil   pus  (les   singularités    non    communes    à    toutes   les 
courbes  \  . 

i.  Si  Ton  considère  un  couple  (a:,  u)  du  connexe  primitif  elle 
couple  correspondant  (v^  j)  du  connexe  conjugué,  on  peut  i-emar- 
quer  que  les  courbes  Xu  et  \y  touchent  la  droite  v  au  point  j-,  et 
que  les  courbes  Ux  et  T,,  touchent  la  droite  u  au  point  y , 

De  là  on  déduit  ce  résultat  très  important,  du  à  Clebsch,  que  le 
connexe  conjugué  du  conjugué  d'un  connexe  coïncide  avec  ce 
connexe  primitif. 

On  peut  en  déduire  aussi  que  les  deux  liaisons  (.r,  y)  et  (i*,  «) 
sont  conjuguées  l'une  de  l'autre.  Le  le(!teur  pourra  aisémeut  ob- 
tenir la  définition  d'une  liaison  conjuguée  à  une  autre  en  se  rap- 
portant h  ce  que  nous  avons  remarqué  en  commençant  sur  la  nature 
des  connexes  conjugués  (M. 

5.  Si  le  connexe  considéré  est  représenté  par  l'équation 

la  liaison  {x^y)  sera  représentée  par  Téquation  qu'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  la  forme  réciproque  (  reciprocal)  n„/dey  par  rapport 
à  u.  De  môme  Téquation  de  la  liaison  (i»,  u)  sera  obtenue  en  égalant 
à  zéro  la  forme  réciproque  R^/^de  /*  par  rapport  à  x. 

Les  liaisons  (x,j)  )  et  (v,  u)  seront  donc  délinies  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

R„/:r.ç,r:;.r„.r,..r3^*"'(«~«)i.r„v„r3V'(«-n 
et 

On  voit  ainsi  qu'en  général  les  courbes  V^-  sont  du  degré 
a/n(/i  —  i),  et  les  courbes  T„  de  la  classe  a/i(/w  —  i). 

Dans  ce'qui  suit  nous  supposerons  toujours,  comme  nous  l'avons    ' 
fait  dans  le  présent  numéro,  que  la  forme  /*  soit  la  plus  générale 
possible,  c'est-à-dire  à  coefficients  tout  à  fait  arbitraires. 


(')  Ainsi,  élant  donnée  une  liaison  (jr.  .r)<  si  l'on  considère  les  conrhes  A*r  <*(  ?t 
correspondant  d'après  cette  liaison  h  deux  points  i ,  x  lies  entre  eux,  les  droites  v  ç\u 
qui  touchent  respectivement  les  courbes  éV^  et  ^^  aux  points  x  «t  y  rormeront  nn 
couple  de  la  liaison  conjuguée. 
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G.  Les  nombres  des  [loinls  doiil)lcs  et  de  rebroiissenient  d'une 
courbe  V_^  sont  égaux  aux  nombres  des  cx)urbes  U^.  ayant  en  y  un 
point  double  ou  de  rebroussement.  On  sait  déjà  (*)  que  ces  der- 
niers nombres  sont  égaux  à 

2  w'  //  —  2  î  (  "  —  3  )     et     3  w'  (  //  —  2  ) . 

On  est  ainsi  à  même  de  calculer  la  classe  de  V^- et  Tordre  de  T».  ; 
on  retrouve  ainsi  les  nombres 

m [mn  -f-  2  ' m  —  i  W  //  —  i )]     et     n [mn  4-  2  ( /w  —  \][n  —  i )], 

obtenus  différemment  par  M.  Lindemann. 

7.  L'équation  tangeutielle  Us  =  o  des  points  doubles  de  La:,  qui 
doit  être  du  degré  a/i(//  —  ^)(«  —  3)  par  rapport  aux  coefficients 
des  «dans  réquatîony=:o  (2),  représente,  si  Tony  considère  les 
X  comme  coordonnées  courantes,  le  lieu  des  points  doubles  x  des 
courbes  V  correspondant  aux  points  j'  d'une  droite  m;  ce  lieu  sera 
donc  d'un  ordre  égal  à  2/71/1(72  —  a)(/i  —  3).  De  même  l'équation 
langentielle  V2  =  o  des  points  doubles  de  \ y  représente  aussi  le 
lieu  des  points  doubles  j  des  courbes  U  correspondant  aux  points  x 
d'une  droite  v*^  dont  Tordre  est  égal  à  Tordre  2nin{n  —  2) (tî  —  3) 
de  la  courbe  précédente. 

D'une  manière  analogue,  l'équation  tangeutielle  U3=  o  des  points 
de  rebroussement  de  U^,  qui  doit  être  du  degré  ifi[n  —  a)  par  rap- 
port aux  coeflicients  des  u  dansf=  o,  représente  le  lieu  des  points 
de  rebroussement  x  des  courbes  V correspondant  aux  points  j-  d'une 
droite  «;  ce  lieu  sera  donc  d'un  ordre  égal  à  ^nin[n  —  a).  De 
même,  Téquation  tangeutielle  V3  =  o  des  points  de  rebroussement 
de  V^  représente  aussi  le  lieu  des  poiuts  de  rebroussement  des 
courbes  U  correspondant  aux  points  x  d'une  droite  j^,  dont  Tordre 
t*st  nécessairement  égal  à  celui  de  la  courbe  précédente. 

8.  Il  est  manifeste  que  pour  les  courbes  X  et  T  auront  lieu  des 


(')  Foir  LisDF.aiAN?i,  Forlesungen  uber  Grometrie  vun  Alfred  Ciebsch,  p.  970.  On 
doit  anssi  à  M.  Lindemann  (iùitf,,  p.  971)  certains  résuUnts  de  noiro  u°  7. 

'  ')  roir  pour  la  qiipstioii  corrélative  le  Mémoire  de  Cayley,  Recherches  fur  l'è/ifut- 
ftution  te  sur  la  théorie  des  courbes  [Journal  fie  C relie ^  vol.  34 \ 
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propositions  oorrélalives  à  celles  exposées  dans  les  u'**  2,  3,  6,  7  au 
sujet  des  courbes  U  et  V. 

9.  La  forme  réciproque  de  cj»  =  R„y*par  rapport  à  x  est 
où 

représente  le  connexe  conjugué  du  connexe^  =  o. 

De  même,  la  forme  réciproque  de  (p  =  Rx^  par  rapport  à  u.  est 

R„•^^rR„R^/^FVJT^ 

où  Tt=  o  et  T3=  o  sont  les  équations  ponctuelles  des  tangentes 
doubles  et  d'inflexion  de  la  courbe  T. 

11  résulte  de  la  nature  des  relations  précédentes  qu'aucune  des 
courbes  V  correspondant  aux  points  j  d'une  droite  arbitraires  ne 
présente  une  nouvelle  tangente  double  ou  d'inflexion,  et  que  de 
même  aucune  des  courbes  T  correspondant  aux  droites  v  passant 
par  un  point  arbitraire  x  ne  présente  un  nouveau  point  double  ou 
de  rebroussement. 

11. 

10.  Les  courbes  X  correspondant  à  des  droites  li  inûniment  voi- 
sines d'une  droite  a  appartiennent  ci  un  réseau 

,   df  ^    ,    df  ^   ,    df 

dans  lequel  est  comprise  la  courbe  X^. 

Les  points  déterminés  sur  X«  par  une  courbe  de  ce  réseau  cor- 
respondant à  une  droite  li  forment  les  points  de  contact  avec  X^ 
de  la  courbe  V  correspondant  au  point  de  rencontre  j-  des  droites// 
et  li. 

Les  courbes  X  correspondant  à  des  droites  vl  inGniment  voisines 
de  u  déterminent  sur  Xi^  une  infinité  de  groupes  de  m^  points  tels 
que  tout  point  de  X^  n'appartienne  qu'à  un  seul  de  ces  groupes. 

11.  Cependant  il  peut  arriver,  pour  des  positions  spéciales  de  u. 
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que  les  groupes  déierminés  sur  Xa  par  les  courbes  X  qui  en  sont 
infiniment  voisines  aient  tous  un  point  commun  x.  Dans  ce  cas, 
toutes  les  courbes  du  réseau 

'    ^^/^    ^    à/  à/ 

passeront  par  ce  point  x. 
On  voit  ainsi  que  les  couples  (a:,  u)  communs  au^  connexes 

,  ,  df  âf  df 

ou^  uiif  ôu^ 

sont  formés  par  des  éléments  jouissant  des  propriétés  dont  il 
s'agit. 


12.  Lorsque  les  courbes  X  correspondant  à  des  droites  li  infi- 
niment voisines  de  u  rencontrent  toutes  la  courbe  X„  en  un  même 
point  X,  la  courbe  U^  a  la  droite  u  pour  tangente  double. 

Le  lieu  S  des  points  x  auxquels  correspondent  des  courbes  L 
ayant  une  tangente  double  est  une  courbe  du  degré  3m (/ï  —  1)*. 
L'enveloppe  ^  des  droites  u  qui  sont  des  tangentes  doubles  des 
courbes  U  est  une  courbe  de  la  classe  'im^{n  —  i). 

On  remarquera  que  l'équation  8  =  0  qui  représente  la  courbe  ^ 
est  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  dey*  par  rapport  à  li. 

13.  La  courbe  X  correspondant  à  une  tangente  u  de  S  touche 
la  courbe  8  au  point  x  qui  correspond  à  u. 

De  cette  manière,  Téquation  de  la  tangente  de  S  an  point  x  sera 

La  classe  de  la  courbe  8  est  égale  au  nombre 

Zm[n  —  i)[/ïî«  -i-  [m  —  i)(/i  —  1)] 

des  couples  {xju)  communs  aux  quatre  connexes  (1)  et  (  2). 

14.  A  tout  point  double  x  de  8  correspond  une  courbe  V  aj  ant 
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deux  tangentes  doubles,  tandis  tjuà  tout  point  de  rebroussemenl 
de  $  correspond  une  courbe  L  ayant  une  tangente  d'inflexion. 

Chacun  des  couples  [x,  u)  communs  au  connexe y=o  et  au 
couple  de  courbes  [Curs^enpaar)  commun  aux  six  connexes- 

iV-f      (Vf  i)^f  (V'f      ô*f       ()^f 

i)u\  '  Oui  ôui  '  ôux  Oiii       ôUiOtii  'Oui'  Ou^ôu^ 

ôu^diii  '  ôu^ôu^  '  ôtil 

est  formé  d'un  point  de  rebroussemenl  x  de  ^  et  de  la  langenle 
d'inflexion  u  de  la  courbe  correspondante  L'a:. 

Le  nombre  des  points  de  rebroussemenl  de  la  courbe  S  est  ainsi 
égal  à 

Par  conséquent,  le  nombre  des  points  doubles  de  S  sera  égal  à 

3 

15.  A  toute  tangente  double  u  de  S  correspond  une  courbe  X^ 
rencontrée  en  deux  points  fixes  par  toutes  les  courbes  X  qui  en  sont 
inGnimenl  voisines.  D*une  manière  analogue,  si  la  courbe  Z  avait 
des  tangentes  d'inflexion  u^  toute  courbe  X„  correspondant  à  une 
de  ces  droites  u  serait  touchée  par  toutes  les  courbes  X  infiniment 
voisines  d'elle  en  un  même  point  \  cependant  il  n'existe  pas  en  gé- 
néral de  droites  i<  jouissant  de  celte  propriété. 

Connaissant  ainsi  que  la  courbe  L  est  de  la  classe  3m^(/i  —  i), 
qu'elle  n'a  pas  de  tangentes  d'inflexion  et  que  son  genre  est  égala 
celui  de  la  courbe  S,  on  pourra  en  calculer  tous  les  autres  nombres 
pluckériens. 

16.  Les  courbes  6  et  T,  dont  la  première  est  Tenveloppe  des 
droites  u  auxquelles  correspondent  des  courbes  X  ayant  des  points 
doubles  X  cl  dont  la  seconde  est  le  lieu  de  ces  points  doubles  x,  ont 
des  propriétés  corrélatives  à  celles  des  courbes  S  et  S. 
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m. 

17.  Lvs  courbes  V  correspondant  aux  divers  points  y  d*une  taw- 
^cutt!  a  de  la  courbe  £  sont  tangentes  entre  elles  et  à  la  courbe  ^ 
au  point  x  de  cette  dernière  courbe  correspondant  à  la  tangente  n 
ileZ. 

11  sVnsiiit  de  là  que  toute  courbe  V^  touche  $  e/i3m*(w  —  i) 
iminis  anxtfuels  correspondent  des  tangentes  de  S  passant  par  le 
point  y. 

Des  propositions  analogues  ont  lieu  pour  les  courbes  T  par  rap 
|»orl  aux  courbes  G  et  T. 

18.  La  forme  réciproque  de  (f  par  rapport  ky  est 

De  même,  la  forme  réciproque  de  ^  par  rapport  à  w  est 

R,^^  =  R,R^/r=/X«XJG. 

A  ces  relations  analytiques  se  relient  les  faits  géométriques  sui- 
vants ; 

Lens^eloppe  des  courbes  V  correspondant  aux  points  y  d'une 
droite  u  est  constituée  par  la  courbe  X  correspondant  à  la 
droite  u  et  la  courbe  g. 

Lenv^eloppe  des  courbes  T  correspondant  aux  droites  i^  passant 
par  un  point  x  est  constituée  par  la  courbe  U  correspondant  au 
point  x  et  la  courbe  S. 

19.  Si  la  courbe  \y  a  pour  tangente  double  ou  d 'inflexion 
une  droite  u^  la  courbe  T„  aura  y  pour  point  double  ou  de  re- 
broussement. 

L enveloppe  T^  =  o  des  tangentes  doubles  des  courbes  V  corres- 
pondant aux  points  >'  d'une  droite  est  de  la  classe 

nui  [/*  —  21  ( //i  —  I  )  I  /<  —  I  ' J  H —  m/t ^  m  H-  // , , 
[t  =  mn  -T-  2 (m  —  r   (/i  —  t]]. 
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D'un  degré  égal  à  ce  même  nombre  sera  nécessaîremenl  le  lieu 
\  '^  =  o  des  points  doubles  des  courbes  T  correspondant  aux 
droites  i'  d'un  faisceau. 

L'enveloppe  T'^  rz=  o  des  tangentes  d'inflexion  des  courbes  V  cor- 
respondant aux  points  r  d'une  droite  est  de  la  classe 

1 2 mn [m  —  i  )  ( «  —  i ) . 

D'un  degré  égal  à  ce  même  nombre  sera  le  lieu  V'^  =  o  des  points 
de  rebroussement  des  courbes  T  correspondant  aux  droites  s^  d'uu 
faisceau. 

20.  La  forme  réciproque  de  F  par  rapport  kjr  est 

OÙ  S'=  o  représente  en  coordonnées  tangentielles  la  courbe  S. 
De  même  : 
La  forme  réciproque  de  F  par  rapport  à  i^  est 

où  G'=  o  représente  en  coordonnées  ponctuelles  la  courbe  1?. 

A  ces  relations  analytiques  se  relient  des  nouveaux  faits  géo- 
métriques, savoir  : 

Parmi  les  courbes  T».,  ilnj  a  que  celles  correspondant  aux  tan- 
gentes i^  de  S  qui  se  décomposent  en  une  droite  double  et  une 
autre  êourbe  résiduelle. 

Parmi  les  courbes  V^,  il  n'y  a  que  celles  correspondant  aux 
points  y  de  ^  qui  se  décomposent  en  un  point  compté  deujr  fois 
et  en  une  autre  courbe  résiduelle. 

Paris,  février  i88o. 


SUR  LES  FONCTIONS  PROVENANT  DE  ^INVERSION  DES  INTÉGRALES 
DES  SOLUTIONS  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  ; 

Par  m.  L.  FUCHS,  à  Ilcidelberg. 

Dans  une  Communication,  insérée  dans  les  Nachrichten  i*on 
der  K.  Gesellschaft  der  Tfissenschaften  zu  Gottingen,  numéro 
de  février  i88o,  p.  170  et  suiv.,  j'ai  défini  des  fonctions  de  plu- 
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sieurs  variables  qui  doivent  leur  naissance  à  Tinversion  des  inté- 
grales des  équations  diilérenticlles  linéaires. 

J'ai  donné  en  ce  lieu,  et  avec  plus  de  détails  dans  le  Journal  de 
Borchardt,  t.  LXXXIX,  p.  i5i,  etc.,  un  exemple  des  fonctions  de 
cette  sorte,  en  introduisant,  pour  le  cas  des  équations  diiTérentielles 
du  second  ordre,  les  restrictions  suivantes  : 

Les  fonctions  24,^2  de  1/1,1x2  doivent  atteindre  les  points  singu- 
liers de  Téqualion  différentielle  pour  des  valeurs  finies  de  ti|,U2, 
tandis  que  dans  la  représentation  des  solutions  de  Téquation  diffé- 
rentielle aux  environs  des  points  singuliers  ne  doivent  pas  entrer 
de  logarithmes.  De  plus,  tous  ces  points  singuliers  doivent  avoir 
la  propriété  que  les  solutions  y  deviennent  infinies  ou  bien  j  su- 
bissent des  ramifications. 

Il  est  manifeste  que  ces^ restrictions  ne  sont  pas  nécessaires  toutes 
â  la  fois.  Quant  aux  restrictions  nécessaires,  je  les  ai  développées, 
pour  des  équations  différentielles  d'ordre  quelconque,  dans  un  tra- 
>ail  qui  doit  paraître  bientôt. 

Le  but  de  la  Note  actuelle  est  de  présenter  le  Tableau  des  équa- 
tions différentielles  qui  répondent  aux  restrictions  faites  pour  les 
exemples  dont  je  viens  de  parler.  La  Note  déjà  mentionnée,  insérée 
dans  les  Nachrichten  de  Goettingue,  à  laquelle  nous  aurons  à  nous 
reporter,  sera  désignée  par  la  lettre  N. 

Dans  ce  Tableau,  que  nous  dressons  ci-après,  p  et  q  désignent 
les  coefficients  de  l'équation  différentielle 

et  A  le  nombre  des  points  singuliers  de  Téquation  difTérentielle  (Â) 
de  N. 

Pour  toute  équation  différentielle  admettant  des  intégrales  algé- 
briques, nous  nous  bornerons,  pour  abréger^  à  la  remarque  «  inté- 
grales algébriques  »,  tandis  que  pour  les  autres  nous  donnons  un 
système  fondamental  d'intégrales  ci)  1,0)2  de  l'équation  différentielle 

en  Cl). 

I.   A  =6. 

-1 

p:=o,     g  =  o, 
intégrales  algébriques» 
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II.   A  — 5. 

I "  H     :  ; 3  —  a^    [z  —  «j  I  ...  I  3  —  a^\     j  =  R    *  w, 

I    /       I  1      \  I  I 

intégrales  algébriques; 

_  j^ 

s'»  R  r-  (s  —  <7,)  .  .  .  (3  —  «5),       V:irrR"^w, 

y  — o,     7--0, 
inlégrales  algébriques. 

m.  A=:4. 

^'""^  "ST"'      ''^â^   R' 
(?«   désignant  un  module   de  périodicité  de  l'intégrale  elliptique 


11  il  2  1 


r  ~  T 


'1     z  —  rtj  2    z  —  r/j  3    2  —  «4 

r  '  /  ^    "^  1  ' 

intégrales  algébriques; 

3»  J-r^[(3— -«!,)...  (3  — /I4)]      *W, 

1   r/logR  I    I 

R—  (3-~<ïs)(5  — <»*)» 

intégrales  algébriques  ; 

_  i    _  î 

4»  )    =»=[     3—  /7,);3  —  «,lf  Ml'^W,      R=     S—  #/,       S-^^    , 

9.  //logR  2    I 
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intégrales  algébriques  ; 

p—  J(5  — «^)-»,     7  — o, 

intégrales  algébriques. 

IV.  A  — 3. 


1 


!• 


_^  I  <flogR  tt'    f 

12   étant    uu     module    de   périodicité    de   l'intégrait;    elliptique 

1-  ^y-^^[(3-fl,)(z-^«,)f*{z-fr3)"''w, 


II  II  2  1 


P=  r 


2    5  —  «1  2    2  —  </•  3    3  —  Il 


'=[i^''''-^*'''-^'''^~é'] 


3 

! 


intégrales  algébriques; 

2   //los[R 

.1 

&i,  =r  const . ,      ftj,  =  y  R    *  dz  ; 


'o 


5* 


Il  2  1  5  I 

/?  ::^ h  7 h  p  ?        7  =  0, 

9-    Z  —  r/,  6    Z  —  r«j  O    3  —  «3 

ft*  j  =:  const. ,      wj  =  y  R  r/o  ; 

_  ï     -  * 
>-  =  .3~-<7,)    *R    ''w,      Rr,  I  ;  — r/j    ;r  —  r/.,\ 

5  ^logR  j     I 
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inlégrah's  algébriques; 

a   ^logR  2   I 

intégrales  algébriques  ; 

i    _  1 

7"  T-^V^-^l]     *R     '".       R=:(3  — fl,)(z  —  fl,), 

I   ^logR  I     I 

f'-^-lh-'     '^  =  -36  r' 

îutégrales  algébriques^ 

112  1  I  I 


P  =  zz — r-+-5: — r'    7  = 


2  3  —  r/j        33  —  éij  18(3  —  û,)[3  —  a,) 

intégrales  algébriques^ 

-i  -» 

9«  ^=r[(z  — a,)(3  — ^,)]   *(5-fl,)    'a,, 

intégrales  algébriques. 

V.   A  =  2. 
_  ï  _i 

I»  R=:f3  — II,)     '[5  — «,)    %      J=R«, 

2  1  5  1 

0    3  —  «1  OS  —  flj 

0»!  =  const. ,     ùiif  =  yR  dz; 

2"  R  =  («  —  «j)(z— .«,),    x=zK   *», 

3  </]ogR 


b) 


j=  const.,      6)j=:yR    *rf3. 


R  =  (3  — «1)    *(3  — rt,)   %     r  =  Rw, 


Il  5        I 


p  = Ht;   »       7  =  0, 

23  —  r/|        03  —  a. 


r*> 


I  =  const . ,     Mj = JR  dz  ; 
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2  dloe'R 

f-î-HT'    *  =  "• 

w,  zrrCOnSt.,       &>2  =  yR     *^3; 
_  1  _« 

5«  R=r(s— /7,)    *(3— -û,)    *,     .r=Rw. 


P  =  zz — r"-^-7  ._^  ^    9  =  «» 


II  3         I 

2    2  —  «1  l\    Z  —  «i 

6>l  =  COnSt.,       fù^-=:J^(lz\ 


_  t  1 


9.  I 


i  _* 


2    3  —  «I  J    «  —  //j 

wj  •=!  const.,     Wj  =  /*R  dz  ; 

5  ^logR  5     I 

f'^-^-ÔT'     ^"=-36  r' 

intégrales  algébriques; 

intégrales  algébriques. 

Pour  les  équations  difTérenticIIes  qui  admettent  des  intégrales 
algébriques,  z  est  une  fonction  rationnelle  ;^(f)  de  ?^.  En  substituant 
dans  Téquation  (B)  de  N 

on  obtient,  pour  la  détermination  des  1^^,  ^2  comme  fonctions  de 
Ui,  U2  les  t'quations  qui  ont  lieu  pour  les  fonctions  hyperellip- 
liques  du  premier  ordre. 

Pour  les  cas  IV  3*»,  4^  V  i%  2%  3°,  4%  5",  6",  il  résulte  du  Mé- 
moire de  MM.  Briot  et  Bouquet  (  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, t.  XXT,  p.  222)  que  z  est  une  fonction  uniforme  et  dou- 
blement périodique  x(?[)  de  ^. 

De  même,  pour  les  cas  III  1°,  IV  i**,  z  représente  une  fonction  uni- 
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forme  '/^[*C^)  «le  ^,  telle  que 

où   û«    désigne    un    second  module  de  périodicité   de    Tintéi^ralo 

fl\  '  dz^  didérenl  de  û.   Eu  substituant  dans  les  c^qualions  (B) 
de  >' 

ciîs  équations  deviennent,  pour  les  cas  111    i",  IN    r\ 


t  I 

5*    i     ,     y    1 


T.l 


tandis  que,  pour  les  cas  IV  3",  4"  ^*l  V  i»,  a",  . . .,  6*»,  elles  devieniii'iU 

•si  ^^  'SJ "»         "1    ^^   J "2» 

de  soi'le  que  pour  tous  ces  cas  les  coeflîcîents  de  Téquation  quadra- 
tique pour  ::,,  z^  (jV,  p.  174)  sont  représentables  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques. 

Hcidelberg,  juin  i8?o. 


Il  attrait  d'iuw  Lettre  adressée  par  M.  Fuchs  à*M.  Borchardt, 

Dans  un  résumé  des  résultats  de  mon  travail  Sur  une  classe  de 
fondions,  etc.,  que  j*ai  publié  dans  les  Nachrichten  de  Goettingiic 
(février  1880,  p.  170-176),  se  trouve  (p.  173)  la  proposition  sui- 
vante : 

I.  Si  f{z)  et  (f  { z)  forment  un  sj  sterne  fondamental  arbitraire 
de  solutions  d'une  équation  différentielle  linéaire  et  homogène  du 
second  ordre  à  coefficients  rationnels  y  et  que  pour  tout  point  sin- 
gulier les  racines  /'«,  /'a  de  V équation  fondamentale  détermina- 
trice  correspondante  satisfassent  aux  conditions 

I  !>. 

/•,  i^  /■,  H-  I       ou      r,  Tii:  —  I  -I 1       /  •  :^  —  I  H 

//  "  // 
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(//  étant  un  nombre  entier  positif)^  tandis  que  les  racines  pt^  p-»  de 
l' équation  fond  amentale  déterminatrice  corresjwndante  à  s  =^  oo 
satisfont  aujc  conditions 

I  9. 

Oj  m  p,  -+     I ,       ou      Pj  -—  !  H-   -  ,       p,    „::  I  H 

(y  étant  un  nombre  entier  positif)^  et  que  de  plus  les  dév^eloppe- 
ments  des  solutions  de  l'équation  différentielle  aux  environs  des 
points  singuliers  ne  contiennent  pas  de  logarithmes,  l'équation 

»    ;  • -9 

détermine  z  comme  fonction  uniforme  de  ^. 

Dans  mon  travail  inséré  dans  votre  Journal  (t.  89,  p.  i5i, 
et  suiv.),  dans  lequel  j*ai  développé  les  résultats  mentionnés,  la 
proposition  précédente  a  été  présentée  (p.  iSp)  comme  proposition]^ 
sous  une  forme  un  peu  modifiée,  laquelle,  étant  d'une  moindn? 
clarté,  n'éloigne  pas  la  possibilité  d'une  mésintelligence.  C'est 
M.  H.  Poincaré,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen,  qui 
par  uue  aimable  Communication  a  attiré  mon  attention  sur  cette 
circonstance. 

Je  prends  maintenant  la  liberté  de  joindre  ici  quelques  éclaircis- 
sements sur  cette  proposition. 

Soit  menée  dans  le  plan  des  ?,  par  chacun  des  points  singuliers 
^^n^s,  .  • . ,  Ap  de  l'équation  ditlérentielle,  une  coupure  quelconque, 
la  coupure^i  parle  point  a/.  Que  toutes  ces  coupures  soient  supposées 
continuées  jusqu'au  point  2  =  oo  et  soumises  seulement  à  la  restric- 
tion de  ne  pas  se  croiser  ni  avec  elles-mêmes  ni  entre  elles. 
Désignons  par  T  le  plan  des  z  ainsi  découpé.  Si  pour  une  valeur 
arbitraire  2  =  Zq  on  attribue  '^f{z)  et  cp(z),  ainsi  qu'à  leurs  pre- 
mières dérivées,  des  valeurs  arbitraires,  ces  fonctions,  ainsi  que  î^,  se 
trouvent  déterminées  uniformément  dans  toute  l'étendue  de  T.  En 
franchissant  successivement  les  diverses  coupures  q^,  ^3,  .  ..,  r/p 
dans  un  ordre  quelconque  et  un  nombre  quelconque  de  fois  cha^ 
cane,  on  obtient  des  surfaces  que  l'on  peut  désigner  par  T4,  To, 
T),  —  Ces  surfaces  sont  en  nombre  infini  quand  les  fonction5y'(  s  ) 
et  f  (z)  ne  sont  pas  algébriques.  Dans  chacune  de  ces  surfaces  T/,  ^ 
est  une  fonction  uniforme  de  z.  Etablissons  maintenant  au  moyen 
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de  réquatîoii  (F)  la  représenUtion  des  diverses  feuilles  T,  T,, 
T2,  . . .  sur  le  plan  des  ?[.  Soit  désignée  par  S;  la  surface  qui  re- 
présente ainsi  sur  le  plan  des  ?^  la  surface  T/.  Tant  que,  sur  une 
feuille  T/,y (3)  et(f(z)  ne  sont  pas  identiquement  infinis,  cVsl-à- 
dire  infinis  pour  toute  valeur  de  2,  S/,  qui  correspond  à  T/,  remplira 
également  une  surface,  soit  que  T/  provienne  d'un  nombre  fini  de 
transgressions  des  coupures  q^^q^^  • . . ,  ^p,  soit  qu^il  provienne  d'un 
nombre  infini.  Au  contraire,  si  f[z)  et -^(3)  sont  identiquement 
infinis  sur  une  feuille  T/ provenant  d'un  nombre  infini  de  trans- 
gressions des  coupures  y,  la  représentante  S/  de  T/  se  réduira  en 
un  point. 

L'ensemble  des  représentantes  S,  S{,S2)««<  forme  une  surfair. 
non  découpée  [zusammenhângend)  dans  le  plan  des  ?[.  Celles  do 
ces  représentantes  qui  ne  correspondent  pas  à  des  surfaces  T,-  sur 
lesquellesy*(^)  et  y  (r)  sont  identiquement  infinis  n'admettent  pas 
de  points  de  ramification  d'après  les  développements  de  mon  IMé- 
moire  (p.  1 58- 160  de  votre  Journal)  ;  l'ensemble  de  ces  repré- 
sentantes constitue  donc  sur  le  plan  des  1^  une  surface  ct,  qui  couvre 
ce  plan  partout  simplement.  Sur  les  bornes  de  cette  surface  a  se 
trouvent  les  points  qui  jouent  le  rôle  des  représentantes  des  sur- 
faces T<-  dans  l'intérieur  desquel lcsy*( -s)  et  y  (z)  sont  identiquement 
infinis  parce  que  ces  points  peuvent  ôtre  obtenus  par  le  passage  à 
la  limite  des  surfaces  qui  constituent  a. 

Le  sens  de  la  proposition  I  de  mon  travail  (  p.  161  de  votre  Jour- 
nal) revient  maintenant  à  ce  que  z  est  une  fonction  méromorpliede 
1^  dans  l'intérieur  de  la  surface  a.  De  là  découle  le  corollaire  im- 
médiatement suivant,  dont  il  est  fait  usage  dans  la  partie  ullé- 

rieure  du  même  travail,  que     )      ne  peut  pas  admettre  une  même 

valeur  pour  deux  valeurs  difierentes  de  z^  étant  supposé  nécessai- 
rement que  ce  quotient  n'est  pas  indépendant  de  z,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  quey(z)  et  ff  [z)  ne  sont  pas  identiquement  infinis. 
Si  maintenant  un  des  points  limites  est  entouré  en  tous  sens 
par  des  surfaces  S,  il  faut,  en  dehors  des  restrictions  déjà  men- 
tionnées, qu'une  autre  relation  ait  lieu  encore  entre  les  constantes 
contenues  dans  les  coeflEicients  de  Téquation  difiérentielle. 

Heidelberg,  7  juin  1880. 
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Cg  petit  ,Volu<ne  de  79  pages  n'est,  y^ntuv^Ii^  i\\re  lfji/li(]tir. 
qu'une  sorted'introductioD  très  résumi-c  .i^f^rfUJi)  ili  >^>|i]aK^^rnliiiis: 
miis  il  serait  dîfGcîle  de  trouver  un  TkiIii*  j>iu-.  r,iU«f;iiiti<|,  en- 
l'aateur,  avec  beaucoup  de  talent  et  une  profonde  connaissance  du 
sDJet,  j  a  fait  entrer  tout  ce  qui  est  essentiel  pour  s'assimiler  tes 
principes  de  la  méthode  d'Hamilton. 

L'auteur,  avant  d'entrer  dans  l'exposé  du  calcul,  a  cru  devoir 
débuter  en  quelques  pages  par  certaines  considérations  générales  sur 
les  quautités  et  les  nombres.  Il  insiste  avec  grande  raison  sur  la  mi- 
irou  de  qualité,  qui  s'introduit  dans  le  calcul  algébrique  à  côté  di- lu 
notion  de  grandeur  et  donne  naissance  d'abord  aux  quantités  né- 
;;atives,  puis  aux  quantités  imaginaires.  Au  point  de  vue  pui-omcnt 
|)liilosop1iique,  c'est  un  grand  progrès  dans  la  Science  que  cette 
i:énéralisation  des  quantités  et  des  nombres  ^  on  est  conduit  à  substi- 
tuer l'idée  de  rapport,  c'est-à-dire  de  comparaison  mesurable,  à  celle 
•le  grandeur  absolue,  et,  dans  cette  comparaison,  rien  n'enipèclie 
d'imaginer  que  certaines  qualités  des  objets  que  l'on  considère 
pourront  figurer  à  côté  de  la  grandeur  absolue  de  ces  objets. 

Les  symboles  qui  représenteront  le  résultat  de  celte  comparaison 
iiimplexe  devront  garder  la  trace  des  diverses  quantités  comparées 
'-■lire  elles.  C'est  ainsi  que  le  rapport  de  deux  quantités  imaginaires 
nous  donne  à  la  fois  le  rap[^ort  des  longueurs  de  deux  droites  dans 
un  plan  et  l'angle  qu'elles  forment  l'une  avec  l'autre. 

C'est  en  chercKant  à  généraliser  cette  notion  des  imaginaires  et 
À  créer  un  algorithme  pour  la  Géométrie  de  l'espace  que  le  célèbre 
William  Rowan  Hamïlton  a  été  conduit  à  imaginer  son  algèbre  des 
'{uatemions,  si  intéressante,  si  féconde,  et  qui  semble  commencer  à 
K  répandre,  malgré  la  défaveur  relative  dans  laquelle  ce  calcul 
semble  avoir  été  tenu  assez  longtemps. 

L'Ouvrage  de  M.  Odstrèil  est  divisé  en  sept  Chapitres  : 

I.  Composition  et  décomposition  des  vecteurs. 

II.  Construction  d'un  quaternion. 

Sait,  dei  Scieneft  mathint.,  ■>'  Strie,  t.  IV.  (Oclolire  iSSo.)  23 
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III.  Addition  et  soustraction  des  quaternious. 

IV.  Multiplication  des  vecteurs. 

V.  Multiplication  des  quaternions. 

VI.  Produits  de  trois  ou  plusieurs  vecteurs. 

VII.  Exemples  et  applications. 

Le  premier  Chapitre,  dont  l'exposition  est  très  claire  et  très  bien 
ordonnée  du  reste,  ne  saurait  présenter  au  lecteur  la  moindre  diffi- 
culté. 

C'est  dans  les  Chapitres  suivants,  principalement  dans  les  Cha- 
pitres IV  et  V,  que  se  trouve,  on  peut  le  dire,  contenue  toute  la 
méthode.  Nous  pourrions,  à  la  rigueur,  adresser  à  Tauteur  une  lé- 
gère critique  pour  avoir  introduit  un  Chapitre  sur  la  construction 
d'un  quaternion  avant  d'arriver  à  la  multiplication  et  à  la  division 
des  vecteurs. 

Il  nous  semble  que  la  marche  logique  doit  être  celle-ci  :  montrer 
tout  d'abord  avec  quelle  facilité  se  font  l'addition  et  la  soustraction 
des  vecteurs  \  arriver  à  la  multiplication,  en  montrer  les  difBcultés; 
indiquer  comment  Hamiltou  les  a  surmontées^  grâce  à  la  concep- 
tion  du  rapport  géométrique  de  deux  vecteurs  (ou  de  la  biradiale)  \ 
enGn,  en  combinant  les  biradiales  par  des  opérations  géométriques 
et  en  cherchant  à  traduire  sjmboli(]uement  ces  opérations  diverses, 
se  trouver  conduit  au  symbole  analytique  de  la  biradiale,  qui  est  le 
quaternion. 

C'est  du  reste,  à  très  peu  près,  ce  que  fait  l'auteur,  malgré  la 
critique  que  nous  venons  d'élever,  et  qui  est  beaucoup  moins  de 
fond  que  de  forme. 

Ainsi  que  nous  l'indiquions  plus  haut,  le  lecteur  qui  possède  par- 
faitement les  Chapitres  II,  III,  IV  et  V  (vingt-huit  pages  en  tout 
dans  l'Ouvrage  dont  il  s'agit)  peut  se  considérer  comme  maître  de 
la  méthode.  Le  reste  ne  saurait  plus  être  qu'une  affaire  de  perfec- 
tionnements, de  pratique,  d'applications,  s'acquérant  par  la  lecture 
d'Ouvrages  plus  complets,  et  surtout  par  la  résolution  de  nombreux 
problèmes. 

Le  Chapitre  VI  renferme  quelques  formules,  choisies  parmi  les 
plus  importantes  et  les  plus  usitées  dans  les  applications,  et  qui  ont 
rapport  à  des  produits  de  trois  ou  plusieurs  vecteurs. 

Enfin,  les  applications  du  Chapitre  VU  sont  aussi  nombreuses 
qu'il  est  possible  en  si  peu  d'espace.  Très  élémentaires  pour  la 
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plupart,  se  rapportant  seulement  aux  matières  traitées  dans  les 
Chapitres  de  doctrine^  elles  ont  trait  surtout  à  la  Géométrie  et  à  la 
Trigonométrie.  Deux  ou  trois  exemples  empruntés  à  la  Statique 
montrent  cependant  avec  quelle  facilité  le  calcul  d'Hamil  ton  s'adapte 
à  ces  sortes  de  questions.  L'auteur  a  eu  soin  de  ne  pas  passer  sous 
silence  la  représentation  des  rotations,  auxquelles  Talgorithme  des 
(jnaternions  s'applique  d'une  façon  si  heureuse  et  si  simple. 

^ous  aurions  été  heureux  de  voir  figurer  dans  ce  petit  Ouvrage 
quelques  notions  sur  la  différentiationet  aussi  sur  les  équations  du 
premier  degré,  l'une  des  parties  de  la  méthode  qui  font  certaine- 
ment le  plus  d'honneur  au  génie  de  Tinvenleur  des  quaternions  ; 
mais  l'auteur  a  cru  évidemment  nécessaire  de  sacrifier  beaucoup  à 
la  brièveté  et  à  la  simplicité.  Tel  qu'il  est,  son  Livre  doit  rendre  un 
véritable  service  et  contribuer  à  répandre  en  Allemagne  la  culture 
de  cette  méthode.  C'est  tout  au  moins  une  première  et  très  com- 
plète initiation,  qui  prépare  à  la  lecture  des  Ouvrages  originaux. 

jVous  ne  dirons  rien  des  notations  :  M.  Odstrcil  s'est  exactement 
conformé  à  celles  de  l'inventeur  et  de  ses  disciples  d'Angle- 
lerre. 

Nous  croyons,  au  contraire,  que  les  modifications  introduites  par 
M.  Hoûel  dans  sa  remarquable  Tliéorie  des  quantités  complexes, 
où  il  traite  des  quaternions  d'une  manière  très  complète,  sont  un 
jterfectionnement  réel  et  sérieux^  qu'il  est  désirable  de  voir  main- 
tenir dans  les  Ouvrages  français;  mais  cela  ne  touche  pas  au  fond 
même. 

En  terminant,  nous  aurions  à  exprimer  le  désir  de  voir  paraître 
en  France  des  Ouvrages  conçus  dans  le  même  esprit  que  celui  de 
M.  Odstrcil  et  propres  à  répandre  les  principes  du  Calcul  des  qua- 
ternions dans  le  public  mathématique  et  peut-être  même  dans  l'en- 
seignement supérieur.  Mais  ce  désir  est  «^  moitié  réalisé  déjà  ;  nous 
croyons  savoir  en  effet  qu'une  Introduction  à  la  méthode  des  qua^ 
ternions,  de  M.  Laisant,  est  sur  le  point  de  sortir  des  presses  de 
M.  Gauthîer-Villars  (*),  et  que  la  même  maison  a  entrepris  égale- 
ment la  publication  d'une  traduction  française,  par  M.  Plarr,  du 


'*)  Depuis  la  rédaction  de  ce  compte  rendu,  l'Ouvrage  dont  nous  parlons  a  été 
poblié;  il  se  compose  d*un  volume  in-8*  de  xxii-343  pages.  Il  en  sera  rendu  compte 
ttllértearement  dans  le  Bulletin 
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remarquable  Ouvrage  de  M.  Tait ,   ^n  elementary  Tveatise  on 
Quaternions.  A.  L. 


LIE  (SopHus).  —  Beitrage  zur  Théorie  der  Minimalflaciien  (*). 

Sous  le  titre  général  qu'on  vient  de  lire,  les  Tomes  XIV  et  XV 
des  A/athematische  ^nnalen  contiennent  deux  Mémoires  remar- 
quables, destinés  à  jeter  une  grande  lumière  sur  la  théorie  des  sur- 
faces minima. 

Le  premier  de  ces  deux  articles,  intitulé  Projectwisc/ie  Unter- 

suchungen  iiber  algebraische  Minimal  fi  a  chen  [Math.  Ann,^  Bd. 
XIV),  présente  le  plus  grand  intérêt,  et  est  d'une  portée  consi- 
dérable. 

L'auteur  y  est  parvenu  à  donner  des  méthodes  projectives  pour  la 
génération  des  surfaces  minima  et,  en  s'appuyant  sur  ces  méthodes, 
à  fonder  une  nouvelle  théorie  de  ces  surfaces.  Le  point  principal  de 
ces  recherclies  consiste  dans  la  démonstration  de  ce  théorème  qiu* 
les  surfaces  minima  se  déduisent  du  groupe  de  surjaces 

.r:--^  A(0-4-A,(t), 

jr=.B(/)-+-B,(T\ 

toutes  les  J'ois  que  les  deux  courbes 

.v=X  (r),     y  =  B  (r),     zz=C  (/), 

X=-A,^t;.       J=Bj(t),       2  =  Ct{T), 

dont  le  mouvement  de  translation  engendre  la  surface,  sont  de^ 
courbes  minima,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  les  fonctions  arbi- 
traires qui  entrent  dans  ces  équations  satisfont  aux  équations  dif- 
férentielles 

</A«-+-rfB»-hrfC*=io, 

rfA;-4-rfB;-i-f/Cî  =  o. 
La  théorie  des  .«urfaces  minima  est  ainsi  ramenée  à  l'étude  des 


(•)  Mathematische  AnnaUn^  t.  XIV,  p.  33i-.^i6,  cl  t.  XV,  p.  .^65-So6. 
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deux  courbes  minima  qui,  par  leur  translation,  engendreut  la  sur- 
face. Cette  représentation  des  surfaces  minima  de  Lie  a,  en  tous 
cas,  1  avantage  de  fournir  non  seulement  les  surfaces  réelles,  mais 
encore  les  surfaces  imaginaires  ;  elle  est  ainsi  très  générale.  A  l'aide 
de  ce  mode  de  génération,  l'auteur  parvient  à  déterminer  la  classe 
et  aussi  l'ordre  d'une  surface  algébrique  formée  au  moyen  de  deux 
surfaces  minima  données.  Soient  M,  M' les  classes,  R,  R'  les  rangs 
des  deux  courbes^  la  classe  de  la  surface  sera  donnée  par  cette 
formule  simple  : 

M(R'  — M')-+-M'(R  — M). 

En  général,  la  surface  est  imaginaire  ^  elle  devient  réelle  lorsque 
A  et  A|,  ainsi  que  B  et  B|  et  que  C  et  Ci,  sont  des  fonctions  conju- 
guées. On  a  alors  M  =  M',  R  =  R',  et  il  en  résulte,  pour  la  classe 
de  la  surface, 

rîM(R  — M). 

Il  faut  remarquer,  en  particulier,  le  cas  spécial  où  Ton  a,  en  outre, 
A  =  A|, B  =  B| ,  C  =  Cf . Ces  surfaces  sont  des  surfaces  doubles, 
dont  l'indice  de  la  classe  est 

M(R— iM). 

La  détermination  de  l'indice  de  l'ordre  est  plus  compliquée, 
parce  qu'elle  ne  dépend  pas  uniquement  des  ordres  des  deux 
courbes,  mais  aussi  de  la  manière  dont  ces  courbes  se  comportent 
à  Tin  fini. 

Maintenant  l'auteur  parvient  à  la  solution  complète  de  la  ques- 
tion posée  par  M.  Weierstrass,  savoir,  la  détermination  de  toutes 
les  surfaces  réelles  d'un  indice  de  classe  donné,  dans  le  cas  où  cet 
indice  est  un  nombre  premier.  Ces  surfaces  se  présentent  toutes 
comme  surfaces  doubles*,  la  classe  des  courbes  minima  se  trouve 
égale  à  l'unité,  et  la  fonction  de  Weierstrass  F(5)  est  une  fonction 
rationnelle.  Le  calcul  est  développé  pour  quelques  cas  particuliers. 
On  trouve,  entre  autres,  comme  indice  de  classe  le  moins  élevé,  le 
nombre  5,  d'accord  avec  les  recherches  de  M.  Ilenneberg. 

U  est  plus  diflicile  de  déterminer  toutes  les  surfaces  d'un  ordre 
donné.  La  possibilité  de  la  solution  est  cependant  mise  en  évidence, 
^t  le  calcul  est  complètement  achevé  dans  plusieurs  cas.  Pour  la 
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surface  de  cinquième  classe  étudiée  par  M.  Henneberg,  l'ordre  se 
trouve  être  i5  et  non  17.  Toutefois  il  n'y  a  pas  là  de  contradiction 
essentielle  vis-à-vis  des  recherches  de  M.  Henneberg,  car  les  mé- 
thodes employées  par  ce  dernier  ne  peuvent  prétendre  qu'à  fixer  un 
certain  maximum  pour  l'indice  de  l'ordre.  D'ailleurs,  M.  G.  Schil- 
ling (')  est  parvenu  à  séparer  du  déterminant  dont  M.  Henneberg 
avait  conclu  l'indice  d'ordre  17  un  facteur  du  second  degré  et  à 
réduire  ainsi  l'ordre  de  la  surface  au  nombre  indiqué  par  M.  Lie. 
La  suppression  de  ce  facteur  donne  pareillement  l'explication 
d'autres  assertions  contradictoires  avec  le  beau  travail  foudamenul 
de  M.  Lie. 

II.  Aletrische  Untersuchungen  ûber  algebraische  Mininialflà' 
chen  [Math,  Ann.,  Bd.  XV). 

Comme  suite  à  l'élégante  solution  donnée  par  M.  H. -A.  Schwarz 
du  problème  de  la  détermination  d'une  surface  minimum,  touchée 
par  une  surface  développable  donnée,  suivant  une  courbe  donnéci 
iNI.  Lie  se  pose  le  problème  tout  à  fait  général  de  chercher  toutes 
les  surfaces  minima  algébriques  tangentes  à  une  développable 
algébrique  donnée.  La  solution  générale  de  ce  problème,  il  est  vrai, 
n'est  pas  connue^  toutefois,  on  a  obtenu  une  solution  élégante  et 
complète  de  toute  une  suite  de  cas  principaux.  Par  exemple,  l'auteur 
a  déterminé  toutes  les  surfaces  algébriques,  en  nombre  doublement 
infini,  qui  touchent  une  surface  conique  algébrique.  Il  a,  de  plus, 
étudié  les  surfaces  qui  ont  une  courbe  algébrique  pour  ligne  de 
courbure.  On  obtient  dans  ces  recherches  un  grand  nombre  de 
très  beaux  théorèmes.  De  ceux-ci  découlent,  comme  cas  tout  à  fait 
particuliers,  les  deux  théorèmes  établis  par  Henneberg  sur  les  sur- 
faces ayant  une  ligne  géodésique  plane  donnée.  On  trouve  égale 
ment  toutes  les  surfaces  algébriques  tangentes  à  une  développable 
circonscrite  à  une  surface  minimum  algébrique,  et  on  les  détermine 
par  une  construction  commune. 


(')  Die  MinimalfLàvlicn  funfter  Classe,  Dîssert.  GoUin(jeii,   1880. 
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MÉLANGES. 


NICRMMtK. 


GIUSTO  BELLAVITIS. 


Le  6  novembre  1880,  la  Science  a  fait  une  grande  perte  :  c'est  ce 
jour-là  qu'est  mort  le  savant  géomètre  italien  Giusto  Bellavîtis, 
professeur  à  l'université  de  Padoue  et  sénateur  du  royaume  d'I- 
talie. 

Il  serait  téméraire  d'entreprendre  ici  de  tracer  une  Notice  com- 
plète de  sa  vie  et  de  ses  travaux  \  des  existences  si  bien  remplies 
méritent  qu'on  se  recueille  avant  de  les  étudier,  et  pour  cela  le  temps 
est  nécessaire.  Mais  il  nous  est  permis  du  moins  de  venir  payer 
notre  tribut  de  regrets  et  d'admiration  à  la  mémoire  de  ce  géomètre 
éiuinent)  qui  fut  en  même  temps  un  homme  de  bien.  Nous  estimons 
même  que  c'est  un  devoir  pour  la  Science  française  de  ne  pas  lais- 
ser disparaître  dans  le  silence  ceux  qui  ont  poursuivi  la  recherche 
de  la  vérité  et  qui  se  sont  illustrés  dans  cette  recherche,  que  ce 
soit  au  dedans  ou  en  dehors  de  nos  frontières. 

Les  regrets  que  laisse  derrière  lui  Giusto  Bellavitis  seront  parta- 
gés par  toutes  les  personnes  qui  s'intéressent  aux  sciences.  Mais 
combien  ces  regrets  ne  seront-ils  pas  plus  vifs  chez  ceux  qui  ont  eu 
riieureusc  fortune  de  le  connaître  personnellement  et  d'échanger 
avec  lui  des  correspondances  où,  de  sa  part,  se  révélait  constam- 
ment, à  côté  d'une  véritable  puissance  scientifique,  une  exquise 
bienveillance,  toujours  empreinte  de  bonhomie  et  de  finesse. 

M'étant  trouvé  au  nombre  de  ces  favorisés,  je  ressens  plus  vive- 
ment que  personne  la  perte  que  l'Italie  scientifique  vient  de  faire, 
et  ce  n'est  pas  sans  un  profond  serrement  de  cœur  que  je  revois  ses 
lettres,  si  vivantes,  si  jeunes  (qu'on  me  passe  ce  mot),  tracées  par 
une  main  aujourd'hui  glacée. 

Le  lecteur  me  permettra  d'extraire  d'une  de  ces  Lettres,  datée 
du  27  déceml>re  1872,  la  propre  biographie  de  Giusto  Bellavitis, 
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écrite  par  lui-même,  et  certainement  sans  aucune  préoccupation 
de  publicité.  On  n'en  jugera  que  mieux  ce  qu'était  cet  esprit  puis- 
sant et  charmant,  dont  la  correspondance  complète  mériterait  cer- 
tainement d'être  publiée  un  jour  : 

«  Puisque  vous  êtes  assez  bon,  m'écrivait-il,  pour  vous  inté- 
ressera un  vieillard  qui,  sans  doute,  n'aura  jamais  le  plaisir  de  vous 
embrasser  (*)  (et  j'ajoute  en  manière  de  consolation  qu'il  n'y  a  rien 
qui  ne  coûte  en  cette  vie),  je  joins  ma  biographie  à  ma  photogra- 
phie. Né  le  3  2  novembre  i8o3  à  Bassano,  petite  ville  à  ^o  kilo- 
mètres au  nord  de  Padoue,  j'ai  fait  toutes  mes  études  par  moi  seul. 
Ne  poursuivant  pas  ainsi  les  études  oflficielles,  il  semblait  que  la 
carrière  de  l'instruction  publique  dût  m'ètrc  fermée.  Mais,  l'Insti- 
tut vénitien  ayant  été  rétabli  par  l'empereur  Ferdinand,  j'y  fus  ad- 
mis en  1840.  Alors,  l'amitié  de  quelques  personnes  et  ma  chance 
constante  me  firent  nommer  professeur  de  Mathématiques  au  lycée 
de  Vicence  (1842),  puis,  en  1 845,  professeur  de  Géométrie  descrip- 
tive à  l'Université  de  Padoue,  chaire  que  j'échangeai,  après  l'uni- 
fication de  l'Italie,  pour  celle  d'Algèbre  complémentaire  et  de  Géo- 
métrie analytique. 

»  Je  me  suis  marié  en  184^)  et  j'ai  un  fils  unique,  qui  professe 
aujourd'hui,  à  l'université  de  Padoue,  les  applications  de  la  Géo- 
métrie descriptive. 

»  Cette  petite  famille  m'a  rendu  et  me  rend  heureux.  J'ai  en 
plusieurs  amis  ;  la  plupart  sout  morts  prématurément  :  ce  furent  la 
mes  chagrins. 

»  D'un  caractère  toujours  joyeux,  j'aime  la  discussion,  sans  ja- 
mais m'en  sentir  offensé.  Libre  penseur,  libéral  et  un  peu  i*épubli- 
cain  de  sentiment,  mais  monarchiste  par  réflexion,  je  ne  pouvais 
sincèrementet  franchement  accepter  la  domination  étrangère;  mais 
d'ailleurs  je  n'ai  eu  à  en  souffrir  aucune  persécution. 

»  Après  la  libération  de  cette  province,  je  fus  nommé  sénateur 
par  le  gouvernement;  je  le  dus  beaucoup  à  mon  heureuse  fortune 
habituelle,  et  peut-être  aussi  à  ce  qu'alors  il  n'y  avait  pas  beau- 
coup de  professeurs  sur  les  sentiments  italiens  desquels  on  put 


(')  La  prédiction  uc  s'est  pas  réalisée  :  j'ai  en  le  bonheur  de  passer  deux  joun 
avec  Giusto  Rellavilis  lors  d'un  voyage  que  je  fis  à  Padoue  et  Venise  vers  la  fin  (if 
1878. 
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coiiiptLT  (il  s'esl  trouvé  ensuite  que  d'autres  étaient  plus  Italiens 
et  plus  libéraux  que  moi). 

»  Je  suis  allé  plusieurs  fois  à  Florence  et  à  Rome;  mais  ma 
chaire  de  professeur  et  ma  famille  m'ont  toujours  ramené  bien  vite 
à  Padoue.  Ici  la  vie  m'est  douce.  Mes  concitoyens  m'ont  nomme, 
ft  jusqu'à  présent  maintenu,  conseiller  municipal. 

))  Je  mourrai  un  jour  :  le....  » 

Hélas!  ses  amis  étaient  en  droit  d'espérer  qu'ils  ne  seraient  pas 
appelés  aussi  tôt  à  remplir  le  blanc  fatal  qui  termine  cette  autobio- 
graphie; car  Giusto  Bellavitis  a  conservé  jusqu'à  la  (in  la  santé  du 
corps  et  celle  de  l'esprit,  la  vigueur  intellectuelle  et  morale,  et 
cette  philosophie  pratique,  pleine  de  bonne  humeur  et  de  vertu, 
dans  laquelle,  exception  bien  rare  à  notre  époque,  il  se  vante  lui- 
même  d'avoir  trouvé  le  bonheur.  Après  avoir  vécu  heureux,  il  est 
mort  debout,  (c  Je  continueà  jouir  d'une  bonne  santé  »,  m'écrivait-il 
le  10  octobre  1880,  moins  d'un  mois  avant  de  mourir. 

Pourtant,  l'idée  de  la  mort  le  préoccupait  depuis  quelques  an- 
nées. Vers  le  milieu  de  iSjS,  il  fut  sur  le  point  de  suspendre  dé- 
finitivement la  publication  de  l'intéressant  Recueil  scientifique 
qu'il  publiait  sous  le  titre  de  Rivista  di  giornali,  et  il  termina  le 
douzième  fascicule  de  ce  Recueil  par  une  Notice  de  ses  travaux, 
sorte  d'inventaire  de  sa  \ie  scientifique,  qu'il  croyait  déjà  termi- 
née. 

11  suffit  de  parcourir  cette  Notice  pour  se  rendre  compte  de  la 
variété  extraordinaire  des  sujets  auxquels  s'est  appliqué  ce  remar- 
quable esprit,  en  y  apportant  toujours  une  marque  d'originalité  et 
une  extrême  préoccupation  de  la  clarté.  On  sent,  dans  tous  ses  tra- 
\aux,  non  seulement  qu'il  cherche  à  découvrir  des  vérités  nou- 
> elles,  mais  qu'il  a  surtout  à  cœur  de  faire  profiter  les  autres  des 
>érités  découvertes  par  lui. 

Nous  n'essayerons  même  pas  d'analyser  celte  liste  d'Articles,  de 
Mémoires  et  d'Ouvrages  qui  s'étend  de  l'année  i8a6  jusqu'à  1875. 
Arithmétique,  Algèbre,  Géométrie,  Calcul  infinitésimal.  Probabi- 
lités, Mécanique  y  Physique,  Astronomie,  Chimie,  Minéralogie, 
Géodésie,  Géographie,  Télégraphie,  Sciences  sociales.  Philosophie, 
Littérature  même,  il  n'y  a  pour  ainsi  dire  pas  une  branche  des 
connaissances  humaines  qui  n'ait  eu  le  don  d'attirer  son  attention 
et  de  mettre  sou  esprit  en  éveil. 
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Mais  son  principal  titre,  celui  qui  In  placera,  dans  Taveuir  plus 
encore  que  dans  le  présent,  au  nombre  des  géomètres  dont  le  nom 
sera  conservé,  c'est  l'invention  de  la  méthode  des  équipolleiices, 
véritable  doctrine  nouvelle  de  Géométrie  analytique,  très  philoso- 
phique et  très  féconde  à  la  fois. 

Certes,  avant  lui,  on  avait  imaginé  la  représentation  des  quan- 
tités imaginaires  par  des  droites  tracées  sur  un  plan,  issues  d'unt^ 
origine  commune  et  diversement  inclinées  sur  un  axe  fixe  ;  mais  a- 
n'était  là,  pour  ainsi  dire,  qu'une  représentation  conventionnelle, 
très  propre  à  éclaircîr  les  notions  fournies  par  l'Algèbre,  mais  n'al- 
lant pas  plus  loin. 

L'idée  de  renverser  les  termes  de  la  question,  en  instituant  de 
toutes  pièces  le  calcul  analytique  applicable  aux  figures  ])lanes,  le- 
quel se  trouve  identique  avec  l'Algèbre  des  imaginaires,  cette  idée- 
là  appartient  bien  en  propre  à  Giusto  Bellavitis  et  lui  fait  le  plus 
grand  honneur. 

En  développant  cette  doctrine  dans  un  grand  nombre  de  Mé- 
moires, en  l'appliquant  à  une  foule  de  problèmes,  il  a  véritable- 
ment créé  une  nouvelle  méthode  de  Géométrie  analytique,  trop 
inconnue  encore  de  nos  jours,  et  dont  les  principes  essentiels, 
d'une  extrême  simplicité,  méritent  de  passer  dans  l'enseignement. 

De  tous  les  Mémoires  publiés  par  lui  sur  ce  sujet,  celui  qui  con- 
tient l'exposé  le  plus  complet  de  la  méthode  :  Exposition  de  la 
méthode  des  Equipollences,  a  été  traduit,  dans  l'année  18741  en 
Bohème  et  en  France  simultanément,  par  M.  Zahradnfk  dans  le 
premier  de  ces  deux  pays,  et  dans  le  notre  par  l'auteur  de  la  pré- 
sente Notice  nécrologique. 

Précédemment,  sur  des  Notes  communiquées  par  Bellavitis  à 
M.  Hoûcl,  ce  dernier  avait,  en  les  traduisant  et  en  les  publiant 
dans  les  Nouvelles  annales,  commencé  à  initier  les  lecteurs  de  ce 
Recueil  aux  principes  de  la  méthode  des  équipollences. 

Cependant,  comme  il  arrive  parfois,  les  idées  de  Giusto  Bella- 
vitis, même  en  Italie,  n'attirèrent  pas  tout  d'abord  l'attention  des 
savants,  autant  qu'elles  en  étaient  dignes. 

Dans  la  même  Lettre  du  37  décembre  187a,  dont  j'ai  donné  plus 
haut  un  extrait,  je  trouve  encore  le  passage  suivant  : 

<c  J'avoue,  dit-il,  que  depuis  quarante  ans  j'ai  la  persuasion  que, 
sous  un  nom  ou  sous  un  autre,  les  principes  de  la  méthode  (des 
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équipoUences)  finiront  par  être  adoptés.  Mais  je  manque  d'une! 
initiative  persistante,  et  j*ai  été  aussi  un  peu  malheureux.  En  Ita- 
lie, personne  ne  fit  attention  à  mes  idées;  et  si,  après  beaucoup 
d'années,  on  en  a  adopté  quelques-unes,  on  préfère  les  attribuer 
aux  Allemands.  » 

Depuis  lors,  il  semble  qu'un  certain  progrès  s'est  fait,  non  seu- 
lement en  Italie,  mais  un  peu  partout,  au  point  de  vue  de  la  vul- 
garisation de  la  méthode  des  équipollences.  Cependant  ces  progrès 
i»ont  encore  insuffisants  à  notre  avis,  et  ils  ne  deviendront  efficaces, 
ainsi  que  nous  le  disions  tout  à  Thcure,  que  le  jour  où  la  méthode 
sera  introduite  dans  renseignement,  au  moins  par  ses  parties  essen- 
tielles. Il  arrive  ainsi  le  plus  souvent  qu'une  invention  ne  porte  ses 
fruits  et  ne  donne  ses  véritables  résultats  qu'après  la  mort  de  l'in- 
venteur. 

Il  me  resterait,  pour  terminer  cette  Notice,  à  raconter  comment 
(jiusto  Bellavîtis  a  été  brusquement  enlevé  à  rafTectiou  de  sa  fa- 
mille et  de  ses  nombreux  amis,  de  la  façon  la  plus  cruelle  et  la  plus 
imprévue.  Je  ne  puis  le  faire  que  d'une  façon  sommaire,  d'après 
ce  que  m'écrivait  son  fils,  quelques  jours  après  cette  mort  si 
fatale. 

Le  samedi  6  novembre,  après  avoir  passé  la  journée  à  Padoue  pour 
les  examens  de  l'Université,  il  retournait,  à  9^  du  soir,  h  sa  cam- 
pagne de  Tezze,  près  Bassano.  Il  était  joyeux  de  revoir  les  siens, 
après  trois  jours  d'absence.  Quelques  minutes  plus  tard,  descen- 
dant nu  escalier  de  neuf  marches,  il  tombait  la  tète  la  première,  et 
on  le  relevait  au  milieu  d'une  marc  de  sang.  Depuis  lors,  il  ne  re- 
prit pas  connaissance  et  ne  prononça  plus  une  parole. 

Une  congestion  a-t-elle  été  la  cause  de  la  chute,  ou  est-ce  la  chute 
elle-même  qui  a  occasionné  la  mort?  C'est  ce  qu'on  n'a  pu  déter- 
miner exactement.  ((  Peu  m'importe  »,  ajoute  M.  Ernest  Bellavitis^ 
«  du  moment  que  j'ai  la  douleur  de  me  dire  que  je  ne  le  reverrai 
plus  vivant  !  » 

Si  quelque  chose  peut  adoucir  la  peine  de  sa  veuve  et  de  son  fils, 
('est  bien  la  pensée  des  regrets  éternels  que  laisse  derrière  lui  celui 
qu'ils  pleurent.  C'est  aussi  l'assurance  de  cette  renommée  sereine 
eipure  qui  ne  fera  que  grandir  avec  le  temps. 

Proposons-le  comme  modèle,  et  à  nous-mêmes,  et  aux  jeunes  géo- 
mètres de  notre  époque.  Sa  vie  est  digne  de  servir  d'exemple. 
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Ceux  qui,  comme  lui,  poursuivent  sans  relâche  la  vérité  pour  la 
vérité  elle-même,  ceux  qui  font  abnégation  des  petites  préoccupa- 
tions égoïstes,  ceux  qui  ne  conservent  pas  d*aîgreur  contre  leurs 
contemporains  à  raison  de  froissements  personnels,  ceux-là  seuls 
sont  vraiment  les  adeptes  de  la  Science.  Leurs  travaux  ont  pu  n'ètrt* 
pas  appréciés  autant  qu'ils  devaient  l'être,  mais  justice  leur  sera 
rendue  un  jour. 

Ayant  vécu  modestes,  ils  resteront  célèbres  :  Giusto  Bellavitis 
sera  de  ceux-là.  A.  LAisAniT. 


SUR  LE  CONTACT  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

M.  Kummer  a  démontré  que  les  surfaces  du  quatrième  ordre 
douées  d'une  conique  double  peuvent  être  engendrées  de  dix  ma- 
nières différentes  par  le  mouvement  d*une  conique  variable  assu- 
jettie à  rencontrer  en  deux  points  la  conique  double. 

Dans  le  cas  où  ces  surfaces  sont  des  cyclides  générales,  c'est-à- 
dire  où  la  ligne  double  devient  le  cercle  imaginaire  de  l'infini,  les 
coniques  deviennent  des  cercles,  et  il  passe,  par  conséquent,  dix 
cercles  réels  ou  imaginaires  par  chaque  point  de  la  surface.  Celte 
propriété  des  cyclides  m'a  toujours  paru  des  plus  remarquables;  ]vs 
nombreuses  recherches  des  géomètres  sur  les  surfaces  du  troisième, 
du  quatrième  et  du  cinquième  ordre  nous  ont  fait  connaître  des  sur- 
faces admettant  plusieurs  séries  de  coniques;  mais  aucune  d'elles  ne 
contient  un  aussi  grand  nombre  de  séries  de  sections  circulaires  que 
les  cyclides.  Il  m'a  semblé  qu'il  y  aurait  intérêt  à  démontrer  rigou- 
reusement qu'une  surface  ne  peut  admettre  plus  de  dix  séries  de 
sections  circulaires  et  que  les  cyclides  sont  les  seules  surfaces  daus 
lesquelles  ce  nombre  maximum  de  dix  séries  soit  effectivement  at- 
teint. On  verra,  dans  la  suite  de  ce  travail,  que  la  démonstration  de 
cette  proposition  sSe  déduit  assez  facilement  des  théorèmes  généraux 
que  l'on  peut  établir  relativement  aux  contacts  de  différents  ordres 
que  peut  avoir  en  un  point  donné  un  cercle  avec  une  surface. 

J'ai  aussi  étudié  le  contact  d'une  conique  quelconque  avec  une 
surface.  Je  ne  connais  sur  ce  sujet  que  deux  Mémoires  de  M.Tran- 
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son,  ]'un  publié  en  i84i  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de 
M,  lÂouville,  l'autre  en  1870  dans  les  Nouvelles  annales  de  Ma^ 
thématiques.  Ces  Mémoires  intéressants  contiennent  surtout  dos 
résultats  relatifs  à  Télénicnt  introduit  par  M.  Transon  sous  le  nom 
àa  déviation.  J'ai  retrouvé  ces  résultats  et  d'autres  qui  me  paraissent 
nouveaux  (  *  ). 


(')  (!es  recherches  ont  été  communiquées  à  l'Académie  dans  la  séance  du  i3  dé- 
cembre i88d.  Dans  la  séance  suivante,  M.  Moutard  a  présenté  une  réclamation  qui 
nous  parait  fondée,  et  à  laquelle  nous  faisons  droit  en  reproduisant  ici  une  partie 
de  la  Note  de  ce  savant  géomètre,  insérée  à  la  page  io55  du  tome  XCI  des  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 

«  Fui  question  du  contact  des  coniques  et  des  surfaces,  examinée  par  M.  Darboux 
dans  une  Note  insérée  au  dernier  numéro  des  Comptes  rendus  (i3  décembre  1880), 
a  f<ait  l'objet  de  deux  Communications  verbales  que  j*ai  présentées  à  la  Société  phi- 
lomathique  vers  i865.  Dans  la  première,  j'énonçais,  à  cdté  d'autres  résultats,  ceux 
qui,  dans  la  Note  de  M.  Darboux,  sont  relatifs  à  des  coniques  quelconques,  en  excep- 
tant toutefois  le  théorème,  non  le  moins  important,  qui  concerne  les  surfaces  sur 
lesquelles  il  passe,  en  chaque  point,  une  infinité  de  coniques;  dans  la  seconde,  je 
représentais,  à  l'aide  d'une  cubique  gauche,  la  loi  de  distribution  des  cercles  qui 
suroscolent  une  surface  en  un  même  point,  sous  une  forme  assez  simple  pour  per- 
mettre d'en  déduire,  non  seulement  les  propositions  de  M.  Darboux  sur  ce  sujet,  mais 
aussi,  dans  une  certaine  mesure,  les  constructions  correspondantes. 

■  De  cette  dernière  Communication,  il  n'existe  aucune  trace  imprimée,  et  je  n'ai 
par  conséquent  aucune  réclamation  de  priorité  ii  faire  de  ce  chef.  Il  n'en  est  pas  de 
même  de  la  première;  j'en  ai  consigné  les  points  principaux  dans  une  lettre  adressée 
en  i863  au  général  Poncelet,  lettre  dont  l'illustre  géomètre  m'a  fait  l'honneur  de 
publier  nn  extrait  dans  le  Tome  II  des  yipplications  d* Analyse  et  de  Géométrie 
(p.  363  et  364).  (M.  Chasles  en  a  reproduit  une  partie,  en  1870,  dans  son  Rapport 
sur  Us  progrès  de  la  Géométrie,  p.  354.) 

»  Après  avoir  énoncé  et  démontré  à  l'aide  dos  principes  de  Poncelet  un  théorème 
général  sur  le  contact  de  deux  surfaces  en  un  point,  j'ajoute  : 

s  Parmi  les  nombreux  corollaires  que  l'on  peut  déduire  de  ce  théorème  général, 
en  y  joignant  quelques  autres  considérations,  je  me  bornerai  à  citer  les  suivants  : 

B  Si  autour  d'une  tangente  quelconque  menée  à  une  surface ^  en  un  point  A,  on  fait 
tourner  un  plan,  et  que  dans  chacune  de  ses  positions  on  construise  la  conique  qui  a 
en  A  avec  la  surface  un  contact  du  quatrième  ordre,  il  existera  en  général  deux  posi- 
tions du  plan  sécant  pour  lesquelles  le  contact  montera  au  cinquième  ordre.  L'en- 
semble de  tontes  ces  coniques  forme  d'ailleurs  une  surface  du  deuxième  ordre^  en  gé- 
néral simplement  osculatrice  à  la  proposée, 

9  Par  chaque  point  d'une  surface  continue  il  est,  en  général,  possible  de  mener 
vingt-'tept  coniques  ajant  avec  la  surface,  en  ce  point,  un  contact  du  sixième  ordre. 

«  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  donnée  est  du  troisième  degré,  les  positions 
singulières  du  plan  sécant  mené  par  une  tangente  quelconque  pour  lesquelles  le 
coutact  avec  une  conique  peut  monter  au  cinquième  ordre  sont  celles  qui  contien- 
nent les  asymptotes  de  l'indicatrice  relative  au  point  où  la  tangente  considérée  perce 
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Pour  simplifier  les  calculs  relatifs  h  l'étude  de  cette  deruièrc 
question,  j'ai  cherché  quelle  est  la  forme  la  plus  réduite  à  laquelle 
on  puisse  ramener  l'équation  de  la  surface  dans  le  voisinage  d'un 
point  simple,  en  employant  la  transformation  homograpbique  la 
plus  générale.  La  solution  de  cette  dernière  question  m'a  permis 
d'énoncer  quelques  propositions  relativement  au  contact  le  plus 
intime  que  peut  avoir  en  un  point  une  surface  du  secoud  degré 
avec  une  surface  donnée. 


1. 

Considérons  une  surface  quelconque  (S)  et  un  point  simple  Ode 
cette  surface.  Si  l'on  choisit  pour  plan  des  xj  le  plan  tangentenO, 
on  pourra  développer  le  z  d'un  point  de  la  surface  suffisamment 
voisin  du  point  O  suivant  les  puissances  entières  de  a:  et  de  j^  ce 
qui  donnera  une  série  de  la  forme  suivante, 

OÙ  &t,  Gs,  . . .  sont  des  fonctions  homogènes  de  x  et  de^  d'un  degré 
égal  à  leur  indice.  J'examinerai  d'abord  une  question  intéressante 
dont  la  solution  nous  sera  utile  dans  la  suite  de  ce  travail  :  Quelle 
est  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse  ramener  le  déve- 
loppement {i)  en  remplaçant  la  surface  par  sa  transformée  ho- 
mographique  la  plus  générale,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en 
rapportant  la  surface  donnée,  non  plus  à  des  coordonnées  homo- 
gènes ordinaires,  mais  à  des  coordonnées  tétraédriques  quel- 
conques? 

Analytiquement,  ce  double  problème  se  formule  de  la  manière 
suivante  : 

Quelle  est  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse  ramener 


de  nouTcau  la  surface.  On  peut  ajouter  que  le  plan  tangent  en  ce  dernier  point  con- 
tient la  courbe  d'intersection  de  la  surface  osculatrice  formée  par  toutes  ces  coniques 
avec  la  polaire  du  deuxième  degré  du  point  A  par  rapport  à  la  surface  du  troisiéne 
ordre  donnée. 

n  Ces  derniers  énoncés  ont  besoin  de  quelques  modifications  pour  s'étendre  ans 
surfaces  algébriques  de  degré  quelconque,  mois  ce  n*est  pas  le  lieu  d'insister  sur  re 
point.  0 
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le  développement  {i)  en  employant  In  substitution 


z 


»  \  ^ 


Z 

i  -+-  aX 

-+-/»Y-h 

cZ 

/l'X-4- 

//Y-f-r' 

Z 

l  -h  £lX 

-l-ftY-4- 

rZ 

ff^X^h^Y-hc" 

Z 

i-+-rtXH-6Y-h  rZ' 

dans  laquelle  figurent  quatre  fonctions  linéaires  dont  le  détermi- 
fiant  [a'b" —  i'n")  doit  être  différent  de  zéro? 

Si,  au  lieu  de  prendre  d'abord  les  variables  X,  Y,  on  choisit  leurs 
combinaisons  linéaires  a'X  -f-  i'X,  «"Y  -+-  //Y,  on  voit  que  la  sul>- 
stîtution  (2)  peul  ôtre  remplacée  par  la  suivante, 

X-+-AZ 

.r  = 9 

1  -h  Wi  -f-  i/qZ 

3; 


Z 


I  -+-  //jH-  «oZ 
Z 

^  -  ■  ■     ■  -  -  4 

I  -+-  tf|-h  ««Z 


»i  désignant  une  fonction  linéaire  de  X,Y,  et  Uq  une  constante, 
cette  substitution  pouvant  être  suivie  d'une  autre  substitution  li- 
néaire eilectuée  sur  les  seules  variables  X,  Y. 

Si  Ton  porte  les  valeurs  de  x,  j^,  z  tirées  des  formules  (3)  dans 
le  développement  (i),  on  aura 

^_y,(X-^//Z.Y-4-/-Z)        y,(X-h^Z,Y-4-X-Z] 
I  -+-  W, -h  «qZ  (1  -+-  tt|-h  «o^J 

Désignons  par  le  symbole  A  l'opération 

« 

posons,  pour  abréger, 

et  développons  les  diflérents  termes  en  nous  arrêtant  au  quatrième* 
onlrc.  Lfî  développement  de  Z  suivant  les  puissances  de  X,  Y  scîra 
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évidemment  de  la  forme 

et  Ton  devra  avoir 

U,H-  U,-+-  ,..  =  y,;X,Y)(-  1/,-  //,Z-h  «î)  -+-  i-«i)ZA^,-h  VoZ* 

+  ^.,;X,Y)  [i  -  ?.«0 -+- ZA'^3-+- ?4(X,Y]  4- . . . . 

En  remplaçant  Z  j)ar  son  développement  et  égalant  dans  les  d(Mi\ 
membres  les  termes  du  même  degré,  ou  aura 

U3  =  —  «,  Ç;,  -f-  Vî  A'^j  -+-  ^3, 

U4=  (ço—  ''o!'?j  ^  "î?s  -+-U3Ay,—  Wiî^jA^,— ai/,9,H-7>jAT3  -^Vi» 

ou  plus  simplement,  si  Ton  pose 

ils». Ui=Z  v,. 

(  1)4=  ç>4-+-  2i'j9>3-4-  y|pî  -+-  «jA^j—  ?3Ay,-h  î>o?î- 

Les  formules  (4)  montrent  que  la  fonetion  linéaire  v^t  et  la  con- 
stante s^o  sont  absolument  arbitraires.  En  ajoutant  h  et  A*,  on  voit 
que  Ton  a  cinq  constantes  dont  on  peut  disposer  pour  donner  luir 
forme  simple  aux  nouveaux  termes  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre. 

Supposons  d'abord  que  le  point  O  de  la  surface  (  S)  ne  soit  pas  un 
point  à  indicatrice  parabolique.  On  peut  admettre  alors  que 
?2  (^t  j)  ^  d*abord  été  ramené  à  la  forme 

et  Ton  pourra  disposer  des  deux  constantes  contenues  dans  i'i  pour 
faire  disparaître  dans  U,  les  termes  en  X- Y,  XY-,  et  ramener  par 
conséquent  Ua  à  la  forme 

Us=AX»4-DY'. 

Tant  que  (jo  (^fT)  et  (fz  (  J^^y)  n'auront  pas  de  diviseur  commun, 
c'est-à-dire  tant  qu'aucune  des  tangentes  asymptotiques  ne  coupera 
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la  surface  en  quatre  points  confondus  en  O,  les  constantes  A  et  D 
seront  dilTérentes  de  zéro. 

Cela  posé,  et  pour  faciliter  la  discussion  suivante,  supposons  que 
1  on  ait  fait  une  première  transformation  homogi*aphique  dans  la- 
quelle on  se  soit  contenté  d'amener  Us  à  la  forme  précédente.  On 
aura  donc 

9t  =  -rr»     ?z  =  A.r'  -f-  Dy^ , 

i%  si  i  onapplique  la  substitution  (3),  il  faudra  que,  pour  maintenir 

à  U|  la  valeur 

U,=  AX»-+-DY\ 

(m  fasse  ^,  =  o.  Alors  l'expression  de  U4  sera 

j  U4=y4(X,Y)-+-XY(3AXV/-4-3DY'^) 

i  —  (AX'-l-DY»)(XA•-+-Y//)-+-yoX•Y^ 

On  voit  donc  que,  au  moins  ta  ut  que  A  et  D  ne  seront  pas  nuls^ 
on  pourra  disposer  des  constantes  /i,  A,  cpo  de  manière  à  faire  dispa- 
raître soit  les  termes  en  X*,  Y*,  X^Y^,  soit  les  termes  en  X'Y, 
X- Y*,  XY*.  On  pourra  donc  donner  à  U4  Tune  des  deux  formes 

Uv=XY(BX«-hCY»), 
U4=:BX*-+-CY*. 

Choisissons,  par  exemple,  la  première;  nous  obtenons,  pour  le 
développement  de  Z, 

Z  =  XYH-AX»-+-DY»-+-XY(BX«-hCY*)-+-  .... 

^ous  examinerons  à  part  le  cas  d'exception  où  Tuu  des  coefli- 
oients  A,  D  serait  nul  (  '  ) . 


(')  Lfi  même  méthode  s'applique  à  une  fonction  quelconque  de  n  Tariables  indé- 
pcodantet  x,,  ...,  x..  Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  obtenu  le  développement  de 
i^ette  fonction  sous  la  forme 

rt  désignant  une  fonction  homogène  d'ordre  k  des  variables  a-^,  . . .,  x^.  En  effectuant 
d'abord  la  substitution 

on  aura 

z  =:  Ç>, -H  9, -f- .  .  .  . 

On  peut  maintenant  remarquer  que  la  substitution  homographique  la  plus  gêné- 
Bull,  des  Sciences  mathim,^  a*  Série,  t.  IV.  (Octobre  1880.)  23 
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Mais  auparavant  nous  allons  montrer  que,  dans  le  cas  où  A  et  1) 
ne  sont  pas  nuls  <'l  où  Ton  n'a  pas  à  se  préoccuper  d'introduire  dos 
irrationnelles,  on  peut  ramener  A  et  D  à  être  égaux  à  Tunilé. 

raie  peut  se  ramener  à  la  suivante, 

Z 


s  = t 

1  -t-  Mj-h  «,/ 

*        i-hw, -4-W,Z 

où  M,  est  une  constante,  i/,  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  Tariablos  X^.  sui- 
vie d'une  seule  substitution  linéaire  effectuée  sur  les  seules  variables  X,.  En  cherchant 
le  développement  de  /  suivant  les  puissances  de  X,,  ...,  X^,,  on  trouvera,  comnio 
dans  le  texte, 

l  j.  y\  ayant  les  valeurs  définies  par  les  formules 

?..  —  ?i  C  '*n  •  •  •  »  '*«  )  —  "•• 


■        •  « 


Voyons  comment  on  pourra  disposer  des  constantes  contenues  dans  r,,  de  A,, 
//^,  ?•  pour  obtenir  une  forme  réduite  du  développement. 
Posons,  suivant  les  notations  de  la  théorie  des  formes, 

î^    —  A* 

On  disposera  des  constantes  contenues  dans  <'|  de  manii^rc  à  annuler  le  oovariant 
linéaire 

]>ui8  des  constantes  /«,,  A,,  . ..,  /t^,  r/,  de  manière  à  annuler  à  la  fois  l'invariant 


«H  le  covariant  linéaire 


(AaA/(Aac)««,. 


Ces  conditions  ne  sontpas  impossibles,  en  général,  et  conduisent  à  un  développement 
parfaitement  déflni.  11  suffit  maintenant  de  substituer  aux  variables  n  covariants  li- 
néaires des  formes  f?.,  U,,  U^,  . . .  pour  obtenir  un  développement  dont  tons  les 
coefficients  sont  des  invariants  par  rapport  à  toutes  les  substitutions  homographiques 
auxquelles  on  peut  soumettre  les  variables;  ou  bien,  si  Ton  ne  veut  pas  changer  de 
variables,  les  invariants  sont  ceux  du  système  de  formes  f?,,  U,,  U^,  .... 
Nous  touchons  ici  à  cotte  question  des  invariants  diflerentiels,  qui  a  été  l'objet  des 


MÉLANGES.  ]S:'> 

Faisons  la  dernière  substitution 

le  développement  deviendra 

z^ry  -+-— _.r'H y3  ^_  X  V  (  B' x' -f-  C'r' •-+-.. .. 

Or,  on  peut  déterminer  a  et  h  par  les  équations 

\n'=b,     Dh^=fi, 
']ui  donnent 

rt'  =  — --—  9     //'  =r  — — -  n     ah  =  —  ^ 
A*D  AD*  AD 

Kl'on  aura  définitivement 

Cette  forme  réduite  est  plus  simple  que  la  forme  (6)',  mais  ellr 
0  est  pas  unique,  car  elle  subsistera  si  Ton  remplace  x^  y  respecti- 
vement par  flj?,  0*j^,  6  étant  une  racine  cubique  de  l'unité. 

Si  Tune  des  tangentes  asymptotiques  coupe  la  surface  en  quatre 
points  confondus,  on  peut  supposer  qu'une  première  transformation 
homograpbique  ait  ramené  cpj  à  la  forme  kx^^  ou  plus  simple- 
ment x'.  Alors  on  aura 

On  pourra  disposer  de  /2,/r,cpo  de  manière  à  réduire  à  zéro  les  coeffi- 
n'ents  de  X*  Y,  X^Y^,  X*.  La  forme  réduite  du  développement  sera 

ïlonr 

8  Z  — XY-t-X»-f-rtY'X4-^Y*-f-  .... 

Si  l'une  des  constantes  a  ou  b  n'est  pas  nulle,  on  pourra  même  la 
réduire  à  l'unité. 


>roportanteft  recherches  de  M.  Halphen,  en  ce  qui  concerne  les  courbes  planes  et 
touches,  et  même  les  snrfaces  (voir  Journal  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  H,  et 
Thèse  sur  les  invaritutts  différentiels  des  courbes  planes);  je  me  contenterai  des  dé- 
tfloppementA  donnés  dans  le  texte,  qui  étaient  indispensables  pour  la  suite  de  ce 
IrarsiJ, 
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Si  en  chaque  point  de  la  surface  une  tangente  asymptotiquc  coupe 
en  quatre  points  confondus,  la  surface  est  réglée  et  la  forme  (8^/ 
convient  pour  chaque  point  de  la  surface.  Mais  alors  elle  est  beau- 
coup trop  générale.  Si  nous  exprimons,  en  effet,  que  la  valeur  (8) 
de  Z  satisfait  à  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  surfacc^s 
gauches,  qui  est,  comme  on  sait,  en  désignant  par  a,  P,  y,  i  les  déri- 
vées du  troisième  ordre, 

—  6«;35l*  —  6y^sr^  —  Sx'a^  =  o, 

nous  verrons  que  tous  les  termes,  sauf  le  dernier,  sont  au  moins 
du  troisième  ordre,  et,  en  égalant  à  zéro  les  termes  de  moindre  degré, 
nous  obtiendrons  la  forme  réduite 

(9  )  3  =  jTjr  H-  ,r'  -h  lîx*  -h  b x^x  -f-  cx^y*^ 

où  Ton  néglige  les  termes  du  sixième  ordre. 

On  verra  de  même  que  dans  le  cas  d*un  point  parabolique  ordi- 
naire on  est  conduit  à  la  forme  suivante, 

(10)  z  =  .»:•  H-^-'  -h  aya^  -4-  ^/*, 

et,  si  la  surface  a  tous  ses  points  paraboliques,  c'est-à-dire  c«t 
développable,  on  trouvera 

(11)  z  =  .r*-4-jjr'-h  tteH-  .  . ., 

au  moins  tant  qu'un  invariant  du  quatrième  oixlre  ne  sera  pas  nul. 

II. 

On  peut  se  servir  des  formules  réduites  précédentes  pour 
résoudre  différentes  questions.  J'examinerai  les  deux  suivantes. 

Supposons  d'abord  que  l'on  veuille  étudier  les  surfaces  du  se- 
cond degré  ayant  en  G  le  contact  le  plus  intime  avec  la  surface  (S). 
Soit 

(12)  s  1=  xj  4- .«' -h  ^'  -h  .rr(<îx'  -4-  by^ )  -h  .  .  . 

le  développement  de  z.  Toute  surface  du  second  degré  (Q)  avant 
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avec  (S)  un  contact  du  second  ordre  sera  représentée  par  une  équa- 
lîon  de  la  forme 

qui  donne,  pour  le  développement  de  z, 

La  projection  de  la  courbe  d'intersection  des  surfaces  (Q)  l't  (S) 
sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

el  file  a  un  point  triple  à  l'origine,  quels  que  soient  a  et  |3. 

On  ne  peut  pas  disposer  des  constantes  a  et  |3  de  manière  à 
obtenir  un  contact  complet  du  troisième  ordre,  mais  on  peut  les 
choisir  de  telle  manière  que  les  tangentes  au  point  triple  soient 
confondues.  On  a  alors  les  trois  systèmes  de  solutions 

a  =  — 30,      ;3  =  — 36», 
a  =  — 3Ô*,     |5  =  — 30, 

auxquels  correspondent  les  trois  faisceaux  de  surfaces 

/2  =  x/  — 33(    x-h    .r)-h7s», 
i5;  )  z  =  ^j— 3»(  Ox-t-6V-)-t-7»*. 

'  z  =  j-v  — 33(ô»x-|- ©r) -f-7«*. 

U  y  a  dans  les  résultats  obtenus  un  fait  qu'il  importe  de  signaler  : 
les  surfaces  (Q)  ayant  avec  la  surface  (S)  un  contact  du  second 
ordre  dépendent  de  trois  constantes  arbitraires  a,  /3,  y.  II  semble- 
rait donc  qu'on  pourra  disposer  des  constantes  a,  j3,  y,  non  seule- 
ment de  telle  manière  que  les  tangentes  en  O  au  point  triple  de  la 
courbe  d'intersection  coïncident,  mais  encore  qu'elles  coïncident 
avec  une  tangente  quelconque  donnée  à  l'avance.  Ces  conditions, 
qui  pourraient,  en  effet,  être  satisfaites  si  l'on  avait  au  lieu  d'une 
surface  du  second  degré  (Q)  une  surface  quelconque  à  neuf  pa- 
ramètres, ne  peuvent  pas  l'être  dans  le  cas  actuel.  Quand  les  tan- 
gentes au  point  triple  sont  confondues,  elles  le  sont  nécessairement 
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avec  Tune  des  trois  taiigeutes  cléQnies  par  réquatioii 

161  .r'  -+-  j5  =:  o, 

et  il  y  a  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré  pour  lesquelles 
les  tangentes  au  point  triple  se  confondent  avec  l'une  de  ces  tan- 
gentes :  ce  sont  les  surfaces  définies  par  les  équations  (  i5). 

Ces  trois  directions  jouent  le  même  rôle  que  les  directions  prin- 
cipales relativement  au  contact  d'une  sphère  et  de  la  surface  (S),  et 
Ton  voit  que  la  théorie  du  contact  des  surfaces  du  second  degré 
avec  une  surface  quelconque  (  S)  nous  conduit  aussi  à  un  système 
de  lignes  courbes  tracées  sur  la  surface  :  ce  sont  celles  dont  la  tan- 
gente en  chaque  point  serait  définie  par  l'équation  (16).  Kous  pou- 
vons appeler  les  tangentes  tangentes  d'osculation  quadrique  et 
les  lignes  correspondantes  lignes  cl' oscillation  quadrique.  Elles  sont 
définies  par  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre,  qu'il  est 
aisé  de  former  dans  tous  les  cas. 

On  l'obtiendra  en  exprimant  que  la  fonction  de  ---9 

est  un  cube  parfait,  ce  qui  conduit  aux  trois  équations 

3(mr-h  (î)  -J — h  3'/  -h  wr-f-  !x/i/j  =  o, 
dx 

dy 

{37  -h  /*r-f-  amj)—  -h  3j3  -j-  m^-h  2/w  =  o, 

dx 

dy 

(3(3  4-/w/-4-2/m)^  -+-3(a-f-/i/)  =  o, 

entre  lesquelles  il  y  aura  à  éliminer  m,  n.  On  obtient  ainsi  lequa- 
tion  différentielle 


(? 


(17; 


-?|"3-(g)-9"|-H 

,|;3,.-,„(|)-_.„(|)-] 
,r,4,.-,„(|)V6.,(|)V3,.g]=„. 
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qui  est  identiquement  vériBée  dans  le  cas  des  surfaces  du  second 
degré,  comme  cela  était  évident  a  priori, 

La  deuxième  application  que  j'aie  à  indiquer  des  formules 
réduites  consiste  dans  la  détermination  de  la  surface  de  Steiner 
ayant  en  O  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  la  surface  (S).  La 
surface  de  Steiner  dépendant  de  quinze  constantes,  il  y  a  au  plus 
une  surface  de  Steiner  ayant  en  un  point  un  contact  du  quatrième 
ordre  avec  une  surface  donnée.  La  question  est  seulement  de  savoir 
si  cette  surface  existe  effectivement. 

Â  cet  effet,  je  fais  toujours  usage  du  développement  (  12),  et  je 
vais  démontrer  que,  si  Ton  prend  la  surface  de  Steiner  définie  par 
les  formules 

«  -{-  «'j  3  -h  «'s  «S 

j:r= ,      y=^' ï       2= ■ î 

I  -+-  tf  j  I  -h  //j  I  -h  «I 

OÙ  1/2,  v^^  1V3  sont  des  fonctions  homogènes  et  du  secoud  degré  des 
paramètres  a^  ^9  on  peut  disposer  des  constantes  contenues  dans 
^ii  Vt^  w^  de  manière  à  obtenir  le  contact  du  quatrième  ordre  de 
cette  surface  avec  la  proposée.  Pour  cela  je  substitue  les  expres- 
sions précédentes  dans  la  formule  (12)  et  j'écris  que  tous  les  termes 
se  détruisent  jusqu'au  quatrième  degré.  On  obtient  ainsi  sans  diffi- 
culté les  valeurs 


V 


=  -|S«. 


«••  =  —  a'. 


en  sorte  que  la  surface  de  Steiner  cherchée  est  déûnie  par  les  for- 
mules 


X 


'8:  {}-= 


?-«■ 


m. 

Nous  allous  maintenant  commencer  l'étude  des  diflërents  pro- 
blèmes relatifs  au  contact  d'une  conique  et  de  la  surface  (S).  Sun- 
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posons  que  les  axes  des  x  et  des  y  aient  été  elioîsis»  d*une  mauièn' 
quelconque  et  que  la  surface  soit  définie  par  le  développcraenl 

Coupons-la  par  le  plan  dont  l'équation  est 


/      \ 


20  mz-^nx — ^- rz:  o. 

On  aura  une  courbe  plane  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xj 
aura  pour  équation 

(21)  r  — /<x=:  wçj(a:,  j)-4-/iiç>,-h 

La  formule  de  Lagrange  permet  d'obtenir  très  rapidement  le  dé- 
veloppement de  y  suivant  les  puissances  de  x.  Posons  pour  un 
instant  j'  =  Xx.  La  fonction  Çi(jc,^)  se  changera  en  jr*(p/(X),  el 
Téquation  précédente  deviendra 

>  =  «  4-/iij:y,(À)-+-mx'^j(>)  -h  . .  .. 
Elle  est,  comme  on  voit,  de  la  forme 

et  elle  donne,  par  conséquent , 


1  an 


Remplaçons  F[/i)  par  sa  valeur  et  ordonnons  par  rapport  à  a:  ;  nou!» 
aurons  le  développement  de  X  d'où  Ton  pourra  conclure  celui  de  j 
et  aussi  celui  de  z»  On  obtient  ainsi  les  formules 


,     ^.  i  3  =:riî,.r*-|-a,X'* -4-. .  ., 

(  23  )  J 

i  y  —  nxz=z  mafX*  H-  ma^x^  H-  .  .  . , 
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les  valeurs  de  a^,  a^, . . .  ëtaut  données  par  les  formules  suivantes, 


w« 


«*=?*-^-'«{?f?J)'-^-  -^(î^îr» 


/w*  ,   -      .-        /n^ 


MfS  #99^  J9f* 

OÙ  fi  désigne  la  fonction  7i(x,^),  dans  laquelle  on  a  remplacé  a: 
par  i,^par/i,  et  où  les  accents  supérieurs  indiquent  des  dériva- 
tions à  eâectuer.  Au  moyen  de  ces  formules^  auxquelles,  on  le  voit, 
nons  sommes  conduits  pi*esque  sans  calcul,  nous  allons  résoudre  les 
({uestions  que  nous  avons  en  vue. 

G>mmençons  par  étudier  les  coniques  osculatrices,  c'est-à-dire 
les  coniques  ayant  cinq  points  d'intersection  avec  la  surface  con- 
fondus au  point  O.  Soit 

25)  «=:y,(x, /)-f-3(a«-h;5j')-f-7z' 

Téquation  de  Tune  des  surfaces  du  second  degré  qui  sont  oscula- 
irices  à  ^S)  et  qui  contiennent  cette  conique.  Le  développement  de 
la  coordonnée  z  d'un  point  de  cette  surface  nous  donnera,  en  posant 

les  termes  négligés  étant  du  septième  ordre  au  moins.  La  conique 
section  de  cette  surface  par  le  plan  (  P)^ 

f»«  -H  ilX  —   »   =:  O. 


36i  PHEMIÈUE  PAUTIE. 

aura  pour  projection  sur  le  plan  des  xj'  la  conique  dont  rëquatioii 
est 

y  —  n.r.  =z  mb^x^  -h  mb^jc^  H-  . . . , 

et  b^'^  bz-^  •  •  •  seront  définis  par  les  formules  (  24  ),  où  l'on  rempla- 
cera ^25  ?3i  •  •  •  pai*  les  valeurs  qui  conviennent  à  la  surface  du 
second  degré,  vafeurs  définies  par  le  développement  (26).  Posons, 
pour  abréger, 

"1=  «  -T-  (3//; 

on  aura 


h 

—— 

?î» 

b. 

«I?î 

H-'«?î?',. 

h 

"Î?l 

-+-'/?; -f-/w(«, 

i?îr 

-f- 

2 

(fn". 

(27) 


*5="??î+37//,yî-f./w(-i£}yJ-hvyn 


/w*  ,    -      ...       /w* 


0 

Ecrivons  que  la  conique  est  osculatrice  à  la  section  plane  de  (S). 
Nous  aurons  les  équations 

(28)  «1=^1»     «a=^j.     «4=^4. 

dont  la  première  est  identiquement  satisfaite.  Les  deux  dernières 
nous  donnent 

(  291  \ 

Supposons  que  le  plan  sécant  (P)  soit  donné,  c'est-à-dire  que 
Ton  connaisse  m  et  n.  Les  équations  précédentes  contiennent  les 
arbitraires  a,  P,  lio  ?  elles  ne  suffisent  donc  pas  à  déterminer  ces  trois 
arbitraires.  Il  y  a,  en  effet,  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré 
contenant  la  conique  osculatrice  de  la  section  et  données  par  une 
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équation  de  la  forme  (20).  Elles  ont  pour  équation 

j=r  ©,  (x,  j)-t-z(ax-f-  ^jr  -+-72)4-  ^z[mz  -h//jr  — j), 

où  A'  est  arbitraire. 

Mais  nous  pouvons  achever  de  déterminer  la  surface  du  second 
degré  cherchée  en  ajoutant  une  équation  nouvelle  aux  deux  équa- 
tions (29),  par  exemple  en  exigeant  que  dans  la  seconde  de  ces  équa- 
tions les  coefficients  de  ///  soient  égaux  dans  les  deux  membres. 
Alors  on  est  conduit  au  système 

!?3  =  ?f(«-^l5/i), 

qui  donne,  nous  allons  le  voir,  des  valeurs  parfaitement  détermi- 
nées pour  a,  (3,  y. 
On  en  déduit  en  eilet 


»  f 


__  ?ty3  — y-t?a 


?  = 


i 


1 


?i 


et  l'équation  de  la  surface  du  second  degré  correspondante  est 


(32) 


I      =2^?3?î-H3(r-:«j^)(?i?3  — ?8?,)  +  (?jn— ?î).-*- 


Mais  alors  nous  sommes  conduits  aune  importante  conséquence  : 
l'équation  précédente  ne  contient  pas  m;  elle  représente  donc  le 
lieu  des  coniques  osculatriccs  des  sections  par  les  plans  sécants 

mz  -h  nx  — ^=ro, 

où  m  est  variable,  c'est-à*dire  des  sections  dont  les  plans  passent 
par  une  même  tangente.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  dans  une  surface  on  considère  toutes  les  sections  planes  pas- 
^ant  par  une  même  tangente,  le  lieu  des  coniques  osculatrices  de 
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ces  sections  à  leur  point  de  contact  commun  avec  la  tangente  est 
une  surface  du  second  degré  ayant  un  contact  du  second  ordre 
av^ec  la  surface  proposée. 

Ce  théorème  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  de  Meusnier  sur  les 
cercles  oscillateurs  des  sections  planes  passant  par  une  même  tan- 
gente. 

Pour  étudier  plus  complètement  les  surfaces  du  second  cirdn' 
représentées  par  l'équation  (32),  prenons  pour  le  développement 
de  z  la  forme  réduite 

3  =  ar^  -h  .r*  -h j''  -h  Tx[ax^  -h  by*  )  ; 
l'équation  (32)  deviendra 

f331  i  (2  — xr)/i'=zx(2/i*  — /!»)-+- 2r(2«*— «) 

On  voit  qu'il  passe  six  surfaces  de  ce  système  par  un  point 
quelconque  de  l'espace.  Il  passe  donc  par  chaque  point  de  l'espace 
six  coniques  osculatrices  en  un  point  déterminé  d'une  surface  quel- 
conque (S). 

Dans  son  Mémoire  de  184I9  M.  Transon  a  établi  que  le  lieu  des 
axes  de  déviation  des  sections  planes  passant  par  une  même  tan- 
gente est  un  plan.  Cette  proposition  est  une  conséquence  du  théo- 
rème fondamental  établi  plus  haut,  car  ou  sait  que  les  axes  de  dé- 
viation sont  les  diamètres  des  coniques  osculatrices  passant  au 
point  de  contact.  Ces  coniques  se  trouvant  sur  une  surface  du 
second  ordre,  le  lieu  de  leurs  diamètres  sera  le  plan  diamétral  de 
cette  surface  conjugué  à  la  direction  de  la  tangente.  Ce  plan  diamé- 
tral est  représenté  par  l'équation 

ou 

njr  -+-  n^x  -+-  { i  -f-  //'  )  z  =  o. 

On  voit  donc  qu'il  y  a  trois  de  ces  plans  passant  en  un  point  de 
l'espace.  En  d'autres  termes,  il  y  a  trois  sections  planes  dont  Taxe 
de  déviation  coïncide  avec  une  droite  donnée  passant  par  le  point 
de  contact. 

Il  est  intéressant  de  rechercher  quelle  est  la  natun*  du  contact 
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(les  sarfaccs  du  second  degré  contenant  les  coniques  osculatrices 
avec  la  surface  (S).  Le  développement  de  la  valeur  de  z  tirée  de 
I  équation  (33)  est 

z  =  xjr  -\'  XX 


Cl,  par  suite,  la  projection  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface 
da second  degré  et  de  la  surface  (S)  sur  le  plan  des  xj  aura  pour 
équation 

i  S,  ax       ^(2/1»— l)*        .r(2  — /i»)«"| 

Od  voit  que  deux  tangentes  au  point  triple  de  la  courbe  d'intersec- 
tion seront  confondues,  et,  en  outre,  la  tangente  double  coupera  la 
courbe  d'intersection  en  cinq  points  confondus. 

Pour  les  trois  valeurs  de  /i  correspondantes  aux  tangentes  d'oscu- 
lation,  on  aura  les  trois  surfaces  du  second  degré  que  nous  considé- 
rons comme  ayant  le  contact  le  plus  intime  avec  la  surface. 

IV. 

Après  avoir  étudié  les  coniques  osculatrices,  c'est-à-dire  les 
coniques  coupant  la  surface  (S)  en  cinq  points  confondus  en  O, 
cherchons  les  coniques  surosculatrices,  c'est-à-dire  les  coniques 
coupant  la  surface  eu  six  points  confondus.  Pour  cela,  il  faudra 
joindreaux  équations  (28  )  la  suivante, 

ou,  en  tenant  compte  des  valeurs  déjà  données  pour  ^5,  ^s, 

(3  \  '      m* 
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Si  l'on  ronsitlêrc;  la  valeur  de  n  coni me  connue,  ii|  cl  y  sei*oiil 
donnés  par  les  équations  (3i),  et  Téquation  précédente  fera  con- 
naître m.  Coniin(î  elle  est  du  second  degré,  on  voit  que  chacune  des 
surfaces  du  second  ordre  qui  contiennent  les  coniques  osculalrices 
des  sections  menées  par  une  même  tangente  contiendra  deux  co- 
niques surosculatrices.  Remplaçons  dans  l'équation  précédente  «,, 
y  par  leurs  valeurs;  nous  serons  conduits  a  la  relation  suivaiitc 
entre  m  et  /z, 

'34  A  -+-B/wvj4-Cm«s;— o, 

où  A,  B,  C  ont  pour  valeurs 

(35)  l  "^^lôiX V' j~^^^=»^*'~^^*^*^»"+"^'**~'^î'*^^^'' 

Cette  équation  (34)  donne  la  condition  pour  que  le  plan 

mz  -h  nx  —  X  =  o 

détermine  dans  la  surface  une  section  surosculée  en  O  par  une 
conique. 

11  (îst  aisé  de  reconnaître  que  les  fonctions  A,  B,  C  sont  respecti- 
vement des  degrés  9,  6,  3.  L'équation  (34)  représente  donc  un 
cône  de  neuvième  classe;  mais,  comme  elle  est  du  second  degré 
en  m,  on  voit  que  le  plan  tangent  est  un  plan  septuple  de  ce  cône. 
Ainsi  : 

Par  une  droite  quelconque  passant  au  point  de  contact  on  peut 
mener  neuf  sections  surosculées  par  une  conique  au  point  de  con- 
tact; mais,  si  la  droite  est  une  tangente  de  la  surface,  on  ne  peut 
plus  en  mener  que  deux. 

Je  ferai  remarquer  en  outre  que  les  génératrices  de  contact  du 
cône  et  du  ])lan  tangent  sont  les  tangentes  asymptoliques^  qu'il  faut 
compter  chacune  deux  fois,  et  les  droites  que  nous  avons  appeléi»s 
tangentes  d'osculation  quadrique. 

On  peut  se  servir  de  l'équation  de  ce  cône  pour  résoudre  une 
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(juestion  intéressante?.  On  connaît,  en  (](*hors  des  surfaces  du  second 
flegré,  d'autres  surfaces  par  chacun  des  points  desquelles  passent 
uneinfinité  de  coniques:  c'est  ce  qui  alieu  pourla  surface  de  Steiner, 
par  exemple.  Proposons-nous  de  rechercher  toutes  les  surfaces 
jouissant  de  cette  propriété.  Ce  problème,  qui  parait  au  premier 
abord  1res  clifllcile,  peut  être  résolu  d'une  manière  très  simple  à 
l'aide  de  la  méthode  suivante. 

Je  remarque  d'abord  qu'il  n'y  a  pas  de  surface  autre  que  les  sur- 
faces du  second  degré  dont  la  section  par  un  plan  quelconque  se 
décompose  et  contienne  une  conique.  Il  est  aisé,  en  efict,  de  démon- 
trer la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  D  coupe  une  surface  algébrique  en  des  points  qui 
sont  tous  distincts,  et  si  les  plans  passant  par  cette  droite  coupent 
la  surface  suivant  une  section  comprenant  toujours  au  moins 
une  conique,  la  surface  se  décompose  et  contient  au  moins  une 
surface  du  second  degré. 

Par  suite,  il  est  impossible  que  des  plans  quelconques  déterminent 
Jaiis  une  surface  indécomposable,  d'un  degré  supérieur  au  second, 
des  sections  comprenant  chacune  une  conique.  D'autre  part  si, 
comme  nous  le  supposons  ici,  il  y  a  une  infinité  de  tels  plans,  pas- 
sant par  chaque  point  de  la  surface,  il  faut  qu'ils  enveloppent  uni* 
surface  non  développable  :  je  dis  que  cette  surface  est  la  surface 
proposée. 

En  effet,  il  y  a,  par  hypothèse,  une  infinité  de  plans  tangents  du 
cône  (34)  coupant  la  surface  suivant  Une  conique.  Si  donc  le  cône 
•^4)  est  indécomposable,  tous  les  plans  de  ce  cône  devront  jouir  de 
la  même  propriété.  Il  suit  de  là  que  le  cône  (34)  devrait  être  le 
cône  de  sommet  O  circonscrit  à  la  surface  enveloppe  des  plans  cou- 
pant la  surface  (S)  suivant  une  section  conique.  Or  un  des  plans 
langeuls  de  ce  cône  coïncide  avec  le  plan  tangent  en  O.  On  voit 
donc  que  la  surface  enveloppe  des  plans  déterminant  dans  (S)  des 
sections  coniques  ne  peut  être  que  la  surface  (S)  elle-même,  et,  par 
conséquent,  le  cône  (34)  ne  serait  autre  chose  que  le  cône  de  som- 
ïnct 0  circonscrit  à  la  surface  (S). 

Or,  je  dis  que  cela  ne  peut  être.  De  même  que  la  section  par  un 
plan  tangent  eu  un  point  simple  a  seulement  un  point  double  au 
point  de  contact,  les  tangentes  en  ce  point  double  étant  les  tan- 
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gentcs  asymptoliques,  de  même  ]e  cône  circonscrit  à.  une  surface 
ayant  son  sommet  en  un  point  simple  admet  seulement  le  plan  tan- 
gent pour  plan  tangent  double,  les  génératrices  de  contact  de  ce 
plan  tangent  double  étant  les  tangentes  asymptotiques.  Or  le  cône 
(  34)  admet  le  plan  tangent  pour  plan  tangent  septuple.  Donc,  tant 
qu'il  sera  indécomposable,  les  sections  par  ses  plans  tangents  ne 
pourront  être  des  coniques. 

Il  faut  donc  que  le  cône  se  décompose.  Cela  ne  peut  arriver  que 
de  deux  manières  différentes  :  ou  bien  il  y  aura  un  facteur,  fonc- 
tion de  /i,  qui  sera  commun  à  A,  Bf  29  Cf  ^  ^  ^ti  bien  l'équation  du 
second  degré  en  m  admettra  deux  racines  rationnelles. 

La  première  supposition  est  impossible.  Pour  que  la  suppres- 
sion d'un  facteur  commun  réduisît  le  cône  à  admettre  le  plan 
tangent  au  plus  comme  plan  tangent  double,  les  génératrices  de 
contact  étant  les  tangentes  asymptotiques,  il  faudrait  que  Cfùl  nul 
ou  que  Cf2  divisât  A,  c'est-à-dire,  si  l'on  se  reporte  a  l'expression 
de  C  et  de  A,  que  fs  divisât  fs-  Mais,  si  C  est  nul,  il  résulte  delà 
dernière  des  formules  (35  )  que  f  3  est  encore  divisible  par  ^^.  Cette 
condition  devant  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la  surface  (S). 
c;elle-ci  serait  du  second  degré,  car  ses  tangentes  asymptotiques  la 
couperaient  constamment  en  quatre  points  confondus. 

Il  reste  donc  à  examiner  le  cas  où  les  deux  valeurs  de  m  données 
par  la  formule  (34)  sont  rationnelles.  On  aura  alors 

K  désignant  un  polynôme  du  sixième  degré,  et  l'on  aura  pour  m  les 
deux  valeurs 


m 


B-f-K                        B  — K 
y,= ^çT'     '«T.  = -^ 


Les  deux  cônes  correspondants  â  ces  deux  valeurs  de  m  admettent 
tous  les  deux  le  plan  tangent  de  (S)  au  moins  pour  plan  tangent 
double,  car  nous  avons  déjà  vu  sur  l'équation  (34)  que  ^^  ne  sau- 
rait disparaître  comme  facteur  commun  à  A,  B,  C.  Donc,  dans  tous 
les  cas,  l'enveloppe  des  plans  déterminant  dans  (S)  des  sections 
coniques  ne  peut  être  que  la  surface  (S)  elle-même,  ou  du  moins 
elle  comprend  cette  surface. 

Les  deux  cônes  précédents  ne  peuvent  d'ailleurs  être  admis  si- 
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miiltanéinent,  leur  eusemble  constituant  un  cône  qui  admet  le  plan 
tangent  à  (S)  au  moins  comme  plan  quadruple.  Chacun  d'eux, 
d'ailleurs,  devra  être  rejeté  tant  que  le  numérateur  de  l'expression 
correspondante  de  mço  ne  sera  pas  exactement  divisible  par  le  dé- 
nominateur C,  car  il  admettrait  alors  le  plan  tangent  à  (S)  au  moins 
comme  plan  tangent  triple,  ce  qui  est  généralement  impossible.  Si 
le  numérateur  est  exactement  divisible  par  le  dénominateur,  et  seu- 
lement dans  ce  cas,  le  cône  peut  être  admis  ;  mais  alors  il  est  de  la 
troisième  classe.  On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas,  le  cône  de 
sommet  O  circonscrit  à  la  surface  (S)  sera  de  troisième  classe.  On 
déduit  facilement  de  cette  proposition  la  solution  complète  de  la 
question  proposée. 

La  polaire  réciproque  (  S')  de  (S)  sera  en  effet  du  troisième  ordre 
et,  comme  la  surface  (S)  est  coupée  par  chacun  de  ses  plans  tan- 
gents suivant  une  conique  au  moins,  il  faudra  que  le  cône  du  qua- 
trième ordre  circonscrit  à  (S')  et  ayant  son  sommet  en  un  point 
de  (S')  se  décompose  et  contienne  un  cône  du  second  degré.  Il  devra 
donc  se  réduire  à  deux  cônes  du  second  degré,  et,  par  conséquent, 
la  section  complète  de  (S)  par  son  plan  tangent  devra  se  composer 
de  deux  coniques  :  on  reconnaît  la  surface  de  Steiner. 

Dans  la  discussion  précédente,  nous  avons  omis  le  cas  où  la  sur- 
face est  réglée.  Si  Ton  se  sert  alors  de  la  forme  réduite  (9)  donnée 
plus  haut,  on  trouvera  que  l'équation  du  cône  (34)  devient 

/!*/?!*  H-  3«/w  -4-2-4-  an^  -h  ait^  -f-  ni'*  =:  o. 
Pour  qu'il  se  décomposa»,  il  faudra  que 

^)il  un  carré  parfait^ 

et  alors  on  aura  les  deux  cônes  partiels 

2/1//Î  = —  3  du  I  —  9./f//'  1. 

Quel  que  soit  celui  de  ces  cônes  que  Ton  prenne  (et  Ton  ne  peut 
prendre  les  deux  à  la  fois),  on  voit  qu'il  est  du  second  degré.  Donc 

B«U,  drs  Sciences  mathém.,  i*  Sôrîe,  t.  IV.  (Octobn'  iS8o.)  ^4 
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la  surface  réciproque  de  la  surface  chercliéc  devra  être  fx>upëe  par 
son  plan  tangent  suivant  une  droite  et  une  conique  :  ce  sera  la 
surface  réglée  du  troisième  degré. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

En  dehors  des  surfaces  du  second  ordre^  il  n'y  a  que  la  sur^ 
face  de  Stciner,   la  surface  réglée  du  troisième  ordre   et  leurs 
variétés  qui  contiennent  une  infinité  de  coniques  passant  par  chaque 
point  de  la  surface, 

V. 

Après  avoir  considéré  les  coniques  qui  coupent  la  surface  en  six 
points  confondus,  et  qui  sont  en  nombre  illimité^  cherchons  com- 
bien il  y  a  de  coniques  coupant  la  surface  (S)  en  sept  points  consé- 
cutifs. Pour  cela  il  faudra  ajouter  aux  équations  déjà  données  la 
suivante  : 

En  y  remplaçant  a^  ^^  y  par  leurs  valeurs,  on  trouve  Téq nation 
suivante, 

(  36^  A'  -h  B'/n^i  -h  C  m^ffl  -+-  lYm^ff]  =  o, 

où  Tou  a 

^''  =  ?]  ?*   -+-   2?i  ?3*3  —  ^  IPi  ?V?*    —  ?l  yt?"..  -+-  4  ?i  ?J  V'i  —  "  2?3?i?î  fl 

~  3  ?i  ?ï  "+-  ^?i  ? j  ?3  —  ?i  ?3  ti  —  ^Tî^a  ?i  —  2 ?i ?ï  ?t  ?i  ^-  ^?3 ?«'• 

Au  lieu  de  Téquation  (36)  nous  prendrons  celle  que  Ton  obtient 
en  en  retranchant  l'équation  (34)  multipliée  par  ']^^^^\^\^  ^^  nous 
aurons  ainsi 
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on  A",  IV ^  C,  f)"  ont  les  valeurs  suivantes 

—  1?2  ?.»  —  ï  ?3  ?2  ?3  —  ?2  ?3  ?2  -+-  ?2  ?3  ?2 


l  -+-   *?î?3?r/2—  ?3?2'' 


On  peut  encore  indiquer  ces  expressions  abrégées, 

qui  montrent  presque  immédiatement,  parla  décomposition  en  (rac- 
lions rationnelles,  que  C",  D"  sont  respectivement  du  sixième  et 
du  troisième  degré.  On  verra  facilement  que  IV  est  du  neuvième 
degré. 
Si  donc  Ton  pose 

on  aura  a  éliminer  u  entre  les  deux  équations 

(  A +  B« -+-C«-=:o, 

38 

j  A''-+.B''£/+C"«*-+-D"«^r=o, 

où  les  degrés  des  coeiBcients  par  rapport  à  n  sont  en  progression 
arithmétique  dans  les  deux  équations  :  9,  6,  3  pour  la  première,  12, 
9.  6;  3  pour  la  seconde.  Donc,  d*après  les  règles  connues,  on  sera 
conduit  à  une  équation  finale  en  n  qui  sera  du  trente-troisième 
degré.  Mais  je  vais  montrer  que  cette  équation  admet  le  facteur 
étranger  f^  et  qu'elle  se  réduit,  par  conséquent,  à  une  équation  du 
ifingt-seplième  degré  après  la  suppression  de  ce  facteur. 

Considérons  en  effet,  dans  les  équations  (38),  u  eKf^  comme  les 
seules  variables,  et  traitons  pour  un  instant  toutes  les  autres  fonc- 
tions «^3,  0 2 ,  . . .  comme  des  constantes.  Il  est  aisé  de  reconnaître 
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c|uc  [)our  '-^'2=^  o  l^'s  équations  ont  une  racine  commune.  En  clîel. 
pour  f  2  =  <>i  elles  se  réduisent  aux  suivantes, 

cjui  admettent  la  racine  commune 

?2  "  —  —  93- 

J.a  résultante  des  écjuations  (38)  admettra  donc  92  en  facteur. 
Mais,  si  l'on  forme  la  combinaison 

f3//'>'.,  -  'y^.,-^y/'''^'^~',^''^'A  (A  -4-  B«  -+-  Cl/*  • 

-+-  A"-+-  B" // 4- C" «» -+-  D''//='=io, 

ou  reconnaîtra  aisément  que  cette  équation,  si  Ton  y  considère  m 
et  Oo  comme  les  coordonnées  d'un  poiiit,  représente  une  courbe 
avant  un  point  triple  déterminé  par  les  valeurs 

Il  suit  de  là  c|ue,  dans  la  résultante,  o^  doit  se  trouver  eu  facteur, 
il  est  aisé  de  démontrer  que  la  résultante  n^est  pas  divisible  par  une 
plus  haute  puissance  de  On  (*)•  Donc,  elle  se  réduira  exactement 
au  vingt- septième  degré.  Ainsi  : 

Il  y  a,  en  général,  vingt-sept  coniques  qui  coupent  une  surface 
quelconque  en  sept  points  confondus  en  un  point  simple  de  cette 
surface. 


(*)  On  peut  suivre  pour  cela  deux  voies  différentes  :  soit  montrer  qu'nuciiiic  com- 
binaison linéaire  des  deux  équations  {^H)  ne  peut  conduire  à  une  équa^on  qui  repré- 
sente une  courbe  ayant  un  point  quadruple  correspondant  aux  râleurs 

f,=  o,    ç>;w  =  — 5.,. 

suit  montrer  que  les  tanccnle»  au  point  triple  de  la  courbe  contidéiée  dans  le  texte 
sont  distinctes  de  la  tanjrente  à  Tune  des  courbes  repi-éscntées  par  Téquatiou  (3S} 
au  mémo  point. 

.l'ai  encore  calculé  un  exemple  numérique  dans  lequel  IVqnation  ne  contient  p.n» 
^,  u  une  puissance  siiper!euie  à  la  troisième. 
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Dans  le  cas  des  surfaces  du  troisième  degré,  cos  vingl-scpt 
œniques  sont  celles  qui  sont  tout  entières  sur  la  surface  et  qui 
passent  par  le  point  considéré.  On  peut  donc  déduire  du  théorème 
qui  précède  la  démonstration  de  Texistence  de  vingt-sept  séries  de 
coniques  ou  de  vingt-sept  droites  sur  la  surface  du  troisième  ordre. 
Mais  de  ce  résultat  particulier  on  n'aurait  pu  conclure  le  tliéorème 
précédent,  car  nous  avons  employé  les  ternies  des  six  premiers 
ordres  du  développement  de  z,  et  il  n'existe  pas  de  surface  cubique 
ajant  en  un  point  avec  une  surface  donnée  un  contact  du  sixième 
ordre. 

VI. 

x\près  avoir  traité  le  cas  des  coniques  quelconques,  nous  allons 
examiner  en  particidier  les  cercles  et  étudier  les  questions  relatives 
au  contact  des  cercles  et  de  la  surface  (S). 

Soient 

les  équations  d'un  cercle  tangent  k  la  surface.  En  combinant  la  pn;- 
mièrede  ces  équations  avec  celle  de  la  surface,  on  a  les  développe- 
ments déjà  donnés 


•   •    • 


(     Z  rn:  O^JT  -+-  a.,x'  H-  .  .  .  . 

Pour  avoir  l'équation  qui  déGnit  les  points  d'intersection  du 
aTcleet  de  la  surface,  il  faut  porter  ces  valeurs  dej^  et  z  dans  la 
iecoude  des  équations  (89  ),  qui  peut  s'écrire 

.r*  1 1  -h  /i'    -+-  2  mnx:.  -+-  r*  [  i  H-  w*  ''.  —  2  R  s  =  o. 
On  a  donc 


X* 


(  I  -+-  n*  —  '2  R  «  1  )  -h  (  2  mna^  —  2  R  « ^  )  ./;* 

-4-  X*  [ (  I  -r  m*  )  r/ *  -h  2  m//«3  —  2  Rrt^  j  -h  .  .  .  =  o. 

Pour  que  le  cercle  soit  osculaleur,  il  faut  que  l'on  ait 

1  4-  Z/-::^  2R</2, 
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et  celte  équation,  donnant  une  valeur  de  R  indépendante  de  m, 
établit  l(;  théorème  deMeusnier. 

Pour  (jue  le  cercle  ait  un  contact  du  troisième  ordre,  il  faut  que 
Ton  ait 

l  -h  fl^=  2Rv1j, 

mna^  r^  R  «3 . 

Kliniinons  R,  (;t  remplaçons  «a,  «3  par  leurs  valeurs^  nous  ob- 
tiendrons Téquation 

'41)  2 m/iffl  =111  (j/3  -+-  m  <p, y j  )(<-+-  '?*  • 

Cette  équation,  établissant  une  relation  entre  ni  et  w,  définit  tous  les 
plans  coupant  la  surface  suivant  des  courbes  ayant  un  sonwiet  à 
l'origine.  On  peut  Técrire 

{  U)  /w<yî[2//7,—  ;  I  H-  /i')^'J  —  fi[l  -+-  //']  -  O. 

Sous  cette  forme  on  voit  facilement  que  le  coefticienl  de  mç^  ^st  du 
second  degré  seulement.  L*équation  représente  donc  un  cône  de 
cinquième  classe  ayant  le  plan  tangent  pour  plan  quadruple.  Ainsi  : 

Les  plans  tjui  coupent  la  surface  suwant  des  sections  surosculèes 
par  des  cercles  au  point  O  enveloppent  un  cône  de  cinquième 
classe  admettant  le  plan  tangent  pour  plan  quadruple.  En  d'autres 
termes^  il  en  passe  cinq  par  un  point  quelconque  de  l'espace  et 
un  seul  par  une  des  tangentes  de  la  surface. 

On  peut  écrire  Téquation  du  cône  en  rétablissant  rhomogénéité. 
Remplaçons  n  par  -  »  ni  par  -;  Téquation  du  plan  sécant  deviendra 


(43)  «Z-HjX  —  .rY^ro, 

et  l'équation  (42)  prendra  la  forme 

Sous  cette  forme  on  voit  que  les  quatre  génératrices  de  contact  du 
cône  et  du  plan  tangent  sont  les  deux  tangentes  asymptotîqucs  et 
les  deux  tangentes  principales. 
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Dans  le  cas  des  surfaces  enveloppes  de  sphères,  (f^(jc^j)  admet 
en  fadeur  une  des  directions  principales  et  le  cône  se  réduit  à  la 
quatrième  classe.  Pour  la  cyclide  de  Dupin,  le  cône  se  réduit  à 
la  troisième  classe,  les  deux  directions  principales  étant  en  facteur 
dans  93  (  «r,  j'  ) .  Il  en  est  de  même  dans  le  cas  des  surfaces  du  second 
degré,  mais  pour  une  raison  différente,  ^ 3  étant  divisible  par  (P2. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  lieu  des  normales  aux  cercles  situés  dans 
leurs  plans  sera  en  général  un  cône  du  quatrième  ordre,  dont 
Téqualion  sera 

L'ordre  de  ce  cône  s'abaissera  dans  les  mêmes  cas  et  de  la  munie 
({uanlité  que  la  classe  du  cône  précédent. 

Enfin  cherchons  le  lieu  de  tous  les  cercles  surosculateurs,  et  pour 
cela  nous  supposerons  qu'on  ait  pris  pour  axes  des  x  et  desj'  les 
directions  principales;  alors 

«Pj  (  /î  ]  =  a  -h  ^/î  H-  r/i*  -h  ffn^, 
et  les  équations  du  cercle  seront 


l     X*H-   >'*-+-  Z'—  3  r—-^ 

1  *^  «  -h  Qn* 


, .  T  fx.  -r-  iJ/l 

4)  i 

i    ?3(i-h/iM 

Entre  ces  équations  il  faudra  éliminer  n^  ce  qui  se  fait  sans  difii- 
culté. 

Posons,  pour  abréger, 

Les  équations 

U  =  o,     V  —  o 

représenteront  les  sphères  principales,  et  Ton  aura 
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La  seconde  des  équations  (^5  )  peut  s'écrire 

[ ri  -4-  r//' ':  û^  -f-  2  ,' a  —  fi'  fi* .r  =r  /z T ^  >  I  a  =  ^  i  —  i*  —  r//ï* ]. 

Si  Ton  y  remplace  //  par  sa  \aleur,  on  aura 

équation  du  dixième  degré  qui  représente  une  surface  ayaut  pour 
ligne  triple  la  courbe 

U  =  o,     \  =  o 
ou 

et  pour  ligne  double  la  courbe  (K)  du  sixième  ordre  représentée 
par  les  équations 

la  solution  U=  o,  V  =  o  étant  exclue. 

Cette  surface  est  évidemment  unicursale,  et  elle  est  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques,  par  rapport  au  point  0, 
d'une  surface  réglée  du  cinquième  ordre. 

Mais  c'est  surtout  la  ligne  double  qu'il  est  intéressant  d'étudier; 
elle  est  définie  par  les  équations  (47))  ^ui  montrent  sans  difliculté 
qu'elle  est  la  réciproque  d'une  cubique  gauche  par  rapport  au 
point  O. 

En  edet,  si  l'on  emploie  les  formules 

•^       il       X  i    I        ^  i  f 

—  —  A.r,       —  —  f»  }   ,       — j  —  Aw, 


&*  6*  0 

1  «  i 


ces  équations  deviennent 

«  (  5  —  /  3'  ]  —  f  (  «  —  A-z'^  -4-  2  (  3  —  a)  (rt  —  Az')  y  ^  o, 
r/(«-  /•-')  — /.(S— A-3')-f-2(a— S](;5  — /-s'jy^o. 

Voici  quelle  est  l'origine  de  cette  courbe.  Prenons  une  sphère  quel- 
conque tangente  en  O  à  la  surface.  Cette  sphère  coupera  la  surface 
(S)  suivant  une  courbe  ayant  en  O  deux  tangentes  symétriques  par 
rapport  aux  directions  principales.  Les  sections  déterminées  par  K**^ 
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plans  passant  par  ces  deux  tangentes  auront  leurs  cercles  oscula- 
teurs  sur  la  sphère  considérée.  Il  y  en  aura  deux,  une  pour  chaque 
tangente,  qui  seront  surosculées  par  leurs  cercles  osculateurs  *,  ces 
deux  cercles  se  coupent  au  point  O  et  en  un  autre  point  qui  décrit 
la  ligne  double  précédente. 

11  résulte  de  là  une  propriété  remarquable  de  cette  ligne 
double  (K)  :  par  chaque  point  de  cette  courbe  il  passe  deux  cercles 
coupant  la  siu*face  en  quatre  points  confondus.  Si  donc  on  trans- 
forme la  surface  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant, 
pour  pôle  un  point  de  la  courbe  double,  ces  deux  cercles  se  trans- 
formeront eu  droites  tangentes  qui  couperont  la  surface  en  quatre 
points  confondus.  En  d'autres  termes,  les  tangentes  asymptotiques 
de  la  surface  transformée  la  couperont  en  quatre  points  confondus  ; 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  il  y  aura  des  surfaces  du  second  degré 
ayant  avec  la  transformée  un  contact  complet  du  troisième  ordre. 
Ainsi  : 

Le  lieu  des  pôles  des  inversions  qui  transforment  une  sur- 
face [S)  en  une  autre  ayant  au  point  homologue  d'un  point  déter- 
miné 0  rfe  (S)  un  contact  du  troisième  ordre  av^ec  une  sut]face  du 
second  degré  est  une  courbe  du  sixième  ordre  qui  est  l'iny^erse, 
par  rapport  au  point  O,  d'une  cubique  gauche. 

Cestlà  un  résultat  intéressant  et  dont  nous  aurons  à  faire  usage. 
Dans  le  cas  où  le  point  O  est  un  ombilic,  l'équation  du  cône  (4^) 
so  réduit  à 

Alors,  tous  les  plans  passant  par  une  des  droites  représentées  par 
I  équation 

couperont  eflectivement  Tunique  sphère  principale  ayant  avec  la 
surface  un  contact  du  second  ordre,  suivant  des  cercles  coupant  la 
surface  en  quatre  points  consécutifs. 

Quant  aux  plans  passant  par  les  droites  de  coefficient  angulaire 
^i,  ils  ne  peuvent  donner  de  véritable  cercle  et  ils  doivent  ôtre 
écartés. 


3-s  imu:mièke  paktik 


\JI. 

Clierchons  maîiitenanl  les  cercles  qui  coupent  la  surface  au 
point  O,  en  cinq  points  consécutifs.  Pour  cela,  il  faudra  joindre 
aux  deux  équations  déjà  obtenues  la  suivante  : 

Eliminant  R  et  réduisant,  nous  avons 

Si  Ton  élimine  ni  entre  cette  équation  et  Téquatiou  (42),  on  ar- 
rive à  un  résultat  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


«?►',(  1  -t-  «*)  1=0. 


Il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  est  du  dixième  degré.  En 
introduisant  T homogénéité  et  remplaçant  n  par  -  9  elle  devient 


/    t)<pî  ()f,\ 


J.rèlv J  ~ 


"/jrTr.l^'»- 


Ainsi,  il  y  a  dix  cercles  surosculateurs  passant  en  un  point  simple 
de  la  surface.  Leurs  traces  sur  le  plan  tangent  sont  déterminées  par 
Téquation  précédente. 

Je  dis  qu'il  ne  saurait  y  en  avoir  davantage  si  le  point  n'esl  pa5 
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un  ombilic.  En  ellel,  pour  que  l'équation  précédente  soit  vériiiéc 
identiquement,  il  faut  que  le  seul  ternie  de  cette  équation  qui  ne 
contienne  pas  le  facteur  X'-f-j  ^, 


soil  exactement  divisible  par  x^-i-j^.  Le  second  facteur,  égalé  à 
zéro,  donne  les  directions  principales,  nécessairement  rectangu- 
laires ;  il  ne  peut  admettre  le  diviseur  x*  -f- j^^.  Il  faut  donc  que  (fl 
ou  Çj  soit  divisible  par  x^-h  j^,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ce  qui  exprime  que  le  point  est  un  ombilic. 
Mais  alors,  nous  l'avons  vu,  l'équation  du  cône  (4^)  se  réduit  à 

OU,  eu  supprimant  le  facteur  (i  -f-  /i^)  =  o,  qui  ne  donne  aucune 
véritable  solution,  à 

L'équation  (48)  se  réduit  alors  à  la  suivante, 

qui,  jointe  à  l'équation 

détermine  les  véritables  cercles  coupant  la  surface  en  cinq  points 
confondus^  ces  cercles  sont,  en  général,  au  nombre  de  trois, 
excepté  dans  les  cas  suivants  : 

Si  une  racine  de  ^ 3  est  double  et  si  la  valeur  correspondante  de  m 
est  indéterminée,  il  y  aura  une  infinité  de  cercles  correspondants  à 
cette  racine,  c'est-à-dire  ayant  la  même  trace  sur  le  plan  tangent. 

En  second  lieu,  si  93  est  identiquement  nul,  c'est-à-dire  si  la 
surface  a  un  contact  du  troisième  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé 
avec  une  sphère,  il  pourra  évidemment  y  avoir  une  infinité  de 
cercles,  tous  situés  sur  cette  sphère  et  coupant  la  surface  en  cinq 
ou  plus  de  cinq  points  consécutifs. 
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jNous  pouvons  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

*SV  en  un  point  simple  d'une  surface  il  passe  plus  de  dix  cercles 
coupant  la  surface  en  cinq  points  consécutifs  réunis  en  ce  points 
ce  point  est  un  ombilic. 

Il  n'existe  pas  de  surface  admettant  plus  de  dix  séries  de  sec- 
tions circulaires. 

Car  tous  les  points  d*une  telle  surface  devraient  être  des  om- 
bilics. 

On  j)eut  ajouter  que,  si  une  surface  contient  dix  séries  distinctes 
de  sections  circulaires,  elle  ne  saurait  être  une  surface  enveloppe 

de  sphères,  car  alors  Çj  et  J^'-p: — J  ~^  auraient  un  facteur  com- 
mun, et  l'équation  (49)  aurait  une  racine  double  correspondante  à 
ce  facteur.  Par  la  même  raison,  on  voit  qu'aucun  des  cercles  ne 
sera  tangent  à  une  section  principale. 


VII. 

]Nous  pouvons  maintenant  démontrer  que  toute  surface  qui  admet 
dix  séries  de  sections  circulaires  est  nécessairement  une  cyclide. 
En  effet,  si  les  dix  cercles  définis  par  Téquation  (48  bifi)  appar- 
tiennent à  la  surface,  ils  pourront  être  considérés  comme  la  coupant 
au  moins  en  six  points  confondus  en  O,  et,  par  conséquent,  la  va- 
leur de  m  qui  leur  correspond,  et  qui  est  définie  par  Téquation  (42), 
devra  satisfaire  aussi  à  l'équation  (  34  )?  qui  exprime  que  la  conique 
de  section  par  le  plan 

mz  -h  n.r  — jr  =r  o, 

conique  qui,  ici,  est  un  cercle,  coupe  eu  six  points  confondus  au 
point  O.  On  est  ainsi  conduit  à  l'équation 

(Soi     |^t'-''?*-('-^''')y«l' 


Cette  équation  du  treizième  ordre  devra  admettre  toutes  les  racines 
de  l'équation  du  dixième  ordre  (  48  bis  ) .  Au  lieu  d'effectuer  le  calcul 
auquel  on  serait  ainsi  conduit,  je  vais  employer  l'artifice  suivaiil. 
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Considérons  la  sphère  contenant  l'un  des  cercles  (C)  et  tangente 
eu  0  à  la  surface.  La  section  de  la  surface  par  cette  sphère  aura 
un  point  double  en  O.  L'une  des  tangentes  en  ce  point  double  sera 
la  tangente  au  cercle  (C).  L'autre  tangente,  symétrique  de  la  pre- 
mière par  rapport  au£  directions  principales,  en  sera  nécessaire- 
ment distincte,  et  par  cette  tangente  il  passera  un  cercle  (  C  )  cou- 
pant la  surface  en  cinq  points  confondus.  Ce  cercle  sera  évidemment 
situé  sur  la  même  sphère  que  le  cerchî  (C),  et  il  coupera  ce  cercle 
{C)en  un  point  M  différent  du  point  O,  et  qui  appartiendra  à  la 
courbe  (K),  considérée  au  §  V.  Si  donc  on  transforme  la  sur- 
faa»  proposée  (S)  par  inversion,  en  prenant  ce  point  M  pour  pôle 
deTinversion,  elle  se  transformera  en  une  surface  (S')  qui  contiendra 
maintenant  une  de  ses  tangentes  asymptotiques,  et  pour  laquelle 
fs  sera  divisible  par  90 • 

jNous  allons  introduire  cette  double  hypothèse  dans  les  équations 
à  considérer. 

Supposons  que  Ton  prenne  pour  axe  des^  celte  tangente  asym- 
ptolique,  qui  fait  partie  de  la  surface  ;  on  aura 

Quant  à  cp4,  05,  ils  seront  divisibles  par  x.  Donc,  quand  on  rempla- 
cera X  par  I,  j^  par  /i,  la  fonction  cp,  sera  de  degré  1  —  1  en  n.  On 

aura 

?î(«)  =  A(/i-f-/i). 

On  peut  même,  en  prenant  une  surface  semblable  à  la  proposée, 
remplacer  A  par  l'unité  et  poser 

On  aura 

et  il  résulte  de  l'expression  (35)  de  C  que  C  sera  nul. 

Mais  alors  l'équation  {^S  bis)  se  réduira  à  une  équation  du 
neuvième  degré,  la  racine  qui  devient  infinie  correspondant  au 
cercle  changé  en  tangente  asymptotique  ;  quant  à  Téquation  (5o), 
où  l'on  peut  supprimer  le  facteur 

2/1  «pj—  (iH-  n^'^ft, 
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qui  détinit  les  direct  ion  s  principal  es,  elle  se  réduira  à  la  suivaulc. 

qui  n'est  plus  que  du  huitième  degré  et  qui,  devant  admettre  toutes 
les  racines  de  Téquation  (48  bis) y  devra  a\^oir  lieu  identiquement . 
Par  suite,  le  facteur  a/icp^ —  (i  -f-  ''"l^j  devra  diviser 

Comme  il  ne  peut,  nous  Tavons  vu,  diviser  (i  -^^  n*)  ni  c&s  tant  que 
la    surface  n'est  pas  une   enveloppe  de    sphères,  il    faudra  qu'il 
divise  R. 
Or  on  a 

I  z 

ou,  en  remplaçant  cfa  par  sa  valeur, 


Bz= 


,     fl     ?4—  «îfî 


D'ailleurs, 

2 w  y,  —  (  I  -h  w*  )  y'j  1=  //*  -f-  2 wA  —  1  =  tî  —  '  —  ^''• 
On  devra  donc  avoir  identiquement 

ou  encore 

Le  premier  membre  contiendra  en  dénominateur  au  plus  la 
troisième  puissance  de  9^.  Il  faut  donc  que  l'on  ait 

r^-o. 

D'ailleurS)  le  second  membre  étant  la  dérivée  d'une  fonction  algé- 
brique de  0^2,  il  faut  aussi  que  /'  soit  nul.  Il  restera  donc 
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et  en  îutégrant  ou  voit  tout  de  suite  que  94  doit  être  divisible  par  ^j. 

Si  maintenant  nous  nous  reportons  k  Téquation  (Si),  nous  voyons 
que  tous  les  termes  de  celte  équation,  sauf  93  95,  sont  divisibles 
parÇj.  11  faut  donc  également  que  O3  soit  divisible  par  92. 

On  voit  donc  que  la  seconde  tangente  asymptotique,  comme  la 
première,  coupera  la  surface  en  six  points  confondus  en  O,  et,  par 
conséquent,  elle  sera  l'un  des  dix  cercles  qui  coupent  la  surface  en 
six  poiuts  confondus  :  c'est  d'ailleurs  ce  que  montre  bien  aussi 
lequation  (48  Ai.v  ,  dont  le  premier  membre  devient  divisible  par 
la  première  puissance  de  02. 

En  nous  reportant  à  la  surface  S  ;  nous  voyons  que  tout  cercle 
passant  au  point  O  sera  coupé  en  deux  points  par  un  des  neuf  autres 
cercles  qui  passent  au  même  point  ^  nous  pouvons  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Quand  une  sur J ace,  admet  dix  séries  de  sections  circulaires, 
chacun  des  cercles  passant  en  un  point  O  est  coupé  en  deux  points 
par  un  autre  cercle  de  la  surface  passant  au  même  point. 

Celle  proposition  va  nous  dispenser  de  toutes  les  intégrations 
qu'il  y  aurait  à  faire  pour  trouver  la  surface  (S),  ou  du  moins  elle 
\ a  nous  permettre  de  les  faire  sous  une  forme  géométrique. 

Considérons,  en  ellct,  un  cercle  (C)  de  la  surface  et  tous  les 
cercles  {V)^  (!"')?  •••  q^'  '^  rencontrent  en  deux  points.  Il  est 
clair  que,  lorsque  le  cercle  (C)  se  déplacera  d'une  manière  continue 
sur  la  surface,  il  ne  cessera  pas  de  rencontrer  (F),  ^P) ,  ....  En 
eÛ'et,  considérons  l'un  quelconque  des  cercles  (F).  11  est  coupé  par 
le  cercle  (C)  en  deux  points  M,  M'.  Le  cercle  qui  le  coupera  en 
deux  points,  dont  l'un  sera  très  voisin  de  M,  ne  pourra  être  que 
très  voisin  du  cercle  (C),  el,  par  conséquent,  il  constituera  une 
position  nouvelle  du  cercle  (C),  qui  se  déplace  et  se  déforme  en 
restant  sur  la  surface. 

La  surface  contient  donc  deux  séries  de  cercles  (C),  (C),  . . .  et 
(T  j,  (F'),  ...  telles  que  tout  cercle  de  la  première  série  coupe  en 
deux  points  tout  cercle  de  la  seconde. 

Or,  quand  un  cercle  rencontre  deux  autres  cercles  (  F),  (F'),  par 
exemple  en  deux  points,  il  est  nécessairement  orthogonal  à  la  sphère 
unique  qui  coupe  ces  deux  cercles  à  angle  droit.  Les  cercles  (C), 
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(C  j,  ...  serout  donc  tous  orthogonaux  à  une  même  sphère  (^j,  el 
il  en  sera  de  même  des  cercles  de  l'autre  série.  Les  sphères  qui  con- 
tiendront Tun  des  cercles  (C)  et  Tun  des  cercles  (  F)  seront  ortho- 
gonales il  (0). 

Il  suit  de  là  que  la  surface  cherchée  est  l'enveloppe  d'une  série  de 
sphères  (  V)  qui  coupent  à  angle  droit  une  sphère  tixe  (0),  et,  comme 
elle  contient  deux  séries  de  cercles  orthogonaux  à  (6?),  il  faut  que 
la  surface  lieu  des  centres  des  sphères  (V  )  admette  un  double  sys- 
tème de  génératrices  reclilignes  correspondantes  â  toutes  les  sphères 
qui  passent  soit  par  un  cercle  (C),  soit  par  un  cercle  (T).  Le  lieu 
des  centres  des  sphères  (V  ),  devant  être  doublement  réglé,  sera 
donc  du  second  degré,  et  la  surface  cherchée  sera  l'enveloppe  des 
sphères  coupant  orthogonalemcnt  une  sphère  fixe  et  ayant  leurs 
centres  sur  une  surface  du  second  degré  ^  en  d'autres  termes,  ce  sera 
une  cyclide  générale. 

Dans  les  raisonnements  qui  précèdent,  nous  n'avons  considéré 
que  les  termes  des  cinq  premiers  ordres.  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Si  une  surface  admet  en  un  point  simple  dix  cercles  la  coupant 
en  six  points  confondus ,  elle  a  avec  une  cyclide  un  contact  du  cin- 
quième ordre. 
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Dans  ce  Volume,  Tauteur  traite  de  rAritliQiétîque  et  des  élé- 
ments de  TAlgèbre^  nous  indiquons  ci-dessou»  Tordre  qui  a  été 
suivi,  et  nous  terminons  en  résumant  l'intéressante  démonstration 
(lounée  par  M.  Lipschitz  du  principe  fondamental  de  la  théorie  des 
équations. 

Sectiow  I  :  Calcul  des  nombres  déterminés» 

Chapitre  1  :  Eléments  de  la  science  des  nombres  entiers  (p-  1- 
2)).  Notion  du  nombre  entier  ;  opérations  fondamentales;  nombres 
premiers,  nombres  composés;  plus  grand  commun  diviseur; 
nombres  premiers  entre  eux;  décomposition  en  facteurs  premiers; 
diviseurs  d'un  nombre;  nombres  premiers  à  un  nombre  donné 
cl  inférieurs  à  lui.  Addition,  soustraction,  multiplication  des 
nombres  entiers  positifs  bu  négatifs. 

Chapitre  II  :  Calcul  des  fractions  (p.  33-27). 

Chapitre  III  :  Calcul  des  puissances  des  nombres  entiers  et  frac- 
lionnaires;  nombres  rationnels  et  irrationnels  (p.  a8-6o).  Puis- 
sances  d'une  fraction  donnée;  racine  /s**"*  arithmétique;  valeurs 
limites;  limites  d'une  somme,  d'un  produit,  etc.;  définition  des 
nombres  rationnels  et  irrationnels;  signification  unique  de  la 
racine  /i'*"*  arithmétique;  calcul  des  radicaux;  généralisation  de  la 
notion  d'exposant. 

Sectiou  II  :  Eléments  d'Algèbre» 

Chapitre  I  :  Expressions  entières  et  rationnelles;  grandeurs 
constantes  et  variables  (p.  61-66). 

Chapitre  II  :  Fonctions  rationnelles  entières  d'une  seule  va- 
riable; équations  algébriques  a  une  seule  inconnue  (p.  66-295). 
l'onctions  entières  du  premier  et  du  second  degré  à  une  variable; 
équations  du  premier,  du  second  degré.  Introduction  et  calcul  des 
quantités  imaginaires;  décomposition  du  trinôme  du  second  d4*gré 

BulL  des  Sciences  mai  hem.  f  i*  Série,  t.  IV.  (Novembre  1880.)  ?<5 
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en  facteurs  du  premier  degré.  Equations  binômes  ;  résolution  iv 
ces  équations^  propriétés  de  leurs  racines;  division  du  cercle  en 
n  parties  égales;  représentation  géométrique  des  quantités  imagi- 
naires. Racines  d'une  équation;  décomposition  d'une  fonction 
entière  en  facteurs  du  premier  degré;  application  aux  équa- 
tions binômes;  transformation  d'une  fonction  entière  par  le 
changement  de  la  variable;  dérivées  des  fonctions  entières.  Equa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré  ;  équations  résolvantes. 
Fonctions  symétriques  ;  produit  des  carrés  des  diilérences  des  racines 
d'une  équation.  Démonstration  de  ce  que  toute  équation  algébrique 
entière  à  une  inconnue  admet  une  racine  réelle  ou  imaginaire. 

Décomposition  d'une  fonction  entière  en  facteurs;  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique;  fractions  continues  arithmétiques  et 
algébriques. 

Chapitre  III  :  Fonctions  rationnelles  entières  à  plusieurs  va- 
riables (p.  agfi-apg). 

Chapitre  IV  :  Systèmes  de  n  fonctions  linéaires  à  n  inconnues; 
résolution  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues;  déter- 
minants (p.  3oo-35o). 

Chapitre  V  :  Fonctions  homogènes  entières  à  deux  variables 
(p.  35i-35o). 

Chapitre  VI  :  Formes  quadratiques  (p.  36o-4^o).  Formes  posi- 
tives à  deux  variables  ;  leur  représentation  dans  le  plan  d'après 
Gauss;  leur  transformation;  réduction  d'une  forme  quadratique 
dont  le  déterminant  est  nul  à  un  moindre  nombre  de  variables; 
formes  adjointes;  décomposition  en  carrés;  formes  quadratiques 
ternaires  positives;  leur  représentation  dans  l'espace  d'après  Gauss. 
Inertie  des  formes  quadratiques. 

Section  III  :  De  la  dwision  poursuwie  indéfiniment» 
Chapitre  I  :  Suites  récurrentes  (p.  45 1-475).  Division  de  deux 
fonctions  entières;  progressions  géométriques;  division  au  moyen 
des  coefficients  indéterminés;  suites  récurrentes;  décomposition 
d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  élémentaires;  décomposition 
d'une  série  récurrente  en  séries  élémentaires;  somme  des  puis- 
sances semblables  des  racines  d'une  équation.  Formule  d'interpola- 
tion. Développements  de  (i  +x)"*  en  série  dans  le  cas  de  m  entier 
négatif.  Sommation  d'une  série  récurrente  indéfinie. 
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Sectiok  IV  :  Fonctions  exponentielle,  logarithmique,  trigo- 
mmétrique  directes  et  im^erses  (p.  476-5oi). 

Section  V  :  Séries  et  produits  infinis. 

Chapitre  I  :  Propriétés  générales  des  séries  et  des  produits  in- 
liais  (p.  5o2-546).  Séries;  convergence.  Continuité  d*unc  fonction. 
\ddition,  soustraction,  multiplication  des  séries.  Convergence  des 
produits  infinis;  applications. 

Chapitre  U  :  Séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de 
la  variable  qui  représentent  les  fonctions  fondamentales  de  l'Analyse 
(p.  547-591). 

Voici  maintenant,  dans  ses  principaux  traits,  la  démonstration 
donnée  par  M.  Lipschitz  du  principe  fondamental  de  la  théorie  des 
t^uations. 

^0D  seidement  cette  démonstration  prouve  l'existence  d^une 
racine  pour  toute  équation  entière,  mais  elle  permet  de  construire 
une  suite  de  nombres  qui  aient  cette  racine  pour  limite;  la  méthode 
d'approximation,  qui  constitue  en  quelque  sorte  la  substance  de 
cette  démonstration,  ne  ditlère  pas,  au  fond,  de  la  méthode  donnée 
par  Newton  pour  approcher  de  plus  eu  plus  d'une  racine  réelle; 
mais,  si  cette  méthode  se  présentait  naturellement  h  l'esprit,  il  y 
avait  une  difficulté  réelle  dans  le  choix  du  point  de  départ,  de  la 
première  valeur  imaginaire  à  laquelle  on  voulait  appliquer  la  mé- 
ihwlc  pour  former  une  suite  de  nombres  ayant  réellement  une 
racine  pour  limite. 

Soit 

uue  équation  entière  du  degré  /i;  soient 

les  modules  des  coefficients 

«i,  <2,,    ...»  <*«. 

On  fera  d'abord  les  remarques  suivantes. 

Si  Ton  détermine  un  nombre  R  qui  satisfasse  aux  inégalités 

R  >(/^-m)Lm. 
R«>(/i  +  i)L„ 


R^X/i-MJL,., 
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et  sî  Ton  décrit  de  l'origine  comme  centre  un  cercle  (R)  avec  le 
rayon  R,  pour  un  point  x  situé  à  l'extérieur  de  ce  cercle,  le  moduK' 

dey(j:)  est  supérieur  à et  celui  de  la  fonction  dérivéey(x' 

est  supérieur  à  — r  R""*,  en  sorte  que  les  racines  des  équa- 
tions y  (x)  z=o^f'[x)  =  o  ne  peuvent  être  situées  qu*à  rintérîeur 
de  ce  cercle.  On  trouve  tout  aussi  aisément  des  limites  supérieures, 
dépendant  de  R,  pour  les  modules  des  valeurs  que  peuvent  prendn\ 
à  rintérîeur  du  cercle,  les  fonctions /'(x),y'(a:),  ...,y^'*^{j:).Aous 
désignerons  dans  la  suite  ces  limites  par  ?)  ^19  <p3,  ••-•)  f/j. 

Admettant  maintenant  que  la  proposition  qu'il  s'agit  de  démon- 
trer soit  vraie  pour  les  équations  de  degré  n  —  i ,  en  particulier 
pour  l'équation^ (x)  =  o,  il  s'agit  d'établir  qu'elle  subsiste  pour 
l'équation  de  degré  n^f[x)=^o\\\  suflSt  éviclemment  d'examiner 
le  cas  où  aucune  des  racines  tîi,  >32,  ...,  y}/i«i  de  l'équation  dérivée 
n'annuley'(x)  ;  on  choisira  une  de  ces  racines,  y;,,  telle  que  le  mo- 
dule dey(y}|)   soit  inférieur  ou  égal  aux  modules  des  quantités 

f{^'i)'i  y^(^8)î  •••>  y^(^«-i)^  ®^  c'cs^  cette  racine  n^  qui  constitue  le 
premier  point  de  départ  de  M.  Lipschitz. 

On  sait  depuis  longtemps  déduire  de  la  quantité  rii  une  auta* 
quantité  Zi  telle  que  le  module  de  f[zi)  soit  inférieur  au  module 
de/'{r)i)]  il  est  clair  qu'en  procédant  de  cette  façon  Ton  ne  tombera 
jamais  sur  aucune  des  racines  192,  ...,  in„^i  de  l'équation  dérivées  .i 
cause  de  la  façon  dont  on  a  choisi  yji  ^  M.  Lipschitz  précise  d'ailleurs 
comme  il  suit  la  façon  dont  on  déduira  z^  de  77|. 

Posant  Z|  =  Tii  -f-  Ç,  on  aura 

Le  terme  eny'(>7|)  est  nul-,  plusieurs  des  termes  suivants  peuvtnt 
s'annuler  aussi.  Soity'(>îi)  la  première  dérivée  qui  n'est  pas  nulle; 
on  aura 

Désignant  maintenant  par  h  une  quantité  réelle  et  comprise  entre 
o  et  1  (on  restreindra  davantage  dans  un  instant  les  valeurs  qu'on 
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peut  attribuer  à  /i),  on  déterminera  ^  par  Tëquation  binôme 

1  •  ^  «  ■  «  * 
Si  !|  désigne  une  quelconque  des  racines  de  Téquation  binôme 

i    •  M  »    m    •  f 

un  aura 

1 

)(^  symbole  h''=  ^/i  ayant  le  sens  arithmétique^  on  aura  alors 

/(,;,  + I)  =/(,,)  (l  - /i)  4- > -f-l>, 

/  +  ijx étant  une  quantité  imaginaire  dont  le  module  sera  inférieur  à 


PV/i 


où  P  désigne  un  nombre  réel  quelconque  supérieur  aux  modules 
(les  quantités 

V 


I  .  2  .  .  .  t  «  -i-  1  )  I  .  2 .  .  .  /I 

le  module  de  X  +  iyi  sera  donc  inférieur  à 


n- 


{«  — *)PA     ••. 
Si  donc  ou  astreint  h  à  satisfaire  à  l'inégalité 

|/(„)|_(„_,-)P_^->o    {'). 
on  aura 

l/K-4-5)l<|/(l.)l('-A)  +  («-')PA'"'^ 

OU 

<l/{'!.)|-'*[|/(''.)I-(«-')PA^I 


(')  Ici  et  plus  loin  \a\  désigne  le  module  de  a. 
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et  le  module  de/ (C|),  où 

sera  bien  inférieur  «à  cc\ui  de  f[rti).  On  partira  maintenant  de  la 
valeur  Zi  et  on  la  traitera  de  la  même  façon;  seulement  il  faut  re- 
marquer que  Téquation  binôme  qu'on  a  à  résoudre  est  inaîntenaul 
du  premier  degré  et  que,  si  Ton  eontinue  de  la  même  façon,  il  en 
sera  toujours  ainsi.  Si  donc  on  pose 


,  _        /(  Sj  ) 


et  si  l'on  désigne  par  h^  une  quantité  réelle  comprise  entre  o  et  i, 
satisfaisant  en  outre  à  Tinégalité 

|/(3,)|-(,i-,)P,;i,>o, 

Pi  désignant  un  nombre  réel  quelconque  supérieur  aux  modules 
des  quantités 


^^"(^')'    7±3-^"(=') 7^^«^W. 


on  aura 

et  le  module  def^z^j  sera  bien  inférieur  à  celui  Aef(^z^)\  on  con- 
tinuera de  la  même  façon,  et  Ton  obtiendra  ainsi  une  suite  de  quan- 
tités 

-Sj»     <9S«     ^1»     Pj» 
■^3»     ^3»    "3t     *3» 


analogues  à  -S|,  (^i,  A|,  P|.  Nous  montrerons  tout  à  Theure  que  les 
quantités  P|,  P2,  P3,  ...  peuvent  être  prises  inférieures  à  un 
nombre  positif  Q,  convenablement  déterminé  ;  rien  n'empêche  dès 
lors  de  prendre  toutes  ces  quantités  égales  à  Q.  Si  maintenant  on 
désigne  par  5,,  îo?  ^d  •  ••  les  modules  des  quantités y(Z|),y( «2)1 
y(^3)i  . . .,  et  si  Ton  prend 
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on  aura 


doù 


et  l'on  en  conclut  de  suite  qu'on  peut  prendre  l'indice  ni  assez 
grand  pour  que,  pour  cet  indice  et  les  indices  supérieurs,  on  ait 

quelque  petit  que  soit  le  nombre  $. 

Si,  en  effet,  il  n'en  était  pas  ainsi,  les  quantités  ^i,  da,  ...,  ^m-i* 
qui  forment  une  suite  décroissante,  seraient  toutes  supérieures  à  ^, 
en  sorte  que  Ton  aurait 


'"•<'{' -41^] 


m^l 


Or  le  second  membre,  lorsque  m  augmente  indéfiniment,  tend  vers 
zéro. 

Lors  donc  que  m  augmente  indéfiniment,  il  est  certain  que  le  mo- 
(Iule  A!àf[zjn)  tend  vers  zéro. 

H  reste  h  prouver  ce  qui  a  été  admis  relativement  aux  nombres 
P«,P2, .. .,  à  savoir  qu'ils  peuvent  être  regardés  comme  inférieurs 
à  un  nombre  déterminé  Q;  P^,  par  exemple,  est  assujetti  à  être 
plus  grand  que  le  plus  grand  des  modules  des  quantités 

y     (  */n  )»     •  •  •  »    ~~ ~  'x^m]" 


1.2  I  .2.  .  ./I 

Or,  d'une  part,  les  modules  des  quantités 
restent  inférieurs  aux  quantités 
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el  cela  quel  que  soit  Tiiidice  m,  puisque  les  points  Z|,  32,  ...,  Zm,-" 
restent  toujours  à  rintérîeur  du  cercle  (R),  d'un  autre  côté, 


a  un  module  qui  reste  inférieur  à  une  quantité  déteriuinéc  :  d'une 
part,  en  eÛët,  le  module  du  numérateur  est  inférieur  à  f  ;de  l'autre^ 
on  peut  décrire  des  points  yji,  r/j,  . . .,  rî«_i  comme  centres,  avec  des 
rayons  /)|,  p2f  >  • .,  p/t.i  suffisamment  petits,  des  cercles  tels  que  les 
points  z^^Z2^  ..*,  ^m/*--  ne  se  trouvent  jamais  à  Tintériear  de  l'un  de 
ces  cercles  ;  ces  rayons,  en  effet,  peuvent  être  pris  assez  petits  pour  que, 
dans  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  y;^  comme  centre,  par  exemple, 
le  module  de  f{z)  diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  du  module  de 
f(rik)t  c^  ^^  particulier,  en  diffère  d'une  quantité  moindre  que 

quantité  qui,  elle-même,  est  moindre  que 

\/Ml  -  \fM\. 

Le  point  Zm  sera  donc  à  l'extérieur  de  ce  cercle  \  il  en  résulte  que  le 
module  de/'(z„,^,  )  ou  de  /i(zm-i  — *?!  ){««-!  — >î2). .  -(^w-i  — ïî«  ) 
est  inférieur  a 

et  par  conséquent,  enfin,  les  modules  des  quantités 

restent  toujours  inférieurs  à  un  nombre  déterminé  Q. 
La  suite  des  égalités 


ç. 

/M 

>• 

•9Î 

— 

ç«. 

• 

prouvent  que  les  modules  des  quantités  Ç,,  Ça, .  . .,  ?^w,  tendeut  ver5 
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zéro  avec  —9  puisqu'il  en  est  ainsi  des  modules  des  quantités 

et  que  les  modules  des  quantités 

restent  supérieurs  à  ^. 

On  peut  enBn  remarquer  qu'on  peut  pousser  les  opérations 
assez  loin  pour  que,  à  partir  d'un  certain  moment,  on  puisse 
prendre  toujours  les  quantités  A  égales  à  runité^  à  partir  de  ce 
moment,  on  applique  réellement  la  méthode  d'approximation  de 
>ewton. 

Si,  en  effet,  on  se  reporte  à  l'égalité 

/(.,+  ?,]  =/(,,)  +  f,/'(,^)  +  ^/'M  +■■■  +  TT—n-^'^'''-^* 

OU  voit  qu'où  pourra  prendre 


pourvu  que  le  module  de 


soit  inférieur  au  module  Sp  iÏGf[zp),  Or,  puisque  les  quantités  d^ 

décroissent  constamment  et  indéfiniment  aver  -9  on  peut  prendre 
l'indice  p  assez  grand  pour  que  l'on  ait 


\'b  /  i  .2  \  y  /         I .  a ...  « 


<^^ 


c  étant  un  nombre  réel  quelconque  compris  entre  o  et  i  ;  s^il  en 
est  ainsi,  ou  aura 

et  cette  inégalité  subsistera  pour  les  valeurs  de  l'indice  supérieures 
à/?. 
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Si  donc  on  prend  2^^,  =  z^  -h  Ç^-f-.  .  .>  on  aura 

d'où  Ton  déduit  immédiatement  que  les  quantités 

^p-^ï*    ^p-*-tf    ^/>4-3>     •  •  • 

tendent  vers  zéro  quand  Tindicc  augmente  indéfiniment 
Maintenant  on  a 

d'ailleurs  y 


C»^. 

+ 


Çp-H  Çp-f-i  -4-  ...  -4-  '^p^m  I  *^  "J"  "  ;» 

et  Ton  voit  qu'on  peut  toujours  prendre  p  assez  grand  pour  qnc 
le  module  de  la  différence  Zpj^m — Zp  soit,  quelque  grand  que 
soit  m,  inférieur  h  une  quantité  donnée,  si  petite  qu'elle  soit.  Les 
termes  de  la  suite 

tendent  donc,  quand  l'indice  augmente  indéfiniment,  vers  une  cer- 
taine  limite  z,et  il  est  clair  que  le  module  àe.f[z)  est  nul.  La  pro- 
position est  donc  démontrée. 
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C.  SCHILLING.  —  Sur  la  surface  mnima  de  cinquiémb  classe  (^). 
Dans  le  Mémoire  Ueber  die  Flachen  deren  minière  Kriunmun 


S 


ûberall  gleich  null  ist,  M.  Weierstrass  s'est  occupé  de  ce  problème  : 
Tromper  toutes  les  surfaces  minima  qui  sont  algébriques  et  d'une 
classe  déterminée  (  *  ) . 

Ce  problème,  dans  le  cas  où  la  classe  de  la  surface  esl  un  nombre 
premier  ou  le  double  d'un  nombre  premier,  a  été  résolu  par 
M.  Sophus  Lie  dans  deux  Mémoires  où  la  méthode  employée  diffère 
dans  une  certaine  mesure  de  celle  de  M.  Weierstrass  (^). 

Dans  le  cours  de  ses  recherches,  M.  Lie  donne  une  preuve  nou- 
velle du  théorème  établi  par  M.  Henneberg  (^),  relativement  à  la 
non-existence  de  surfaces  minima  réelles  de  classe  inférieure  à  la 
cinquième. 

M.  Weierstrass  a  annoncé  oralement  l'existence  d'une  surface 
minima  de  la  cinquième  classe,  et  fait  cette  remarque,  que  l'on  peut 
passer  d'une  face  à  l'autre  par  un  chemin  continu. 

M.  Henneberg  est  parvenu  à  la  même  surface  (  ^  )  en  cherchant 
à  déterminer  la  surface  minima  qui  admet  pour  lignes  géodésiques 
les  développées  de  la  parabole.  Il  a  montré  plus  tard  qu'elle  était  de 
la  cinquième  classe  (^).  lia  démontré  ensuite  de  deux  façons  dif- 
férentes que -cette  surface  est  du  dix-septième  ordre.  M.  Lie  a  donné 
au  contraire  le  nombre  i5  pour  l'ordre  de  cette  surface  :  la  suite  de 
ce  travail  confirme  cette  détermination. 

Dans  ce  qui  suit,  on  se  propose  d'établir  les  points  principaux 
des  recherches  de  M.  Lie,  en  modifiant  d'ailleurs  la  méthode  d'ex- 
position, e*t  l'on  s'occupe  particulièrement  de  la  recherche  de  la  sur^ 
face  minima  de  la  cinquième  classe. 


(')  Ce  qui  sait  a  été,  pour  la  majeure  partie,  traduit  du  Mémoire  de  M.  Schilling; 
plusieurs  passages  ont  été  abrégés  ou  légèrement  modifiés. 

(')  Monatsberichte  der  BerL  jikad.  d,  Wissenschafteny  p.  6i3->6i9;  1866, 

(')  Mathem»  JÊnnaien,  t.  XIV,  p.  33f-4i6,  et  t.  XY,  p.  463-5o6. 

{*)  jinnali  di  Matem,,  a*  série,  t.  IX,  p.  5)-57;  Bestimmung  der  niedrigsUn  KUu" 
teuxahl  der  algebraischen  Minimalflàchen, 

(*)  Ueber  sotche  Minimal  flachen,  welche  eine  vorgeschriebene  Curve  zur  geodàti" 
fcken  Unie  haben.  Zurich,  1876. 

[*)  Vierteljahrsschrift  der  NaCurf.  Gesellsvh.  in  Zurich,  Jahrg.  21,  p.  66-70  :  Ueber 
diejenige  Mini  mal  floche,  etc. 
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^.TABLISSEMENT    DE   QUELQUES    FORMULES  GÉNÉRALES  ;  LEHUES 
CONCERNAIT    LES    SURFACES    MIMMÀ    ALGÉBRIQUES. 

I.  Recherches  générales;  définition  des  courbes  mininia,  — 
Soient  jc^j^  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  t  une  va- 
riable réelle,  et 

les  équations  d'une  courbe,  où  o,  ^^  '/^  désignent  des  fonctions  ana- 
lytiques de  /^  soient  de  même 

les  équations  d'une  seconde  courbe  5  les  équations 

représenteront  une  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  trans- 
lation de  l'une  des  deux  courbes  le  long  de  Tautre. 

Dans  le  cas  où  f  et  t  désignent  des  variables  imaginaires,  M.  Lie 
conserve  le  nom  de  sur/ace  à  la  figure  analytique  définie  par  les 
équations  (i). 

Une  suite  de  restrictions  convenables  permet  de  réduire  cette 
surface  à  une  surface  minima  réelle. 

On  suppose  d'abord  que  Ton  a 

[?'.(-)]'+[-y,(^)]'+[z,(^)]'=o. 

et  Ton  obtient  alors  une  surface  af^a/y/i^ue  qui  satisfait  aux  équa- 
tions qui,  d'après  Monge,  définissent  les  surfaces  minima. 

M.  Lie  désigne  sous  le  nom  de  courbes  mininia  les  courbes  pour 
lesquelles  on  a 

La  seconde  restriction  consiste  à  prendre  pour  £  et  r  des  valeurs 
conjuguées  et  pour  les  fonctions  92,  ^^t  X»  ^^^  fonctions  conjuguées 
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de  Çi,  ']f|,  ;(i;  les  équalions  de  M.  Lie  coïncident  alors  avec  les 
'  équations  données  par  M.  Weierstrass  et  représentent  toutes  les 
surfaces  minima  réelles. 

Les  équations  (1),  dont  la  signification  est  ainsi  restreinte,  cor- 
respondent aux  équations 

x=  J"(,_,«)F(*)*-+-     f{t-s',)¥,{s,]ds,. 
j-  =  ij[ .  +  s*)¥{s)ds-  if{t  -f  s\]  l\(s, ]ds„ 
z=i     lis  F  [s]  fis  -h     1  ^JfiFi{.fi)fif.î|, 

écrites  avec  It^s  notations  de  M.  Weierstrass  et  où,  comme  dans  le 
Mémoire  de  ce  dernier,  F[s)  désigne  une  fonction  analytique  de  s  et 
Ff  (5|)  la  fonction  conjuguée  de  la  variable  conjuguée  .<r,. 

Les  recherches  de  M.  Weierstrass  ont  montré  que,  pour  obtenir 
une  surface  minima  algébrique,  il  était  nécessaire,  et  sufBsant  dr 
prendre  pour  F (5)  la  dérivée  troisième  d*une  fonction  algébrique 
(le  5  ;  Ff  (^i)  a,  par  suite,  une  détermination  analogue.  On  parvient 
aussi,  par  une  voie  semblable,  en  partant  des  équations  (i),  aux  sur- 
faces minima  algébriques,  en  prenant  pour  <pf,  tpi,  ;^|  comme  pour 
^2,  ^21  ^2  des  fonctions  algébriques  des  variables. 

IL  Fondements  des  recherches  de  AI.  Lie.  Définition  et  nature 
des  surfaces  doubles,  —  L'idée  fondamentale  des  recherches  de 
M.  Lie  consiste  h  eilectuer  analytiquement,  en  quelque  sorte,  dans 
le  cas  où  les  variables  t  et  t  sont  imaginaires,  les  opérations  qui, 
comme  la  translation  d'une  courbe,  la  génération  d'une  surface  par 
la  translation  d'une  courbe  le  long  d'une  autre  courbe,  n'ont  de 
sens  géométrique  que  dans  le  cas  où  l'on  a  ailaire  à  des  variables 
réelles. 

Soit  donc 

uue  courbe  minima;  la  translation  (au  sens  analytique)  de  cette 
courbe  le  long  d'une  autre  courbe  minima 

engendrera  la  surface  minima  réelle. 
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Avec  les  notalions  de  M.  Weîerstrass,  les  équations  d'une  courbe 


minima  sont 


x=z     /(i  — 5«)F(.f)ri>, 

z=     jisF[s)ds, 

En  donnant  aux  trois  intégrales  une  même  limite  inférieure  Sq^ 
on  obtient  une  courbe  spéciale  du  faisceau,  qui  peut  être  regardtv 
comme  le  type  de  toutes  les  courbes  de  ce  faisceau. 

Dans  ce  mode  de  représentation,  par  chaque  point  d'une  courbe 
miniroa  de  première  espèce  passe  une  courbe  mini  ma  de  seconde 
espèce.  En  général,  on  doit  concevoir  les  deux  faisceaux  de  courbes 
comme  distincts  et  comme  constituant,  pour  ainsi  dire,  tm  réseau 
uniforme  sur  la  surface^  mais  il  peut  se  faire  que  la  translation  des 
courbes  d'un  faisceau  le  long  d'une  courbe  de  l'autre  fasse  coïncider 
les  deux  faisceaux,  en  sorte  que  chaque  courbe  minima  d'un  fais- 
ceau coïncide  avec  une  courbe  minima  de  l'autre  faisceau  et  que  les 
deux  faisceaux  n^en  fassent  plus,  en  réalité,  qu'un  seul.  Les  sur- 
faces minima  de  cette  nature  ont  reçu  de  M.  Lie  la  dénomination 
de  surfaces  doubles. 

Si  l'on  se  trouve  dans  ce  cas,  on  doit  pouvoir,  en  désignant  par  fe 
et  Tq  des  valeurs  convenablement  choisies  des  deux  systèmes  de  va- 
riables, faire  correspondre  ces  variables  de  façon  que  l'on  ait 

?i(0  +  ?î(^o)=?i('o)  +  ?,(t'), 
^i(0^-*»Ko)=-^.('o)-4-^P,(r'), 

d'où 

i  ?i(0-?i('')  =  c„ 

où  C|,  C2,  C3  sont  des  quantités  indépendantes  des  variables  t 
et  t'.  (La  dernière  de  ces  variables  a  été  aflectée  d'un  accent,  parce 
que,  dans  le  mode  de  correspondance  qui  nous  occupe,  les  variables 
t  et  r'  ne  sont  plus  conjuguées.  ) 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         399 

Eo  revenant  aux  formules  de  M.  Weicrstrass,  on  trouve,  pour 
les  mêmes  conditions, 

(  2sF{s)ds=  ^s\F^[s\]ds\, 

doù 


(5) 


(,^F.(-i)=-^F(4 


En  satisfaisant  à  ces  conditions,  on  obtiendra  une  surface  double. 

Aux  points  5  et (ou  5',  )  du  plan  (5)  correspond,  sur  la  sphère 

qui  est  la  projection  stéréographique  de  ce  plan,  deux  points  dia- 
métralement opposés^  mais,  si  Ton  se  reporte  à  la  relation  uniforme 
qui  lie  chaque  point  de  la  surface  à  un  point  correspondant  de  la 
splière  (ayant  pour  coordonnées  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male au  j)oint  de  la  surface  minima),  on  voit  que  des  normales  de 
directions  opposées  correspondent  au  point  de  la  surface  déterminé 
par  la  valeur  s  de  la  première  variable  (et  la  valeur  conjuguée  s^ 
de  la  seconde  variable)  et  au  point  de  la  surface  déterminé  par  la 

valeur  s\=: de  la  seconde  variable  (  et  la  valeur  conjuguée 

«'  = de  la  première  variable  J;  mais  il  résulte  des  conditions 

précédentes  que  les  portions  de  surfaces  qui  correspondent  aux  do- 
maines de  ces  deux  points  peuvent  être  amenées  Tune  sur  l'autre 
par  une  translation  ;  si  elles  ne  coïncidaient  pas  effectivement,  la 
surface  serait  périodique  et  par  conséquent  transcendante,  cas  que 
nous  excluons.  Ainsi,  ces  deux  portions  de  surface  (pour  lesquelles 
les  directions  des  normales  sont  opposées)  coïncident,  mais  doivent 
être  regardées  comme  appartenant  à  des  faces  opposées  de  la  sur- 
face minima*,  par  suite  : 

De  toute  surface  double  minima  algébrique  on  peut  détacher 
une  portion  Jinie  telle  qu'on  puisse  passer  par  un  chemin  continu 
d'une  face  à  Vautre,  sans  irav^erser  le  contour. 
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A  chaque  point  de  cette  surface  situé  a  Tintérieur  d'un  contour 
déterminé  correspondent,  deux  points  de  la  sphère;  on  doit  donc 
concevoir  en  quelque  sorte  la  surface  comme  double,  et  la  dénomi- 
nation adoptée  par  M.  Lie  est  ainsi  justifiée. 

III,  Classe  et  ordre  des  surfaces  rmnima.  —  Pour  déterminer  la 
classe  et  l'ordre  des  surfaces  minima  algébriques,  on  s'appuie  sur 
ce  que  certaines  conceptions  et  conclusions  relatives  aux  figures 
géométriques  réelles  sont  indépendantes  de  la  réalité  de  ces  figures, 
tant  qu'elles  sont  déterminées  par  des  équations  algébriques. 

On  a  le  théorème  général  suivant  (^  )  : 

Si  Von  prend  sur  une  surface  minima  quelconque  une  cour'be 
minima  quelconque,  et  que  l'on  mène  par  tous  les  points  de  cette 
courbe  les  tangentes  aux  autres  courbes  minima  qui  passent  par 
ces  différents  points,  ces  tangentes  passent  par  un  même  point  du 
cercle  imaginaire  à  V infini. 

Si  l'on  prend  maintenant  sur  ce  cercle  un  point  quelconque  r, 
non  singulier,  et  que  Ton  mène  par  ce  point  toutes  les  tangentes  à 
la  surface  minima,  leur  ensemble  forme  le  cône  ou  cylindre  (Its 
deux  dénominations  conviennent  ici)  mené  du  point  ir  tangentiel- 
lement  à  la  surface,  et  la  classe  de  la  surface  sera  la  classe  de  ce 
cône. 

Chacune  de  ces  tangentes  est  aussi  tangente  à  une  courbe  minima 
du  premier  faisceau  K  ou  à  une  courbe  minima  du  second  fais- 
ceau K',  car,  si  Ton  mène  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
de  la  surface  minima,  il  coupera  le  cercle  imaginaire  à  l'infini  en 
deux  points  auxquels  correspondent  les  deux  tangentes  aux  deux 
courbes  minima  qui  passent  par  ce  point  de  la  surface. 

Considérons  maintenant  Tensemble  des  surfaces  formées  par  les 
tangentes  à  une  courbe  minima  K|  du  premier  faisceau;  soit  M  la 
multiplicité  du  cercle  imaginaire  à  l'infini  pour  l'une  quelconque  de 
ces  surfaces  :  du  point  tt  on  pourra  mener  M  tangentes  parallèles  à 
la  courbe  Ki   du  premier  faisceau.  Si  Ton  cifectue  maintenant  le 


^')  SopRus  Lie,  foc.  cit.,  th.  9. 
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mouTement  de  translation  qui  a  été  expliqué  au  début,  on  voit  que, 
par  ce  mouvement,  chacune  de  ces  tangentes  engendre  un  cône  (ou 
cylindre)  circonscrit  à  la  surface  minima  le  long  d'une  courbe  du 
second  faisceau  ;  le  nombre  de  ces  cônes  circonscrits  est  ainsi  M  ; 
à  ces  M  cônes  correspondent  M'  cônes  circonscrits  à  la  surface  le 
long  des  courbes  du  premier  faisceau,  en  désignant  par  M'  le  degré 
de  multiplicité  du  cercle  imaginaire  à  Tinfini  pour  une  surface  en- 
gendrée par  les  tangentes  à  une  courbe  du  second  faisceau. 

La  classe  d'un  cône  pris  isolément  est  égale  au  nombre  des  plans 
tangents  qu'on  peut  lui  mener  par  une  droite  passant  par  le  som- 
met du  cône  non  singulière;  elle  est  ainsi  égale,  dans  ce  cas,  au 
rang  de  la  courbe  minima  (  c'est-à-dire  au  degré  de  la  surface  des 
tangentes  à  cette  courbe),  diminué  de  la  multiplicité  du  point  tt, 
relativement  à  la  surface  des  tangentes. 

Soient  donc  R  et  R'  les  rangs  des  courbes  des  deux  faisceaux  ;  ou 
a  M  cônes  de  la  classe  R' —  M'  et  M' cônes  de  la  classe  R  —  M. 

La  classe  de  la  surface  minima  est 

M'(R  — M;4-M(R'— M'). 

Si  la  surface  minima  est  réelle,  les  deux  faisceaux  de  courb(*s 
minima  sont  conjugués  et  l'on  a 

R=:R',      M  =  M'; 

la  classe  est  2  M(  R  —  M). 

Si,  en  particulier,  la  surface  minima  est  une  surface  double,  on 
parviendra  par  un  raisonnement  analogue  à  jM  cônes  circonscrits- 
de  la  classe  R  — "M  ;  la  classe  de  la  surface  est  donc  M  (R  —  M), 

11  suit  de  là  que  les  surfaces  minima  algébriques  dont  la  classe 
est  impaire,  et  en  particulier  un  nombre  premier,  sont  des  surfaces 
doubles. 

Puisqu'il  n'existe  pas  de  courbe  dont  le  rang  soit  inférieur  à  4 
^i  que  les  surfaces  minima  de  classes  3  et  4  sont  toujours  imagi- 
naires, comme  l'a  montré  M.  Lie,  on  voit  que  la  classe  la  moins 
élevée  possible  pour  les  surfaces  minima  réelles  est  5. 

L'ordre  d'une  surface  minima  déterminée  par  les  équations 

HhH.  des  Sciences  mathrm.y  2'  Série,  t.  IV.   'N«»v;Mnbrr  1S80.)  '^O 
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rst  égal  au  nombre  de  points  d'intersection,  h  distance  finie,  de  la 
surface  et  de  la  droite 

les  constantes  a.  b^  c,  a,  |5,  y  ayant  des  valeurs  quelconques. 

Si  l'on  désigne  par///,,  ///o  les  ordres  des  deux  courbes  minima, 
on  voit  sans  peine  que  l'cïrdre  de  la  surface  niîniina  est 

o)  désignant  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  situés 
a  1  inhni. 

Dans  le  ras  d'une  surface  réelle.  m^z=nu=:  m  et  Tordre  est 
///- —  w;  enfin,   dans  le  cas  d*une  surface  double,  il  est 

-  ;  nr  —  '.>  . 

5! 

Dans  le  cas  des  surfaces  réelles,  w  peut  aussi  èlre  regardé  coiunie 
le  nombre  des  points  à  Tinfini  d*une  courbe  minima  dont  les  con- 
jugués appartiennent  à  la  mùine  courbe. 

W .  Détermination  de  V ordre,  du  rang  et  de  la  classe  des  courbes 
minima  sous  la  supposition  M  =  i .  —  Ce  qui  précède  ne  fournit 
point  de  procédé  pratique  pour  déterminer  dans  le  cas  général  les 
nombres  R,  M,  m\  lorsque  M  est  égal  à  i,  M.  Lie  a  donné  un 
moyen  simple  pour  déterminer  les  autres  nombres. 

La  supposition  îNI  :=  i  entraîne  cette  conséquence  que  les  coor- 
données x^j^  z  d'un  point  de  la  courbe  minima,  et  par  suite  anssi 
la  fonction  F(.v),  doivent  être  des  fonctions  rationnelles  de  5;  in- 
versement, s*il  en  est  ainsi,  on  a  1M  =  I,  puisqn'à  chaque  point 
du  cercle  imaginaire  à  l'infini  ne  correspond  qu'une  seule  valcnr 
de  s. 

Dans  ce  cas,  les  courbes  minima  sont  des  courbes  unicursales. 

La  décomposition  en  fractions  simples  permet  de  mettre  la  fonc- 
tion V[s]  sous  la  forme 

-  ,    ,  >      >  '— :  -+-  i\  H-  C,.v  -h  ...  -4-  C„-v". 

Là  ^-^  —  "k 
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Si  C||,  où  /i  ^  o,  est  dilTércnt  de  zéro,  x^  j^  z  sont  infinis  en 
même  temps  que  5,  et  la  valeur  5  =  oo  appartient  aux  valeurs  sin- 
gulières; on  évite  cette  circonstance  par  une  rotation  convenable 
du  système  d*axcs  coordonnés.  En  général,  les  formules  n'entraînent 
aucune  particularisation,  quand  on  y  suppose  tous  les  C  nuls  et 
que,  par  suite,  on  augmente  q  d'une  unité. 

Les  coordonnées  x,  j^  z  devant  être  des  fonctions  rationnelles 
de 5,  il  doit  en  être  de  même  des  trois  premières  intégrales  de  F(  j), 
au  moyen  desquelles  x,  y^  z  s'expriment  rationnellement  \  il  en 
résulte  que  pour  toutes  les  valeurs  de  h  on  doit  avoir 

A  *  =  o,     A*,*^  =  o,     A',*  =  o. 

Ainsi,  la  fonction  V \^s)  doit,  pour  les  valeurs  de  5  qui  la 
rendent  inBnie,  être  iniinie  du  quatrième  ordre  au  moins. 

En  remplaçant  maintenant  mu —  3  par  m^,  on  obtient  la  fonction 
I':5)  sous  la  forme 


inversement,  toute  fonction  F(.f  )  de  cette  forme  fournit  une  courbe 
miniina  qui  satisfait  aux  conditions  énoncées  et  qui  est  déterminée 
par  les  équations 


yzr-.i    f[i-^s^)¥{s]fis^ 


z=     I  zs¥  s) (h. 


f 


Sous  ces  suppositions,  on  peut  déterminer  aisément  l'ordre,  le 
rang  et  la  classe  de  la  courbe  minima. 
L'ordre  du  numérateur  de  la  fonction  F(.v)  est 

//f ,  -f-  w,  -h  ...  -h  /M,,  -h  3  ^  —  4» 

(H  celui  du  dénominateur 

w,  -h  ni.,  -4-  ...  -^-  m,,  -4-  3  f/. 
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Les  coordonnées  x^  y^^  z  d'un  point  de  la  courbe  minima  dé- 
pendent donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  de  la  quantité  s  par  des 
équations  entières  du  degré 

/w  =  //îj  +  //î,  -+-...  -r  TO^  -4-  2^. 

Tel  est  donc  Tordre  m  de  la  courbe  minima. 

Les  coordonnées  x^y^  z  sont  infinies  en  même  temps  que  F(0, 
à  savoir  pour  5  =  /za?  le  plan  à  Tinfini  rencontre  ainsi  la  courbe  eu 
q  points,  tous  situés  sur  le  cercle  imaginaire  21  Tinfini  et  dont  celui 
qui  correspond  à  la  valeur  5  =  a^  doit  compter  pour  /n^-h  a  points 
d'intersection. 

Les  points  pour  lesquels  F(>f  )  est  nul  sont,  en  général,  des  points 

singuliers  d'une  courbe  minima  quelconque,  puisque  Ton  a  pour 

dx  dr  dz  ,  , 

ces  points -r-  ==  o,  ~-  =  o,  --  =  o:  ce  sont  des  rebroussements,  ri 
*  ds  ds  ds 

leur  nombre  est 

/;  z=i  m^  4-  /Wj  H-  .  .  .  -f-  niq  H-  87  —  4- 

Quant  au  rang  r  d'une  telle  courbe  (nombre  de  tangentes  qui  ren- 
contrent une  droite  donnée  quelconque),  à  sa  classe  c  (nombre des 
plans  osculateurs  qu'on  peut  lui  mener  sur  un  point  donné  quel- 
conque), leur  détermination  s'eUcctue  en  cherchant  le  degré  de 
certaines  équations  entières  en  »ç  qu'il  est  aisé  de  former;  on  tnnne 
ainsi 

V  -m  //i,  -f-  Wj  -+-  .  .  .   4-  ///^  -4_  ^  -4_  ^.^ 
C  zm  /W|  -+-  //ij  -+   .  .  .  -H  m^j  -4-  ?.. 

Ces  divers  nombres  /;,  /%  c  sont  liés  par  les  relations 

m  -h  <•  —  •>./'  4-  2  rr_  o. 

V.  Détermination  de  l'ordre  d'une  surface  minima  algébrique 
sous  la  supposition  M  =  i .  —  Cette  détermination  s'e^'ectuc  faci- 
lement dans  ce  cas,  en  s'appuyant  sur  ce  que  les  courbes  minima 
sont  unicursales^  si  Ton  désigne  par  m  leur  degré,  on  voit  de  suite 
que  l'ordre  de  la  surface  est  en  général  m^,  diminué  du  nombre  de 
points  à  l'infini  communs  k  deux  courbes  minima  de  faisceaux  dif- 
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(mMits.  Cet  ordre  est  donc  au  plus  égal  a  m'  et,  en  excluant  les  sin- 
gularités particulières,  au  plus  égal  h  m^  —  m.  Dans  le  cas  des  sur- 
iacf*s  doubles,  le  nombre  des  points  à  Tinfini  communs  aux  deux 
rourbe.s  est  évidemment  égal  à  m,  et,  puisqu*à  chaque  point  de  la 
surface  correspondent  deux  couples  de  valeurs  pour  5,  ^i,  Tordre 


w*  —  m 


est 

2 

En  vertu  de  ce  qui  précWe,  on  voit  que,  si  Ton  se  donne  la  classe 
ou  Tordre  d*unc  siu*face  minima  sous  la  supposition  M  =  i,  la 
détermination  de  la  fonction  F  (5)  dépend  de  la  résolution  en 
nombres  entiers  d'un  certain  nombre  d'équations;  les  valeurs  de  q^ 
m,,  //I3,. . .  ^niq  étant  ainsi  trouvées,  on  obtient  une  fonction  V[s) 
CDrrespondante,  dans  laquelle  les  quantités  A^*^,  «^  restent  arbi- 
traires^ et  Ton  en  déduit  les  équations  d'une  >urface  minima  qui, 
lii  {général  ^  n'est  pas  une  surface  double. 

M.  Surfaces  doubles,  —  Pour  que  la  surface  minima  soit  double, 
il  doit  exister  certaines  relations  entre  les  A^*^  et  les  a*. 
Pour  une  telle  surface,  les  points  qui  correspondent  aux  deux 

valeurs  5  et de  la  première  variable  (où  s^  désigne  la  quantité 

conjuguée  de  s)  doivent  coïncider;  cette  circonstance  doit  avoir  lieu 
encore  lorsque  la  valeur  ,ç  correspond  à  un  point  à  TinGni;  il  suit 
delà  que,  si  ak  est  un  inlini  de  y[s)^  il  doit  en  être  de  même  de  la 

uleur 

I 

«A  -  —  -■  » 

où  uii  désigne  la  quantité  conjuguée  de  ak  \  par  suite*,  le  nombre  q 
doit  être  pair  et  peut  être  représenté  par  a^',  et  les  infinis  de  F'(,f  ) 
peuvent  être  séparés  en  deux  groupes  correspondants 

^1»  "î»  •  •  •  «  fff^^ 
cil  sorte  qu'on  puisse  écrire  V{s]  sous  la  forme 


VVI 


A/'  -l./' 


A  r-  I    /.  =  I     '  ' 
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La  détermination  des  quantités  ^^^^  et  ûa  résulte  de  la  condition 
établie  plus  haut  pour  la  surface  double,  à  savoir  que  l'on  ait 


i;F.(-i)  =  -F(.). 


En  désignant  par  a^t,  û^,  A^^^,  A,(*^  les  valeurs  conjuguées  de  a*, 

«A,  A^*\  .1.^*),  on  trouve 


I 


:8 


g       m  

_  _      »  r"           A  (A)  I  jÂj 

I    V  V       -t I ' 

7 |S| -(_,„,,)«  (_,_,;- 


g       'r,^ 


Ces  équations  contiennent  les  relations  cherchées  entre  a^,  a^, 
En  particulier,  si  mA=  i ,  on  doit  avoir 

«A-  /  \  Û*  / 

d'où 

M^âj,)-'=-.U''\      X(*)(i^)-*=:-  A(*>, 


Si  l'on  pose  maintenant 

A(^)==RAe'\        ^/A  =  t'A.A 


il  résulte  de  la  relation 


«A  =  —  — 
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que  Ton  a 


lO 


« 


/•/  - 


k  — 


2«7r; 


puis  des  autres  reiations  on  tire 


(luù 


lO' 


Eu  résumé,  ou  a  pour  ces  surfaces  le  Tableau  suivant  : 


Ordre. 


Rang. 


Classe. 


Nombre  des 
rebroussements. 


Courbe 

mi  ni  ma. 

///  —  •2(///i-+-  ///J-+-. 

..-+-/;/^)-h4/;' 

r       2(/W| -f- Wj-h. 

. .  -f-  ///^  )  -h  g»  ^  -h  9. 

c  —  'i{nti  -f-  /;/j-+- 

.  .  .  -h  ///^  )  -h  2 

p  _  9.{///j  -H  /Wj-h  . 

..^nifr)-\-Cig-\-^ 
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Surface. 

0 

— 

/;/  «  /;/  —  1  ) 
•À 

c 

ni  -¥-  r 
r  —  I  =  —   —  • 

Fi»  = 


=yyr 


A'/' 


■t.'/'     ] 


Aux  valeurs  de  m -=6^  8,  10,  .  .  .  correspondent  respectivement 
les  valeurs  de 


/• 

6, 

8. 

12,     . 

r 

4. 

6, 

8.   . 

/>.-- 

4. 

6. 

8,    . 

c-^ 

5, 

9»   • 

0  — 

i5, 

28, 

45,   . 

SURFACI-:    MINIMA    VE    CINQUIEME    CLASSE. 

Mi.   Développement  de  la  fonction  F(5)  pour  cette  surfticc  : 
démonstration  de  ce  que  toutes  les  surfaces  minima  de  cinquième 


4o8  PREMIÈRE  PÂRTlt:. 

classe  sont  semblables,  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  sur- 
face est  de  la  classe  5  et  de  Tordre  i5;  ou  a  alors  g^  =  i,  m^  =  i. 

^   '      [s  —  «)*       (.V  —  a)* 
et  les  résultats  précédents  montrent  qu'il  faut  prendre 

[s^re^^f  "  ^.v,  4- <?-'") »J  ' 

Les  deux  valeurs  de  s  pour  lesquelles  F (5)  est  infini  correspondent 
à  deux  points  diamétralement  opposés  sur  la  sphère,  qui  fournit  la 
représentation  conforme  de  la  surface  minima-,  Tun  de  ces  deux 
points  est  arbitraire  \  nous  ferons  /*  =  o  ;  ^{^)  pi^^nd  alors  la  forme 


f(-o=r(  >-«-"') 


et  une  rotation  autour  de  Taxe  des  z  permet  de  faire 

en  supposant  eu  outre  qu'on  a  pris  R  pour  unité  de  longueur.  On 
voit  ainsi  que  toutes  les  surfaces  minima  de  cinquième  classe  sont 
semblables. 

Vin.  Courbes  minima.  —  Les  équations  d'une  courbe  minima 
sont,  en  remplaçant  partout  F (5)  par  —  3F(4), 

[x  —  s^Y  /(i-f-J»]»  3(1-+- jr*) 

X=z ,         >==-i '—t        Z=i  ; 

La  classe  de  cette  courbe  est  4?  son  ordre  6,  son  rang  6;  elle 
possède  quatre  rebroussements  qui  correspondent  aux  quatre  valeurs 
de  s  qui  annulent  F  (5),  savoir 

5=1^ -M,     —I,     -+-/,     — /; 

par  la  translation  qui  engendre  la  surface  minima,  ces  quatre  re- 
broussements engendrent  quatre  courbes  de  rebroussement  (i?iiV- 
kehrcun^e)  du  sixième  ordre.  En  engendrant  la  surface  minima  par 
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la  translation  de  la  courbe  minima  dont  les  équations  sont 


( 


»     J  =  — 


__        /(l-hjj)'  _  3(l-4>J*) 


a=: 


les  quatre  rebroussements  correspondants  engendrent  les  mêmes 
couri)cs  de  rebroussement,  en  sorte  que  la  surface  minima  possède 
quatre  courbes  de  rebroussement  du  sixième  ordre. 

La  courbe  minima  est  située  sur  les  cylindres  suivants,  dont  le» 
génératrices  sont  parallèles  aux  axes, 

>=3x»-h6, 

Kqui  rencontrent  les  plans  coordonnés  suivant  une  astroïde  ima- 
ginaire et  deux  paraboles  de  !Xeil. 

IX.  Equations  de  la  surface  minima.  —  La  surface  minima 
elle-nnéme  est  déterminée  par  les  équations  suivantes  : 

-      (i^,-î)-3(i-H,;;)H-3(.^..)-(^-^'î). 


7  =  / 


[(^-jjj-^H^-i)^''^-*''-"^**-*'^} 


^=3(i  +  l)  +  3(,'-H,î). 
ou,  en  coordonnées  polaires,  en  faisant 

j:  =  ^  [  —  —  r*  )  cos 3q  —  6[ r)  cos q, 

jr  =  iil'-  —  r^\  sinS^  -4-61 r\  sinq. 


=2(^-+-'^) 


cos  2^. 


^s  équations  montrent  bien  qu'aux  couples  de  valeurs  s^  s^ 


4io  PUEiVIIÈUE  PAUTIIi. 

d'une  part,  —  —  > de  Tautre,  correspondent  le  mèmepoint,  que 

la  surface  est  double  et  qu'on  peut  en  détacher  une  portion  finie 
telle  qu'on  puisse  passer  d'une  face  h  l'autre  sans  traverser  le  con- 
tour. 

Cette  surface  est  du  quinzième  ordre ^  puisque  Ton  a  g  =  i, 
mi  1==  I,  on  voit  que  le  plan  à  l'inlini  rencontre  la  courbe  miniina 
génératrice  en  deux  points  situés  sur  le  cercle  imaginaire  à  Tinfiui 
et  qui  correspondent  aux  valeurs  5  =  o,  .v  =  oo  •  en  chacun  de  ces 
points  sont  confondus  m<  -+-  2  =  3  points  d'intersection  de  la 
courbe  et  du  plan  à  l'infini,  en  sorte  que  ce  plan  est  osculateur  en 
deux  points  à  la  courbe^  les  formules  montrent  que  ces  points  soûl 
situés  sur  la  droite  de  l'infini  du  plan  des  xy^  qui  doit  être  regardée 
comme  une  droite  triple  de  la  surface. 

Ainsi  qu'on  l'a  dit,  on  ne  peut  pas,  des  formules  précédentes,  dé- 
duire inversement  des  formules  qui  expriment  uniformément  les 
deux  variables  5,  s^  au  moyen  de  J:,j^,  z  (supposés  liés  par  l'équation 
delà  surface)*,  au  contraire,  à  chaque  point  de  cette  surface  corres- 
pondent pour  ^,  5i  deux  couples  de  valeurs. 

Cette  circonstance  ne  se  présente  plus  quand  on  change  conve- 
nablement les  variables*,  mais  la  propriété  de  la  représentation  pn*- 
cédente  de  la  surface  sur  le  plan,  à  savoir  la  conservation  de  la  si- 
militude pour  les  parties  infiniment  petites,  n'a  plus  lieu. 

Le  choix  des  nouvelles  variables  est  tout  indiqué^  on  posera 


d'où 


I  I 

Si  S 


T  S 


S 


=lOW-^i)'  -îO-V-i;)- 


On  obtient  alors 


>      -—    ' 


-7-  -h  T[        -     T-  -»-•  77     , 
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et,  en  iaisaul 


fs  ~  oe-T'.      (7,---  tsc   r\ 


ou  oblieiit  iliialement 

Y—  2&sin  v[4;o*-t-  V  sin**  —  3:p*-+-4  J» 

z  ir^  G-  0*  4-  21  cc»s?.v. 

•  /  1 

\.  Intersection  de  la  surface  par  les  plans  de  coordonnées  et 
par  le  plan  de  l'infini.  —  Partant  de  ces  équations,  on  voit  de  suite 
les  plans  des  xz  et  des  jz  sont  des  plans  de  symétrie  de  la  surface 
et  que  Tintersection  de  cette  dernière  par  le  plan  ^  =  o  se  compose 
des  deux  droites  x±y  =  o,  qui  doivent  être  regardées  comme  des 
droites  triples  d'intersection  de  la  courbe  imaginaire  du  sixième 
ordre 

(-lF"^3)-(-3— )-^^' 

et  enfin  de  la  droite  à  Tinfini,  qui  doit  être  comptée  pour  3^  de 
même,  en  chercliant  Tintersection  par  le  plan  j:=  o,  on  voit  que 
Taxe  des  z  doit  être  regardé  comme  une  droite  double  de  la  sur- 
face; la  portion  qui  s*éte]id  depuis  le  point  z  =  —  12  jusqu'au  point 
-  =  iaest  l'intersection  de  deux  nappes  réelles  ^  les  deux  autres 
portions  indéfinies  de  Taxe  des  z  doivent  être  regardées  comme 
isolées-,  cette  intersection  comprend  en  outre  une  parabole  de^eil, 


(hA'^i'^y^--'* 


dont  le  rebroussement  est  situé  sur  l'axe  des  z  au  point  z  =  —  12, 
et  une  courbe  double  de  la  surface  unîcursale  et  du  cinquième  ordre 


3    T*—  o 

^__ ._ 


On  a,  pour  cette  courbe, 


~dz 


de  ses  six    points   doubles,    deux  sont   réels  iz--iq,  ^  =0)   <'l 


I 


I 
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(z  =  o,  j^  =  o)  -,  les  quatre  autres,  qui  correspondent  aux  valeurs 

sont  des  points  de  rebroussement.  Celte  courbe  double  est  isolée  à 
partir  du  point  z  =  —  12. 

Enfin  le  plan  de  Tinfini  rencontre  la  surface  suivant  la  droite, 
triple  dans  la  surface,  située  à  l'infini  dans  le  plan  des  j^,  laquelle, 
dans  l'intersection,  doit  compter  pour  neuf  droites,  et  suivant  deux 
autres  droites  aussi  triples  dans  la  surface  et  situées  dans  les  plans 
wC  -hjri  :=  o,  x  — yi  =  o.  Ces  résultats  sont  conformes  avec  la  théo- 
rie, qui  veut  que  les  lignes  analytiques  d'une  surface  minima  qui 
sont  situées  dans  le  plan  à  l'infini  soient  des  droites. 

XI.  Sur  les  faisceaux  de  cylindres  circonscrits  du  sixième 
ordre.  —  Aux  grands  cercles  de  la  sphère  qui  donne  la  représen- 
tation conforme  de  la  surface  minima  correspondent  des  courbes  du 
sixième  ordre  tracées  sur  la  surface. 

L'équation  d'un  de  ces  grands  cercles  est 

.Wi  —  as  —  rt| .?!  =  I , 
où  a  et  ai  désignent  des  quantités  conjuguées;  on  en  déduit 

T  -+-  ris 


s^  — 


s «l< 


Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  de  la  sui*face,  donnent 
pour  x^y^z  des  expressions  du  douzième  degré  en  s  \  mais  aux  va- 
leurs 


S'—  a, 
s     et 

I  -h  as 


correspondent  deux  points  confondus  de  la  courbe  qui,  ainsi,  est  du 
sixième  degré.  A  la  double  infinité  des  grands  cercles  de  la  splièrt* 
correspond  une  double  infinité  de  courbes  du  sixième  ordre  sur  la 
surface;  les  normales  à  la  surface  le  long  d'une  de  ces  courbes  sont 
parallèles  à  un  même  plan,  en  sorte  que  le  cylindre  dont  cette 
courbe  est  la  directrice  et  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires 
a  ce  plan  est  circonscrit  à  la  surface. 

A  ces  courbes  du  sixième  ordre  appartiennent,  comme  cas  limite. 
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les  lignes  du  troisième  ordre  qui  correspondent  aux  méridiens  de  la 
sphère.  Ces  courbes  sont  les  paraboles  cubiques  trouvées  par 
M.  Henneberg. 

A  la  fin  du  travail  de  M.  Schilling,  on  trouvera  une  vue  stéréo- 
scopiquede  la  surface  ou  plutôt  du  quart  de  cette  surface,  dont  on 
repi*oduira  aisément  les  autres  parties  «^  cause  de  la  symétrie  par 
rapport  aux  deux  plans  des  xz  et  desjz. 


LECORiNU.  —  Sur  l'équilibre  des  surfaces  flexibles  et  lnextensibles  i  *  ). 

M.  Lecoruu,  après  avoir  rappelé  les  propositions  de  la  Géomé- 
trie des  surfaces  dont  il  aura  l'occasion  de  se  servir  dans  la  suite  de 
son  travail,  cherche  les  équations  d'équilibre  d'une  surface  llexîble 
et  inextensible  soumise  à  des  forces  extérieures  quelconques,  com- 
parables toutefois  aux  éléments  superficiels  auxquels  elles  sont 
appliquées,  en  sorte  qu'on  peut  toujours  supposer  ces  forces  rappor- 
tées à  l'unité  de  surface. 

Si  dans  une  telle  surface,  supposée  en  équilibre,  on  découpe  un 
contour  fermé  quelconque,  la  portion  de  surface  détachée  restera 
en  équilibre  si  Ton  applique  sur  le  contour  des  forces  de  tension 
convenablement  choisies,  situées  dans  le  plan  tangent^  on  suppo- 
sera ces  forces  de  tension  rapportées  à  l'unité  de  longueur.  La  force 
de  tension  qui  s'exerce  sur  un  élément  de  contour  a  une  compo- 
sante normale  (force  d'arrachement)  et  une  composante  tangen- 
tielle  (force  de  cisaillement).  On  aperçoit  de  suite  que  les  forces  de 
cisaillement  développées  eu  un  point  donné  sur  deux  éléments 
linéaires  qui  se  coupent  n  angle  droit  sont  égales;  on  reconnaît 
aussi  aisément  que,  si  en  un  point  quelconque  de  la  surface  on  con- 
sidère dans  le  plan  tangent  deux  directions  rectangulaires,  et  que 
l'on  désigne  par  7i|,  /I2  les  forces  d'arrachement  relatives  à  ces 
deux  directions  et  par  t  la  force  commune  de  cisaillement,  la  co- 
nique qui,  étant  rapportée  h  ces  deux  directions  comme  axes  coor- 


't\ 


Thèftp  Miiitoniic  cleTant  la  Faculté  des  Scinnces  dp.  Paris  le  10  novembre  1880. 
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donnés,  a  pour  équalîon 


»j  .?•*  -h  7.t  .rj-  -+-  //j^"*     -  I 


-  •  t 


jouit  de  celte  propriété  que,  sî  Ton  considère  la  force  de  tension 
relative  à  la  direction  d'un  quelconque  de  ses  diamètres,  celte  force 
de  tension  est  dirigée  suivant  le  diamètre  conjugué  5  M.  Lccornu 
donne  à  cette  conique  le  nom  à* indicatrice  des  tensions. 

Supposant  ensuite  la  surface  rapportée  k  des  coordonnées  ortho- 
gonales quelconques  ).,  |tx,  et  désignant  par  L  rfA,  M  d^L  les  dinéren- 
tielles  des  arcs  des  courbes  coordonnées  qui  passent  par  le  point 
(X,  |:ji),  Tauteur  écrit  que  le  petit  élément  de  surface  L!M  d\  dfx,  que 
l'on  peut  assimiler  à  un  petit  rectangle,  est  en  équilibre  sous  l'in- 
fluence des  forces  de  tension  relatives  à  son  contour  et  des  forces 
extérieures  dont  les  composantes  suivant  les  arêtes  du  Irîèdre  trircc- 
tangle  formé  par  les  tangentes  aux  courbes  coordonnées  et  la  normale 
à  la  surface  sont  F<,  F2,^,  et  à  son  contour.  En  désignant  par;i|,/7s 
les  forces  d'arrachement  relatives  aux  directions  des  tangentes, 
part  la  force  commune  de  cisaillement,  parR^,  Rj  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  de  la  surface  suivant  les  deux  tan- 
gentes, par  T  le  rayon  de  courbure  géodésîque,  enfin  par  /9|  et  fj 
les  rayons  de  courbure  géodésique  des  deux  courbes  coordonnées, 
en  sorte  que,  x^j,  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  du  point 
(X,  [x)  etX,  Y,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  ce  point, 
on  ait 


«I 


M.  Lccornu,  par  une  application  habilement  faite  du  principe  des 
vitesses  virtuelles,  parvient  aux  équations  suivantes  : 

i  ^«  -_  _!_  ^^'  .:-  "inlll  _f.  :.'  ~  F 
L    ô\         ISl  <)'j.  oj  pi 


ISl    i)'j.         4   (». 


-4-  -  =  F„ 


0.  0. 


« ,         iK         '>.t 
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Une  première  remarque  consiste  en  ce  que  le  nombre  des  in- 
connues /Z|,  /i2,  t  est  égal  au  nombre  des  équations,  en  sorte  que 
F|,  Fj,  ^  ne  sont  assujettis  à  aucune  condition,  ce  qui  montre 
combien  le  problème  traité  par  Tauteur  diffère  du  problème  de 
l'équilibre  d'un  fil  llexiblc  et  inextensible. 

De  plus,  ces  équations  ne  diffèrent  que  par  les  seconds  membres 
el  parle  nom  des  inconnues  7i|,  nn,  f  des  équations  qu'on  rencontre 
dans  la  théorie  de  la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces 
Hexibles  et  inextensibles.  Dans  ces  dernières  équations,  les  varia- 
lions  /,  /II,  Q  des  quantités  — ?  --»  -  remplacent  /i| ,  Wj,  /. 

Les  équations  étant  linéaires,  on  voit  que  Tintégration  des  équa- 
tions d'équilibre,  en  supposant  traité  le  problème  de  la  déforma- 
lion,  revient  â  trouver  seulement  une  solution  particulière.  Dans  le 
cas  où  la  surface  n'est  pas  développable,  on  voit  aisément  qu'on 
peut,  par  un  changement  de  variable  simple,  changer  les  équations 
d'équilibre  en  d'autres  semblables  où  le  terme  $  n'existe  plus;  on 
a  alors  affaire  à  deux  équations  linéaires  en  /Z|,  112,  dont  l'auteur 
fait  une  étude  particulière.  Dans  cette  étude,  les  lignes  asympto- 
tiqucs  jouent,  comme  dans  la  théorie  de  la  déformation,  un  rôle 
capital  :  leurs  tangentes  en  un  point  de  la  surface  sont  conjuguées 
par  rapport  à  l'indicatrice  des  tensions;  ce  sont  des  fonctions  ar- 
bitraires des  paramètres  de  ces  lignes  qui  figurent  dans  les  expres- 
sions les  plus  générales  de  «,,  n^,  t  qui  satisfassent  aux  équations 
d'équilibre. 

Enfin  M.  Lecomu  donne  de  ces  principes  une  suite  d'applîca- 
lîons,  dont  la  plus  importante  concerne  les  surfaces  réglées;  il  ren- 
contre, chemin  faisant,  plusieurs  propositions  géométriques  inté- 
ressantes. 
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SUR  UKE  PROPRIÉTÉ  DES  FONCTIONS  UNIFORMES  D^UNE  VARIABLE  LIÉES 
PAR  UNE  RELATION  ALGÉBRIQUE,  ET  SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ; 

Par  m.  EMILE  PICARD. 


Désignons  par  u  et  v  deux  fonctions  uniformes  d'une  variable  ;:, 
liées  par  la  relation  algébrique  irréductible  de  degré  m 

;i)  F(tt,p)  — o. 

Je  me  propose  de  montrer,  dans  ce  travail,  comment  on  peut  trou- 
ver les  formes  possibles  des  deux  fonctions  u  et  i^,  et  il  résultera 
tout  naturellement  de  cette  recherche  que  le  nombre  caractéristique, 
ordinairement  désigné  par  p^  relatif  à  Téquation  (i)  ne  peut  être 
que  zéro  ou  l'unité.  Tel  est  l'objet  de  la  première  Partie  de  cette 
étude,  auquel  on  peut  encore  donner  la  forme  géométrique  sui- 
vante. 

Une  courbe  étant  définie  par  une  relation  telle  que  (i)  entre  les 
coordonnées  u  et  u  d'un  quelconque  de  ses  points,  deux  cas  parti- 
culièrement intéressants  et  bien  connus  sont  ceux  où  le  genre  p  de 
la  courbe  est  égal  à  zéro  ou  à  Tunité.  On  sait  que  dans  le  premier 
cas  u  et  i^  peuvent  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  d'un  para- 
mètre, et  dans  le  second  cas  on  peut  les  regarder  comme  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  aux  mûmes  périodes  d'un  para- 
mètre z.  On  peut  donc,  dans  ces  deux  cas,  mettre  u  et  i^  sous  la 
forme 

a  =  P(3),     i'  =  Q(5), 

P  et  Q  étant  des  fonctions  uniformes  de  z  n'ayant  d'autres  points 
singuliers  que  des  pôles.  On  est  amené  tout  naturellement  à  se  poser 
alors  la  question  suivante  :  Existe-t-il  d'autres  courbes  algébri- 
ques que  celles  du  genre  o  et  i ,  dont  les  coordonnées  soient  suscep- 
tibles de  s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  d'un  paramètre  à 
discontinuités  exclusivement  polaires?  L'étude  analytique  dont  j'ai 
annoncé  plus  haut  le  résultat  montre  qu'il  n'existe  pas  d'nnlres 
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courbes  algébriques  que  celles  du  genre  o  ou  i ,  jouissant  de  cette 
propriété. 

La  seconde  Partie  de  ce  travail  est  consacrée  à  quelques  applica- 
tions des  résultats  précédemment  obtenus.  Je  fais  notamment  une 
étude  détaillée  de  l'équation  dinérentielle 


("•  S)=*'' 


où  F  est  un  polynôme,  en  me  proposant  de  reconnaître  si  cette 
équation  admet  ou  non  des  intégrales  uniformes. 

I. 

1.  Examinons  d'abord  le  cas  où  la  courbe  représentée  par  Té- 
quation(i)  serait  unîcursale.  On  peut  alors  -  exprimer  rationnel- 
lement li  et  i'  au  moyen  d'un  paramètre,  et  cela  de  telle  manière  qu'à 
un  système  de  valeurs  de  m  et  t'  ne  corresponde  qu'une  seule  valeur 
(le  ce  paramètre  (pour  ce  dernier  point,  voir  Luroth,  Math, 
Ann.,  t.  IX). 

Soient,  par  exemple, 

et  Ton  pourra  tirer  de  ces  deux  équations  X  =y(u,  i^), y  étant  une 
fonction  rationnelle  de  u  et  u.  Or,  si  i/  et  i^  sont  des  fonctions  uni- 
formes à  discontinuités  exclusivement  polaires,  A  sera  une  fonction 
de  même  nature,  que  nous  désignerons  par  R(r),  et  l'on  aura,  par 

suite, 

«  =  ?    [R(3)], 

Telle  est  donc  la  forme  des  fonctions  u  et  i'  dans  le  cas  où  le 
nombre  p,  relatif  à  l'équation  (  i  ),  a  la  valeur  zéro. 

2.  Abordons  maintenant  le  cas  général.  Nous  supposerons, 
comme  on  le  fait  dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  que 
I  équation  (i )  contienne  un  terme  de  degré  m  par  rapport  à  ^  et  que 

le  rapport  -  ait  m  valeurs  finies  et  distinctes  pour  u  =  oo  . 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  Série,  t.  IV.  (Novembre  i88o.)  2^ 
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Soit 


J 


ni«.'') 


une  intégrale  abélicnnc  de  première  espèce  relative  à  Téquation  (i), 
/  (  //,  i')  désignant  un  polynôme  convenable  de  degré  m  —  3.  J'en- 
visage l'expression 

-^  '    '    '  dz 

qui  est  manifestement,  comme  1/  et  v^  une  fonction  uniforme  de  z\ 
mais  je  veux  montrer  de  plus  que  cette  fonction  est  une  fonction 
entière,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a  pas  de  pôles. 

Examinons  d'abord  ce  qu'elle  devient  pour  un  pôle  z  =  a  de  u. 
Dans  le  voisinage  de  u  infini,  on  aura,  puisque  l'intégrale  consi- 
dérée est  de  première  espèce, 


/(«.'•)  _ 


'(.-) 


P(  -  j  représentant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  -  et  prenant  une  valeur  différente  de  zéro  pour  u  =  90 , 

et  m  étant  un  entier  égal  ou  supérieur  à  a.  Désignons  par  n  le 
degré  de  multiplicité  du  pôle  a^  on  aura 

^  =  (.-.)-P(,-.), 

P(r  —  a)  représentant  d'une  manière  générale  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  2  —  a,  et  par  suite 

dm 

Or  on  a  certainement 

puisque  n  n'est  pas  nul  et  que  l'entier  m  est  égal  ou  supérieur  a  2; 
par  suite,  l'expression  (a)  garde  une  valeur  finie  pour  z=:ai. 
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Soit,  maiiilciiant,  Zq  une  valeur  de  z  telle  que  la  valeur  corres- 
pondante Uo  de  u  soit  un  point  critique  de  la  fonction  algébrique 
de»,  définie  par  Téquation  (1),  et  désignons  par  Ço  1^  valeur  de  i^ 
\Hmr  z=  z%.  A  une  valeur  de  z  voisine  de  Zo  correspondent  une 
>aleur  de  u  et  une  valeur  de  9,  Supposons  que  cette  dernière  fasse 
partie  d'un  certain  système  circulaire  de  racines  de  Téquation  (i), 
relatif  au  point  critique  ii«,  et  soit  p  le  degré  de  ce  système  circu- 
laire Je  suppose  que  ce  degré  soit  réduit  autant  que  possible,  c'est- 
à-dire  que  ce  ne  puisse  être  qu'après  un  nombre  de  tours  égal  à  un 
mtdtiple  de  p  de  la  variable  u  autour  de  ii«,  que  la  fonction  algé- 
brique p  reprenne  la  même  valeur.  Il  est  facile  de  voir  que  dans  ces 
conditions  z  =  z^  devra  être  une  racine  de  l'équation  u  =  ii«,  avci! 
on  degré  de  multiplicité  égal  k  p  on  à  un  multiple  Ip  de  p.  Eu 
elTet,  soit  7  ce  degré  de  multiplicité^  z  ayant  tourné  une  fois  autour 
de  Joi  u  a  tourné  q  fois  autour  de  Uo  et  p  a  nécessairement  repris  la 
même  valeur^  donc  ç  doit  être  un  multiple  de  p. 

On  a  nécessairement  d'ailleurs,  dans  le  voisinage  de  u  =  rio, 

M(u)  prenant  une  valeur  finie  et  différente  de  zéro  pour  u  =  11^^  et 
rentier  positif  ou  négatif  q  satisfaisant  à  l'inégalité  y  <!/'•  ^^^^ 
résulte  iounédiatement  de  ce  que  l'intégrale 


doit  rester  finie  quand  u  tend  vers  zéro. 
M  — M©  contenant  d'autre  part  en  facteur  {z  —  z^j^P^  et,  par 

*wile, -— contenant  le  facteur  (z  —  ^o)^''"*,  on  aura  manifeste- 
ment 

du 


/M,, 


=  (3  — Zo)*f''-^J-*P, 


p  prenant  une  valeur  finie  et  difierente  de  zéro  pour  z  =  z^.  Mais 
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on  a 

puisque  p  —  r/  >  o  et  que  l'entier  X  est  au  moins  égal  à  i. 

Par  suite,  Texpression  (2)  garde  une  valeur  finie  pour  s  =  To. 

Il  peut  arriver  que  P^(i/,^)  s'annule  pour  un  système  de  va- 
leurs Mo,  ^0  et  que,  dans  le  voisinage  de  Wo,  la  racine  considérée  i* 
soit  une  fonction  holoraorphe  de  1/.  Il  est  évident  que  dans  ce  cas 
le  quotient 

est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  i/o,  et  la  conclusion  précé- 
dente subsiste. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

/(«..4r 

(j[z)  étant  une  fonction  entière.  On  en  déduit  par  rintégraliou, 
en  désignant  par  Uq  la  valeur  de  u  correspondant  h  une  valeur  z^ 
de  c, 

Cj^[z)  étant,  comme  G(:t),  une  fonction  entière. 

Nous  allons  montrer  que  la  relation  entre  les  deux  fonctions  uni- 
formes u  et  G«  est  impossible  si  le  nombre  p  relatif  à  Téquation 
F(m,  v)  =0  est  supérieur  à  l'unité.  Supposons,  en  effet,  qu'il  en 
soit  ainsi.  Dans  ce  cas,  nous  pouvons  supposer  que  l'intégrale 


(4)  r 


ni",*')' 


a  au  moins  trois  périodes  distinctes.  Une  intégrale  déterminée  de 
première  espèce,  relative  à  une  fonction  algébrique  d'un  genre  p 
supérieur  à  l'unité,  peut  bien  avoir  moins  de  trois  périodes;  mai> 
on  sait  que  la  même  chose  ne  peut  arriver  pour  une  intégrale  quel- 
conque, comme  l'est  l'intégrale  (4)»  Cela  posé,  revenons  à  la  rela- 
tion (3)  ;  elle  montre  qu'à  une  valeur  donnée  de  u  correspondent 
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deux  valeurs  de  (i,  |^  c  j  dillerant  d'aussi  peu  quoii  voudra,  puisqu'on 
peut  ajouter  à  Tintégralc  une  somme  des  multiples  des  périodes, 
et,  celles-ci  étaut  en  nombre  au  moins  égal  à  trois,  on  sait  que 
cette  somme  peut  être  rendue  moindre  que  toute  quantité  donnée  \ 
mais  à  deux  valeurs  très  voisines  de  Gi(c)  correspondent  évi- 
demment deux  valeurs  de  z,  elles-mêmes  très  voisines,  et  nous 
arrivons,  par  suite,  à  cette  conclusion  inadmissible,  qu'à  une 
valeur  de  u  correspondent  deux  valeurs  de  z  dont  la  dîilérence  a 
un  module  aussi  petit  qu'on  voudra.  La  seule  hypothèse  que  nous 
puissions  faire  est  donc  que  p  =  i. 

Dans  ce  cas,  la  relation  (3)  montre  de  suite  que  u  est  une  fone- 
lion  doublement  périodique  1'  [Ci, (3)]  de  la  fonction  entière  (i,(3). 

A  cause  de  la  relation 

F*,^  fJu  -+-  h^.  dv  m  o 

ou 

du  dv 


(in  aura 

el,  par  suite,  v  sera,  comme  u,  une   fonction  doublemenl  pério- 
«iique  aux  mêmes  périodes  de  Gi  (:::  ). 
Ainsi,  en  résumé,  le  genre  de  la  relation  algébrique 

F(ll,  r)  =  0 

doit  être  égal  a  zéro  ou  à  l'unité.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

l/  =  (p[R(3)],        P=y,[R(3^'], 

?  etÇi  étant  des  fonctions  rationnelles  de  R  (  3  ),  qui  est  une  fonction 
uniforme,  quelconque  d'ailleurs,  à  discontinuités  exclusivement 
(x)] aires,  et  l'on  a  dans  le  second 

I'  et  F,  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes  pé- 
riodes, et  Gi( z)  une  fonction  entière,  qui  peut  d'ailleurs  être  quel- 
conque. 
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IL 

Je  me  propose  d'indiquer  maintenant  quelques  applications  de  la 
proposition  précédente,  et  j'ai  surtout  en  vue  Tintégration  d'une 
classe  d'équations  différent ielles. 

1 .  Nous  allons  déduire  immédiatement  du  théorème  précédent 
la  démonstration  de  la  proposition  suivante.  On  ne  peut  satisfaire 
à  l'équation  de  Fermât, 

X« -h  Y« -4- Z"  =  o, 

eu  prenant  pour  X,  Y  et  Z  des  fonctions  uniformes  à  discontinuités 
uniquement  polaires,  que  si  l'entier  n  est  au  plus  égal  à  3.  Si  Ton 

pose,  en  eflet,  —  =  «  et      =  i',  on  a  la  relation 

n"  -4-  i»"  -h  I  =  o, 

et,  si  n  n'est  pas  égal  à  i ,  a  ou  3,  le  nombre  p  relatif  à  cette  équa- 
tion est  supérieur  à  l'unité.  Si  7i  =:  3,  on  a  /i  =  i  et  li  et  v'  sont 
alors  des  fonctions  doublement  périodiques  d'une  fonctio9  entière. 

2.  Considérons  encore,  avant  d'aborder  la  classe  d'équations  qui 
fait  le  principal  objet  de  cette  étude,  les  équations 

(.)  r(«,^)  =  „. 

en  se  proposant  de  chercher  dans  quels  cas  on  peut  y  satisfaire 
par  des  fonctions  uniformes  de^.  C'est  le  problème  que  se  sontpcst* 
MM.  Briot  et  Bouquet  dans  leur  mémorable  travail  sur  l'intégra- 
tion de  certaines  équations  différentielles,  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques. 

Tout  d'abord  le  genre  de  la  relation  algébrique  (i)  doit  être  égal 
à  zéro  ou  «à  l'unité.  Cela  posé,  étant  donnée  la  relation 

F(£I,P]  =  0, 

dont  le  genre  est,  par  hypothèse,  /.éro  ou  Tunité,  ou  peut,  daiislf 
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premier  cas,  exprimer  rationnellement  u  cl  v  au  moyen  d'un  para- 
mètre 2^ 

dans  le  secoud,  exprimer  u  et  (»  par  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiqaes  aux  mêmes  périodes  de  X,  pour  lesquelles  nous  garderons 
les  mêmes  notations,  et  nous  pouvons  regarder  dans  Tun  et  l'autre 
cas  les  fonctions  <f  et  f  i  comme  déterminées. 
Soit  d'abord  p=  O]  on  devra  avoir  alors 

R(2)  étant  une  fonction  uniforme. 
On  en  conclut  que 

.2)  y'(R)R'=y,(R). 

ou 

y  étant  une  fonction  rationnelle  de  R. 

Mais  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'une  pareille  équation  ne  peut 
avoir  d'intégrale  uniforme  que  si  ^(  R)  se  réduit  à  un  polynôme  du 
second  degré  AR«  -f-  BR  -h  C. 

Ou  doit  donc  avoir 

^,(R)  =  f  (R)  (  AR«-+-  BR  -+-  C), 

A,  B  et  C  étant  trois  constantes. 

Si  p  est  égal  à  i ,  on  voit  que  l'équation  (  a)  ne  pourra  avoir  d'in- 
tégrales uniformes  que  si  cpi  et  fff  sont  dans  un  rapport  constant,  et 
dans  ce  cas  R  (  z  )  se  réduit  à  A  2  +  B,  A  et  B  étant  deux  constantes. 

3.  J'envisage  maintenant  les  équations  difTérentielles  de  la  forme 


(«•  ^) = »' 


Fêlant  un  polynôme ,  en  me  proposant  de  rechercher  dans  quels  cas 
<-lle  admettra  des  intégrales  uniformes.  Le  genre  de  la  relation 
précédente  doit  être  tout  d'abord  égal  à  a^ro  ou  à  l'unité^  plaçons- 
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nous  d'abord  dans  la  pr(;mière  hypothèse,  et  nous  pouvons  écrire 


I*- 


\  et  y^  élanl  des   fonctions  rationnelles  que  Ton  peut  considérer 
comme  données.  Or  la  première  égalité  donne  de  suite 

^'=,'(R)R'»-4-f(R)R"; 
donc  on  a 

et  nous  avons  à  chercher  si  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  par 
des  fonctions  uniformes   R.    Or    posons    R'=/^;   cette    équation 


s'écrira 


?,(R)=ç'(R)/>'+ç'(R)/*^, 


et  enfin,  en  posant  /??=  P, 

2y,(R)  =  a/(R)P  +  /(R)^, 
d'où  Ton  tire  immédiatement 

(')  '    ""   \iii)- — îTîRjîi 

jNous'sommes  donc  amenés  à  rechercher  dans  quels  cas  une  pareille 
relation  différentielle  pourra  être  satisfaite  par  une  fonction  uni- 
forme R. 


4.  Supposons  d'abord  que  l'intégrale  ycj^i'^'rfR  ne  contienne  pas 
de  terme  logarithmique*,  (  -7-  )  sera,  dans  ce  cas,  une  fonction  ra- 
tionnelle de  R.  Nous  devons  donc  voir  dans  quels  cas  réqualion 


(S)"-ci 


admettra  une  intégrale  uniforme,  F  étant  une  fonction  rationnelle 
de  R. 

11  résidte  immédiatement  des  recherches  de  MM.  Briot  et  Bou- 


:UÊLANG£S.  \i5 

qnet  que  F(R)  ne  peut  ôtrc  qu'un  polynôme  de  degré  inférieur  ou 
égal  à  4*  Nous  aurons  donc  à  rechercher  si  Ton  peut  déterminer  la 
constante  entrant  dans  l'intégrale 

de  manière  que  le  quotient  -^Lîl^ soit  un  polynôme  d'un  degré 

inférieur  ou  au  plus  égal  à  4-  U  est  manifeste  que  trois  cas  pourront 
se  présenter  :  il  pourra  en  être  ainsi  soit  pour  toute  valeur  de  la 
constante,  et  alors  toutes  les  intégrales  de  l'équation  seront  uni- 
formes, soit  pour  une  seule  valeur  de  cette  constante,  et  alors  l'é- 
quation proposée  aura  une  première  intégrale  uniforme,  et  par 
saite  toutes  celles  qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  celle-ci  z 
par  z  plus  une  constante  ^  il  pourra  enfin  arriver,  et  ce  sera  le  cas 
général,  que  l'on  ne  puisse  pas  déterminer  d'une  manière  conve- 
nable la  constante  d'intégration. 

5.  Abordons  maintenant  le  cas  où  l'intégrale  J^^  ^'  dK  donnerait 
naissance  à  des  termes  logarithmiques.  Soit  Âlog(R  —  a)  un  pareil 
terme,  A  étant  nécessairement  une  constante.  Montrons  d'abord 
que  l'équation  ^[z)=.a  ne  pourra  avoir  de  racine.  Supposons, 
en  effet,  que  R  (  ^o  )  =  «  î  on  aura 

R{z)-a  =  (3-«orP{2), 

P(z)  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  5  —  zo  et  ne  s'annulant  pas  pour  z  =z  Zq, 

Donc  Alog(R  —  a) sera  égal  à  mAlog(z  —  Zq)  -*-  AlogP(z). 

Si  donc  nous  considérons  l'égalité 

on  voit  que  le  second  membre  n'est  pas  une  fonction  uniforme  de  z 
aatonr  de  Zq^  puisque  par  une  rotation  autour  de  ce  point  son 
numérateur  augmente  de  a  m  Att t;  le  premier  membre,  au  contraire, 
est  une  fonction  uniforme  de  z,  dans  le  voisinage  de  Zq  \  l'égalité 
précédente  est  donc  impossible. 
Nouspouvons  maintenant  établirquerintégraleyfi'YWR  ne  pourra 
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pas,  si  l'int^nle  de  l'équation  (  1  )  m,  comme  dous  le  supposons, 
uniforme,  contenir  plus  de  deux  termes  logMÏthmiqacs.  Oo  sait,  en 
elTet,  comme  je  l'ai  montré  dans  mon  Mémoire  sur  les  fonctions 
entières  {Annales  de  l'École  Normale.  1880),  qn'il  ne  peut  y 
avoir  plus  de  deux  valeurs  a  et  i  pour  lesquelles  les  équations 
R(z)  =a  et  R(z)  =:  h  n'aient  pas  de  racines,  R(z)  étant  une 
fonction  uniforme  dans  tout  le  plan  à  disconUnuités  exclusivement 
polaires. 

6.  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  dans  l'intégrale  qu'un  terme 
logarithmique.  Notre  équation  (I)  aura  la  forme 

{^)'=r{R}+fl&}hf[R-a]. 

F  etyétant  des  fonctions  rationnelles  de  K,ety  n'étant  pas  identi- 
quement nul. 

Je  dis  qu'une  fonction  uniforme  intégrale  de  cette  équation  ne 
peut  être  qu'une  fonction  entière,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a  pas  de 
pAles.  Soit,  en  cITet,  Sg  un  pôle  de  R  ;  on  aura  dans  le  voisinage  de 
ce  point 


'-^,r 


P(zo)  étant  différent  de  zéro,  et  l'on  voit  que  le  second  membre  de 
(1),  contenant  le  terme  non  uniforme 


-,.,[,SM.]H,-.. 


). 

ne  serait  pas,  comme  le  premier,  uniforme  dans  le  voisinage  de  :,. 
D'autre  part,  -3-  ne  peut  devenir  infini  pour  aucune  valeur  fioie 

di;  H,  car,  en  posant  (■^)  =i|'(R),  on  a  de  suite 


:;  a  une  valeur  déterminée  z,  quand  R  tend  vers  une  valeur  a 


t- 
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rca(lanl^(R)  Infini;  donc,  pour  une  valeur  Zi  de  z,  R  prend  une 

valeur  a  et  -y-  est  infini,  ce  qui  est  Impossible.  Cela  montre  de 

suite  que  F(R)  ety(R)  doivent  être  nécessairement  des  polynômes. 
On  voit  ensuite  que  Texpression 

F;R)-f./(R)lc,g(R-a) 

doit  s'annuler  pour  R  =  a.  Sinon,  on  pourrait  certainement  trou- 
ver une  valeur  finie  de  z  pour  laquelle  R  serait  égal  à  a,  et  nous 
savons  que  cela  ne  peut  être.  Les  deux  polynômes  F  et/* doivent 
donc  s'annuler  pour  R  =  /i. 

Montrons  maintenant  que  leur  degré  ne  peut  surpasser  le  second. 
J'envisage,  à  cet  eflet,  l'intégrale 


—  *'« —    I 


R.    ^F(R)-+-/(K)l»g(K-«J 

Re  désignant  la  valeur  de  R  pour  une  valeur  arbitraire  Zq  de  z. 

Soient  m  le  degré  de  F(R)  et  n  celui  dey(R).  Pour  R  infini, 
lexprcssion 

F(R)-f-/(R)log(R-fl) 

est  comparable  à  R"*  ou  à  R^logR,  suivant  que  m  >  /i  ou  m  ^/i. 

On  voit  de  suite  que,  dans  le  premier  cas,  l'intégrale  (II)  tendra 
vers  une  limite  quand  R  augmentera  indéfiniment,  si  m  est  supé- 
rieur à  2^  m  et  par  suite  n  ne  peuvent  donc  dépasser  2. 

Dans  le  second  cas,  l'intégrale  est  comparable  à    1 


U  v/ftMogR 


ï  in- 


tégrale qui,  en  posant  R  =  z'""",  devient,  a  un  facteur  constant 

près,  I  9  cl,  si  n  est  supérieur  à  2,  -2  tend  vers  zéro  quand  R 

•/..  \/l«g- 

augmente  indéfiniment;  par  suite,  cette  dernière  intégrale  a  évidem- 
ment une  limite.  L'intégrale  (II)  tend  donc  encore  vers  une  limite 
quand  R  augmente  indéfiniment.  On  volt  donc  que,  si  les  degrés 
de  F  ety*dépassent  2,  la  fonction  R  aura  au  moins  un  pôle,  ce  que 
nous  savons  être  impossible. 
Montrons  enfin  que  F(R)  ei  /'(R)   contiendront  (R  —  a)-  en 
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facteur,  car,  dans  le  cas  contraire,  Tintégrale  (II)  serait  comparable 

soit  a    I     — ==  >  soit  a    I  *  qui  ont  toutes 

deux  une  limite,  R  tendant  vers  a. 

DoncF(R)  et/(R)doivent  avoir  la  formeA(R  —  a)2,B(R—a]S 
A  et  B  étant  deux  constantes ,  et  6  étant  différent  de  zéro.  Ces  cas 
sont  les  seuls  où  l'intégrale  de  Téquation 


( 


^y=F(R)+/(R)log(R-«) 


pourra  être  uniforme, y(R)  n'étant  pas  identiquement  nul,  et  il 
est  aisé  de  voir  qu'effectivement  dans  ce  cas  l'intégrale  est  uniforme. 
Revenons  maintenant  à  Téquation 

/</R\«_  a/'y,<p'//R 

V^j  -         ç'«        ' 

on  voit  que  Ton  devra  avoir 

45=B(R-fl)V 
d'où 

^W  =  R:r^' 

M  étant  une  constante.  Mais  il  est  manifestement  impossible  de 
trouver  une  fonction  rationnelle  9(R)  satisfaisant  à  cette  relation: 
il  ne  se  peut  donc  que  Téquation  (1)  admette  une  intégrale  uni- 
forme, l'intégrale  y  ^1  (^'dB,  contenant  un  seul  terme  logarithmique. 

7.  Supposons  maintenant  que  l'intégrale^ cp i  f'  dR  contienne  deux 
termes  logarithmiques.  On  aura  pour  I  —  j  une  expression  de  la 
forme 

(^y  =  F(R)-»-/,(R)log(R-«)+/,(R)log(R-i). 

et  nous  pouvons,  comme  précédemment,  nous  proposer  de  trouu»r 
d'une  manière  générale  dans  quels  cas  cotte  équation  admettra  ntic 
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int^aJe  uniforme,  y,  (R)  el^2(R)  ne  pouvant  ni  l'un  ni  l'autre 
élre  identiquement  nuls. 

Une  étude  toute  semblable  à  celle  qui  a  été  faite  dans  le  n"  6 
montre  que  F,  Jy  e\.j\  doivent  être  des  polynômes,  et  que,  de  plus, 
ils  doivent  tous  trois  contenir  en  facteur  (R  — «)^  (R  —  i)^- 

Cela  posé,  remarquons  maintenant  que  la  fonction  R(^)9  ne 
pouvant,  pour  une  valeur  finie  de  z,  devenir  égale  à  a  et  &,  aura 
nécessairement  des  pôles,  et  delà  on  conclut  immédiatement  que 

/,(R)-4-/,(R)  =  o, 

condition  nécessaire  pour  que  R  =  oo  ne  soit  pas  un  point  critique, 
de  nature  logarithmique,  du  second  membre,  et  l'équation  peut 
secrire 

o    _ 

la  fonction  =;^ ?  sera  une  fonction  entière,  ne  devenant  jamais 

nulle.  Désignons-la  par  1/,  d'où 

^       a  —  bu 

K= , 

I  —  « 

t"l  l'équation  précédente  devient 

Cette  dernière  équation  a  la  forme  de  celle  qui  a  été  étudiée  dans 
le  numéro  précédent.  En  nous  reportant  aux  résultats  précédem- 
meut  trouvés,  on  voit  que  l'on  doit  avoir,  pour  que  l'intégrale  u 
puisse  être  uniforme, 


[t-uY      (a-bu\_ 


A  étant  une  constante,  et  cette  relation  montre  immédiatement  que 
le  degré  du  polynôme yi  ne  peut  dépasser  le  quatrième;  il  en  est 
de  même  de  F.  Mais  nous  avons  vu  que  F  et  /î  devaient  admettre 
le  diviseur  (R  —  ^)"(T^  —  ^)^-  Il  suit  de  là  qu'on  ne  peut  avoir  que 

F  =  A(^-aY{K-b]\    /,=  B(R-«)«(R~A)', 
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A  vX  B  étant  deux  constantes,  et  il  est  facile  de  voir  qu'effective- 
ment, dans  ce  cas,  Tintégrale  de  Téquation 


l^)'=F(i,)+.M»)<-^: 


rst  uniforme. 

Revenons  maintenant  à  l'ëquation  (I\ 


m 


•'  ^ • 


01Ï  l'intégrale,  dans  le  second  membre,  est  supposée  conduire  àdrux 
termes  logarithmiques  log(R  —  a)  et  log(R  —  i). 
On  devra  nécessairement  avoir 


I 

I  I 


-^  =  A(R-«)'(R-*)'. 


Â  étant  une  constante,  ou 


(h 


et  il  est  manifeste  que  f  ainsi  défini  ne  peut  être  une  fonction  ration- 
nelle de  R. 


8.  Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  :  l'équation  différen- 
tielle 

^\'_  t>./yt[R)y7R)r/R 


\dz)  - 


ne  peut  admettre  d'intégrale  uniforme  si  l'expression  Jtf^  f'r/R  con- 
tient des  termes  logarithmiques.  A  la  vérité,  j*ai  seulement  examiné, 
dans  les  numéros  précédents,  les  cas  où  elle  contiendrait  un  on 
deux  termes  de  cette  nature;  mais  j'ai  dit  plus  haut  pourquoi  il  n'y 
avait  pas  lieu  d'examiner  les  cas  où  il  y  aurait  plus  de  deux  loga* 
rithmes. 

9.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  le  nombre  f 
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relatif  à  Téquatioti  difTérentielIe 


(«■î-")= 


était  ^al  à  zero^  supposons  maintenant  que  l'on  ait  p  =  §. 

u  et  -jY  devront  avoir  cette  fois  les  formes  cp(R)  et  cpi(R),  y 

et  ^1  désignant  deux  fonctions  doublement  périodiques,  et  R  une 
fonction  uniforme  entière  de  z.  On  voit,  comme  précédemment, 

que 

équation  que  nous  avons  maintenant  à  discuter,  en  supposant  que 
9elf,  soient  des  fonctions  doublement  périodiques. 

Si  l'intégrale  f<fi'j/dR  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  R,  on  aura 


( 


^)"='i«i. 


F  étant  une  fonction  uniforme  doublement  périodique. 

Si  F  ne  se  réduit  pas  h  une  constante,  cette  équation  ne  pourra 
admettre  d'intégrale  uniforme,  car,  soit  R  =  a  un  pôle  de  F(R), 

-^serait  infini,  R  prenant  une  valeur  finie  a.  Si  donc  on  peut  dis- 

poser  de  la  constante  d'intégration  dans^^^f  i  tff  dR  de  manière  que  F 
se  réduise  à  une  constante,  l'équation  admettra,  et  dans  ce  cas  seu- 
lement, des  intégrales  uniformes.  On  aura  alors 

d  où,  en  différentiant, 

(^t  R  se  réduit  à  Âz  •+-  B,  Â  et  B  étant  des  constantes. 

Sapposons,  en  second  lieu,  que  l'intégrale  f^tofdR  soit  uni- 
forme, mais  non  doublement  périodique;  le  second  membre  de 
I  équation  (I)  sera  évidemment  encore  susceptible  de  devenir  infini 
poor  certaines  valeurs  de  R,  et,  par  suite,  l'équation  ne  pourra 
admettre  d'intégrale  uniforme. 
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Enfin,  si  J(fi^'  (IR  contient  tles  termes  logarithmiques,  la  même 
conclusion  suhsiste  encore. 

En  résumé,  quand  />  :=  i ,  le  seul  cas  où  il  y  ait  des  intégrales  uni- 
formes est  celui  où  l'on  a 

Ai    " 

A  étant  une  constante.  Toutes  les  intégrales  de  Tcquation  proposée 
ne  sont  pas,  dans  ce  cas,  uniformes  ^  il  n'y  a  que  celles  que  Ton  peut 
déduire  d'une  première  intégrale  uniforme  par  le  changement  de 
z  en  z  plus  une  constante. 

II  résulte  d(î  toute  cette  étude  que  les  équations 


ne  peuvent  admettre  d'autres  intégrales  uniformes  que  des  fonctions 
rationnelles  de  c,  des  fonctions  rationnelles  de  e^',  où  a  est  une 
constante,  et  enGn  des  fonctions  doublement  périodiques.  Nous 
avons  montré  comment  on  pourrait  reconnaître  s'il  en  est  ainsi  et 
trouvé  en  même  temps  la  nature  spéciale  de  ces  intégrales  uni- 
formes. 
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IISGOURS  PRONONCÉS  AUX  FUNÉRAILLES  DR  M.  (;JHHft«S^.^ 

mSCOIRS  DE  M.  J.  HEHTHAM)!^  v  "'  ' 


AC  NOM  DK  I.  AntDKMIE  DES  SCIKNCKS. 


«  La  France  perd  une  de  ses  gloires,  les  Membres  de  l'Ara  demie 
(les  Sciences  un  ami  excellent,  dévoué  h  chacun  cl  à  tous,  gardien 
et  modèle,  tout  ensemble,  de  la  bonne  confraternité,  dont  son  sou* 
\cnir  vénéré  maintiendra  parmi  nous  la  tradition  plus  vivace  et 
plus  forte. 

»  Je  n'ai  rien  k  apprendre  aux  amis,  aux  admirateurs  de 
M.  Chasles,  qui  se  pressent  si  nombreux  autour  de  son  cercueil  : 
accessible  à  tous,  il  était  pour  tous  affectueux  et  confiant;  dévoué 
^ans  réserve  aux  belles  études  qui  ont  fait  sa  gloire,  il  faisait  pa- 
raître une  égale  et  active  bienveillance  pour  tous  ceux  qui,  dans 
K's  directions  les  plus  diverses,  suivaient  les  grandes  voies  de  la 
Sriencc. 

»  L'ardeur  communicative  de  M.  Chasles  pour  la  Géométrie  se 
montra  presque  dès  l'enfance  :  élève  de  Mathématiques  élémen- 
taires au  Lycée  impérial,  il  communiquait  aux  élèves  des  Collèges 
rivaux  les  problèmes  et  les  exercices  de  chaque  semaine,  deman- 
dant, sans  l'exiger,  les  questions  proposées  par  leurs  maîtres;  dans 
cet  échange  de  problèmes  difficiles  et  d'élégantes  solutions,  organisé 
par  le  jeune  lycéen,  on  peut  croire  aisément  que  le  futur  géomètre 
avait  souvent  la  meilleure  part. 

»  Lorsqu'en  i8i4  M.  Chasles  quitta  l'Ecole  Polytechnique  brus- 
quement licenciée,  sa  première  préoccupation  fut  pour  ses  crama- 
rades  *,  plus  d'un,  dans  son  embarras,  trouva  près  de  lui  plus  que 
tic  bons  conseils.  Rappelé  à  Chartres  par  sa  famille,  il  y  oflrit  l'hos- 
pitalité à  son  jeune  et  brillant  condisciple  du  Lycée  impérial, 
^raëian  Giorgini,  qui,  entraîné  par  lui  vers  la  Géométrie  et  guidé 
dans  ses  premiers  pas,  avait  assez  bien  pi*ofité  de  ses  leçons  et  fait 
assez  de  progrès  pour  lui  enlever  le  prix  d'honneur  au  Concours  gé- 
néral et  le  premier  rang  à  l'Ecole  Polytechnique. 

B*til.  des  Seieacei  mathrm.,  2'  Série,  t,  IV.  (I>écombrP  iSKo.)  '>.8 
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»  Les  élèves  furent  admis  à  subir  leurs  examens.  M.  Cliasles, 
classé  dans  le  génie,  s'apprèlait  à  partir  pour  Chartres;  îl  voulait 
embrasser  sa  mère  avant  de  se  rendre  ii  Metz  et  lui  montrer  son 
uniforme  d'oftieier,  quand  il  reçut  la  visite  du  père  d'un  de  ses  cama- 
rades :  ((  Mon  lils  »,  lui  dit-il,  «  est  le  premier  des  élèves  qui  n'ont 
»  pas  obtenu  de  place  *,  vous  avez  hésité,  je  le  sais,  à  accepter  Tépau- 
»  lette,  votre  refus  aurait  assuré  à  votre  camarade  une  carrière  qui 
»  lui  plait  et  pour  laquelle  j'ai  fait  les  derniers  sacrifices;  il  mVst 
»  impossible  de  les  continuer  pour  lui  en  préparer  une  autre.  » 
M.  Cliasles  ne  répondit  rien  ;  il  partit  pour  Chartres.  En  arrivant, 
sa  résolution  était  prise  :  il  annonça  à  sa  mère  qu*il  resterait  près 
d'elle. 

»  Toujours  passionné  pour  la  Géométrie,  il  résolvait  de  beaux 
problèmes,  comme  au  Collège,  trouvait  chaque  jour  d*éléganls 
théorèmes,  inventait  des  méthodes  générales  et  fécondes,  sans  atti- 
rer l'attention  des  maîtres  de  la  Science  et  sans  y  prétendre.  «  Que 
»  de  talent  perdu!  )>  disaient  les  plus  bienveillants,  sans  songer 
même  à  traiter  d'égal  ce  jeune  homme  obstiné  k  approfondir  les 
théories  élémentaires,  et  qui  bientôt  peut-être  devait,  par  elles, 
s'élever  bien  au-dessus  d'eux. 

»  Sans  s'attrister,  sans  se  plaindre,  sans  se  décourager  surtout, 
M.  Cliasles  poursuivait  son  œuvre,  et  sur  le  terrain  qu'il  aimait  il 
a  trouvé  la  gloire,  sans  avoir  rien  fait  pour  l'atteindre,  si  ce  n'esi 
quelques  chefs-d'œuvre. 

»  Le  premier  qui  s'imposa  a  l'attention  fut  l'admirable  aperçu 
historique,  qui,  sous  ce  titre  plus  que  modeste,  restera  l'œuvre  h 
plus  savante,  la  plus  profonde  et  la  plus  originale  qu'ait  jamais 
inspirée  l'histoire  de  la  Science. 

»  Plus  d'une  fois,  IVI.  Chasles,  sans  abandonner  la  méthode  géo- 
métrique, a  montré  avec  un  rare  bonheur  qu'un  mémo  lien  mysté- 
rieux et  étroit  réunit  et  rapproche  toutes  les  vérités  mathématiques. 
On  lui  doit,  dans  l'une  des  théories  les  plus  hautes  et  les  plus  difii- 
ciles  du  Calcul  intégral,  d'élégants  théorèmes  admirés  des  analystes; 
il  a  ajouté  à  la  Mécanique  un  Chapitre  devenu  classique  sur  le  dé- 
placement des  corps  solides^  il  a  rencontré  dans  la  théorie  de  1  at- 
traction les  plus  beaux  théorèmes  et  les  plus  généraux,  qui  ont 
renouvelé  la  théorie  de  rélectricité  statique.  Sans  essayer  ici  uue 
énumération   infinie,  comment  ne   pas  citer  encore,    entre  tant 
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d'œuvres  originales  et  célèbres,  ses  beaux  travaux  sur  l'attraction 
(les  ellipsoïdes?  Admirés  et  loués  par  Poinsot,  ils  ont  eu  la  fortune 
d'eiciler  entre  les  analystes  et  les  purs  géomètres  une  noble  ému- 
lation, longtemps  prolongée  au  très  grand  profit  de  la  Science. 

B  M.  Chasies  a  poursuivi  son  œuvre  sans  interruption  depuis  sa 
sortie  du  Lycée  jusqu'à  l'âge  de  quatre-vingt-sept  ans.  Soixante-huit 
années  séparent  la  première  Note  de  Télève  Chasies,  insérée  dans 
la  Correspondance  sur  l'Ecole  Polytechnique,  du  dernier  Mémoire 
présenté  à  TAcadémic  des  Sciences.  Tous  les  géomètres,  sans  dis- 
tinction de  nationalité  ni  d'école,  se  sont  inclinés  devant  ce  véné- 
rable vieillard^  tous  ont  admiré  sa  puissance  d'invention,  sa  fécon- 
dité, que  Fàge  semblait  rajeunir,  son  ardeur  et  son  zèle,  continués 
jusqu'aux  derniers  jours. 

»  La  vie  de  M.  Chasies  a  été  heureuse  et  simple;  il  a  trouvé 
dans  la  Science,  avec  les  plus  grandes  joies,  une  gloire  qui  sera 
immortelle,  et  dans  la  vive  affection  de  ses  amis,  dans  leur  assiduité 
empressée  aux  réunions  où  il  les  conviait  avec  une  grâce  si  aimable, 
dans  leur  respectueuse  déférence  en  toute  circonstance,  la  conso- 
lation de  sa  vieillesse.  » 


DISCOURS  DE  M.  BOUQUET, 

AU   NOM   DE  LA   FACULTÉ  DES  SCIENCES   DE   PABIS. 

ft  Au  nom  de  la  Faculté  des  Sciences,  je  viens  rendre  un  dernier 
hommage  au  collègue  illustre  que  nous  avons  perdu.  M.  Chasies 
a  été  riiouneur  des  Mathématiques  françaises.  Ses  travaux  de  Géo- 
métrie Tont  placé  au  premier  rang  parmi  les  savants  de  l'Europe, 
ï*l)  dans  le  grand  développement  de  cette  science  à  notre  époque,  ce 
sont  ses  découvertes  qui  ont  eu  la  part  la  plus  importante. 
^'Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  mé- 
thodes en  Géométrie  est  un  Ouvrage  capital,  écrit  avec  une  admi- 
rable clarté,  et  où  l'auteur  se  montre  un  érudit  en  même  temps 
qaun  inventeur  de  premier  ordre.  Les  mêmes  qualités  se  trouvent 
tlans  le  Traité  de  Géométrie  supérieure  et  les  autres  publications 
'le  notre  collègue,  dont  riniluence  a  été  si  grande  «;t  si  féconde  sur 
les  travaux  contemporains. 
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»  J*ai  tout  particullcrenient  le  devoir  de  rappeler  avec  quel  dé- 
vouement notre  illustre  maitre  s'est  consacré  à  ses  élèves  de  la  Sor- 
bonne,  pendant  vingt  et  une  années  de  professorat^  eu  les  initiant 
sans  réserve  à  ses  méthodes  et  leur  communiquant  ses  découvertes. 
Partout  M.  Chasles  a  eu  des  disciples  qui  ont  suivi  sa  voie  et  con- 
tribué avec  lui  à  élever  la  Géométrie  k  cette  hauteur  où  elle  se  joint 
n  r Analyse  et  aux  théories  les  plus  récentes  du  Calcul  intégral, 
comme  s'il  existait  entre  ces  deux  branches  des  Mathématiques  une 
unité  profonde  que  révèle  le  génie  des  inventeurs.  Dans  un  autre 
domaine^  et  sur  une  question  célèbre  de  Mécanique  à  laquelle  rcsli* 
attaché  le  nom  de  Poinsot,  notre  collègue  a  donné  un  travail 
admii'é  de  tous  les  géomètres,  où  son  merveilleux  talent  se  montre 
dans  tout  son  éclat.  Ce  talent  semblait  croître  avec  Page  :  c'est  à 
soixante-dix  ans  que  M.  Chasles  a  imaginé  la  théorie  des  caracté- 
ristiques, que  la  Société  royale  de  Londres  a  récompensée  par  la 
plus  haute  des  distinctions,  en  donnant  à  notre  collègue  la  mé- 
daille de  Copley. 

»  Mais  nous  songeons  moins,  devant  cette  tombe  ouverte,  à  rap- 
peler les  œuvres  du  génie  et  les  honoeurs  reçus  que  les  vertus  de 
r  homme  privé,  sa  bonté  inaltérable  pour  nous,  pour  ses  élèves,  son 
dévouement  à  tous  ses  devoirs,  sa  fin  chrétienne. 

»  Recevez,  mon  cher  et  regretté  collègue,  notre  suprême  adieu 
ici-bas.  Votre  souvenii*  est  sous  la  sauvegarde  des  sentiments  de 
l'cspect  et  d'aifection  que  vous  nous  avez  inspirés  et  qu'à  jamais 
nous  ronscM'verons  pour  vous.   » 


JNous  avons  tenu  à  reproduire  dans  ce  Journal,  dont  la  création 
est  duc  à  l'initiative  du  géomètre  illustre  que  la  Science  vient  de 
perdre,  les  discours  précédents,  qui  ont  déjà  paru  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  Vudcadéniie  des  Sciences, 

Le  moment  n*est  pas  encore  venu  d'énumérer  tous  les  litres 
que  M.  Chasles  s'était  acquis  à  l'admiration  de  ses  contemporains; 
qu'il  soit  permis  du  moins  à  un  de  ses  élèves  de  rappeler  eu  quel- 
ques mots  les  principaux  travaux  d'une  vie  si  bien  remplie  par  tant 
de  belles  actions,  par  tant  de  découvertes  de  premier  ordre. 
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Avec  Dupin,  Poiiceift,  Poinsot,  M.  Cliasles  pouvait  ùlrc»  consitltMv 
comme  un  des  élè\es  îinniédiats  de  Moiige  vX  de  <]arnot  ;  il  était 
parmi  nous  le  dernier  représentant  dv.  eette  période  féeonde  oii  la 
(réomélrie^  négligée  depuis  Clairaut^  a  pris  un  essor  nouveau  qui 
(levait  conduire  à  la  transformation  di.'  TAnalrse  tout  entière.  On 
sait  que  Lagrange,  dans  les  derniers  temps  de  sa  vie,  fatigué  des 
recherches  d'Analyse  et  de   .Méeanique,  qui  lui  assurent  pourtant 
une  gloire  immortelle,  s'était  livré  à  d'autres  études  et  avait  aban- 
(louué,  pendant  quelque  temps  du  moins,  les  .Mathématiques  pour 
la  Chimie,  pour  la  Physique,  pour  l(*s  spéculations  philosophiques. 
Cet  état  d'esprit  deLagrange,  nous  Ir  rencontrons  presque  toujours 
;i certains  moments  de  la  vie  des  plus  grands  savants.   Les  idées 
nouvelles  qu'ils  ont  contribué  à  introduire  dans   la  Science  leur 
paraissent  sufHsamment  développées^  ils  ont  rempli  leur  tâche  et 
éprouvent  le  besoin  de  tourner  vers  des  sujets  tout  nouveaux  l'ac- 
liviié  de  leur  esprit.  A  l'époque  de  J^agrange,  le  programme  de  rc— 
rlierches  et  de  travaux  ouvert  aux   géomètres  par  la  découverte 
(lu  Calcul   inlinitésimal  paraissait    bien    près  d'être   épuisé.   Des 
équations  dinérentielles   plus  ou  moins   compliquées  à  intégrer^ 
quelques  Chapitres  à  ajouter  au  Calcul  intégral,   à  la  iMéeanique, 
et  il  semblait  que  l'on   allait  toucher  aux  bornes  mêmes  de  la 
Science  tout  entière.    Poisson,  Fourier.   Cauchy  s'occupaient  de 
créer  des  voies  nouvelles  pour  les  recherches  d'Analyse,  en  étu- 
diant l'application  des  lhéoi*ies  juathématiques  h  la  Physique  et  à 
la  Mécanique  moléculaire. 

La  Géométrie  moderne,  et  ce  s<Ta  pour  elle  un  immortel  hon- 
neur, est  venue  changer  entièrement  ces  conditions  en  ollrant  aux 
travaux  une  voie  nouvelle,  et  surtout  en  nous  montrant  par  des 
succès  éclatants  que,  même  dans  le  sujet  le  plus  simple,  il  y  a  tou- 
jours quelque  chose  à  faire  pour  un  esprit  ingénieux  et  inventif. 
Poncelet,  plus  âgé  et  plus  ancien  que  M.  Chasles,  a  eu  le  mérite 
île  donner  l'impulsion  et  de  créer  deux  méthodes  générales,  la 
théorie  des  polaires  réciproques  et  celle  des  propriétés  projec^ 
ûves  des  figures,  yiais^  après  ces  découvertes  capitales,  il  a  consacré 
tous  ses  eilbrts  à  l'étude  de  la  Mécanique,  où  il  a  laissé  des  traces 
meffaçables.  M.  Chasles,  au  contraire,  est  resté  jusqu'à  son  dernier 
jour  fidèle  à  l'étude  de  la  Géométrie. 

Il  a  professé  pendant  longtemps,  il  est  vrai,  le  Cours  de  Machines 

Bh/I.  tirs  Scirncrf  mttthrtn.f  u'  S<»rle,  l.  IV.  (Décembre  1880.)  ^8. 
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et  trA^trouoiuic  à  TEcolc  P<)lyteclink|uc,  cl  Ton  peut  dire  qu'il  a 
occupé  avec  éclat  uuc  chaire  dont  il  a  rappelé  riiisloire,  mais  qu'il 
n'avait  ni  sollicilée  ni  niètne  désirée.  M.  Cliasles  aimait  à  raji- 
peler  que  rillnstre  J)inchlet  lui  avait  demandé  un  exemplaire  de 
ses  Leçons,  avec  Tintention  de  les  prendre  pour  guide  dans  sou 
enseignement.  Mais  il  suffit  de  parcourir  un  instant  ces  feuilles  au- 
tograpliiées  pour  reconnaître  que  M.  Cliasles  est  resté  avant  tout  un 
géomètre  dans  son  enseignement.  Pour  lui,  comme  pour  Ponce lel, 
l'étude  des  machines  a  été  féconde^  seulement  celte  étude,  quia 
conduit  Poncelet  à  ses  belles  découvertes  de  Mécanique,  a  sans 
aucun  doute  donné  à  M.  Cliasles  Tidée  première  de  celte  suite 
ininterrompue  de  beaux  travaux  géométriques  sur  le  déplacement 
d'une  (igure  invariable  qui  constitue  un  de  ses  titres  de  gloire. 

Les  premier.s  travaux  de  M.  Cliasles  sont  inséi*ésdaiis  la  Carres- 
pondance  de  L'Ecole  Polytechnlffue,  Ils  ont  pour  objet  des  pro- 
positions relatives  aux  surfaces  du  second  degré.  Ces  lliéomncs 
nous  paraissent  aujourd'hui  fort  simples;  mais  ils  avaient  alors  un 
réel  intérêt,  car  on  n'ignore  pas  que  la  théorie  des  surfaces  du  se- 
c!ond  degré  venait  à  peine  de  naître  et  qu'elle  est  due  tout  eutière 
aux  travaux  de  Monge  et  de  ses  disciples  immédiats. 

A  cette  époque,  Gergonne  dirigeait  avec  un  grand  éclat  un 
Recueil  qui  a  aujourd'hui  pour  l'histoire  de  la  Géométrie  un  prix 
inestimable.  M.  Cliasles  ne  tarda  pas  a  entrer  en  correspondance  avec 
le  créateur  des  Annales  de  Mathéinatiques  et  lui  envoya  des  tra- 
vaux où  il  commençait  à  employer  des  méthodes  purement  géomé- 
triques. C'est  dans  les  Annales  que  l'on  trouve  ces  Mémoires  sur 
les  projections  stéréograpliiques,  dont  les  théorèmes  sont  devenus 
classiqu(!s  et  le  resteront  toujours.  Malheureusement  Gergonne, 
médiocrement  encouragé  et  ne  pouvant  supporter  le  labeur  écrasant 
d'une  publication  où  il  collaborait,  bien  .souvent  contre  leur  gré, 
avec  tous  les  auteurs  de  Mémoires,  fut  obligé  de  l'interrompre  et 
bientôt  de  la  cesser  défini tivement. 

Le  succès  qu'il  avait  obtenu,  le  goût  des  recherches  qu'il  avait 
contribué  à  développer  avaient  produit  leur  fruit.  Quételet  venait 
de  créer  en  {Belgique  la  Correspondance  mathéniatiifue  ;  Crello 
faisait  paraître  à  Berlin  les  premières  feuilles  de  son  Journal,  où  il 
publiait  les  Méuioires  d'Abel  et  de  Jacobi.  M.  Chasles  s'adressa  à 
Quételet  et  continua  à  publier,  soit  dans  les  Mémoires  de  l'  4cadc' 
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me  de  Bruxelles,  soit  dans  la  Correspondance  mathématique,  les 
resniuts  de  ses  recherches  de  tous  les  instants.  Ce  qui  caractérise 
surtout  les  travaux  du  maitrc  illustre  dont  nous  déplorons  la  perte, 
c  est  la  fécondité,  Tabondance  vraiment  merveilleuse  des  dévelop- 
pements, la  multiplicité  iniiniedes  faces  et  des  aspects  sous  lesquels 
il  considère  la  même  proposition,  Thabileté  surtout  avec  laquelle, 
en  transformant  une  projK)sition  comme  par  degrés  insensibles,  il 
sait  nous  conduire  à  une  pro)>osition  nouvelle  tout  à  fait  dillérente 
(le  la  première. 

Panni  les  recherches  de  cette  époque,  il  convient  de  signaler  les 
admirables  théorèmes  que  M.  Chasles  nous  a  fait  connaître  sur  les 
fovers  et  les  focales  des  coucs  et  des  surfaces  de  révolution  du  se-» 
cond  degré,  les  Mémoires  sur  la  Statique,  sur  la  transformation 
parabolique^  la  Lettre  à  Quételet  sur  les  coordonnées  tangen* 
lielles,  etc. 

Cette  longue  suite  de  travaux  devait  aboutir  à  un  chef-d'œuvre. 
Kn  i83o,  l'Académie  de  Bruxelles,  qui,  dans  beaucoup  d'occasions, 
a  sa  choisir  ses  sujets  de  prix  de  la  manière  la  plus  heureuse,  mit 
au  Concours  une  étude  des  méthodes  déjà  célèbres  de  la  Géométrie 
moderne.  M.  Chasles  envoya  son  Aperça  historique  sur  l'origine  et 
le dè%felopp€ment  des  méthodes  en  Géométrie,  suivi  du  Mémoire 
sur  deux  principes  généraux  de  la  Science,  la  dualité  et  l'homo^ 
grapJne.  La  première  Partie  était  loin  d'avoir  le  développement 
qa  elle  a  pris  à  l'impression.  M.  Chasles  employa  sept  ans  à  achever 
yjjyerçu  et  à  l'enrichir  de  jNotes  historiques,  véritables  modèles 
lie  discussion  précise  qui  ne  seront  jamais  dépassés.  C'est  en  vain 
que  Quételet  le  pressait  de  renvoyer  son  manuscrit;  l'Académie  lui 
faisait  écrire  :  M.  Chasles  restait  soui*d  à  toutes  ces  supplications.  11 
complétait  ses  études  classiques,  apprenait  les  langues  orientales 
pour  pouvoir  parler  avec  compétence  de  la  Géométrie  des  Hindous, 
(le  celle  des  Latins  et  des  Arabes. 

Que  de  fois  nous  l'avons  entendu  parler  avec  un  plaisir  bien  lé- 
gitime de  ce  problème,  dont  la  solution  se  trouve  dans  la  Géométrie 
(le  Bralimegupta  et  dont  personne  n'avait  bien  compris  l'énoncé  : 
frou^fer  un  quadrilatère  inscriptible  à  un  cercle  dans  lequel  l'aire, 
«•ï  diagonales,  les  perpendiculaires,  leurs  segments,  le  diamètre 
du  cercle  sont  des  nombres  rationnels*  Tout  cela  a  été  éclaircî 
par  M.  Chasles i,  et  il  serait  grandement  à  désirer  qu'on  n'aban- 
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donnât  pas,  en  France,  l'étude  de  ces  belles  questions  liistoric|ues. 
Le  temps  nous  manque  non  seulement  pour  apprécier  dignement 
toutes  les  parties  de  V aperçu  historique,  mais  pour  indiquer,  d'une 
manière  même  rapide,  les  autres  découvertes  de  M.  Chasles.  iSous 
nous  contenterons  de  faire  remarquer  qu'elles  peuvent  être  divisées 
en  deux  classes  bien  distinctes.  Les  unes  ont  été  consacrées  à  la 
constitution  d'un  corps  de  doctrine  cohérent,  pouvant  fournir  les 
éléments  d'une  méthode  de  nature  à  rivaliser  avec  la  Géométrie  de 
Desoartes*,  elles  ont  été  coordonnées  dans  le  Traité  de  Géotnétric 
supérieure  et  dans  le  Traité,  malheureusement  inachevé,  des  Sec- 
tions coniques.  M.  Chasles  pensait  que  la  Géométrie  doit  avoir  surtout 
pour  but  la  recherche  de  quelque  principe  général  d'où  toutes  les 
propositions  découlent  sans  eflbrt,  et  il  a  pris  pour  base  la  considé- 
ration si  féconde  du  rapport  anharmonique.  Tel  était  l'éclat  jeté  en 
France  et  à  l'étranger  par  les  travaux  de  M.  Chasles  et  de  Sleiner. 
que  Ton  n'a  pas  accordé  aux  résultats  publiés  par  quelques  géo- 
mètres, profonds,  mais  peu  clairs  ou  trop  modestes,  l'attention  que 
ces  travaux  méritaient  à  bien  des  égards.  Rendons  aujourd'hui  jus- 
tice à  tout  le  monde;  mais,  ne  l'oublions  pas,  M.  Chasles  etSteiner 
ont  eu  et  doivent  conserver  le  mérite  d'avoir  fait  aimer  la  Géomé- 
trie, d'avoir  appelé  à  la  tache  des  légions  de  travailleurs,  parmi 
lesquels  se  trouvent  ceux-là  même  qu'il  s'agit  de  replacer  en  meil- 
leur rang  \  ils  ont  été,  après  Poncelet,  les  chefs  et  les  conducteurs 
de  ce  grand  mouvement  qui  a  amené  la  Géométrie  à  la  situation 
qu'elle  occupe  actuellement. 

M.  Chasles  ne  s'est  pas  contente  d'étudier  les  principes  de  la  Géo- 
métrie moderne  ;  la  création  d'un  corps  de  doctrine  nouveau  n'a  ])as 
suffi  à  absorber  son  activité.  Des  travaux  d'un  autre  genre  lui 
assurent  une  gloire  et  une  renommée  qui  dureront  éternellemeul; 
car  il  a  eu  l'honneur  de  donner  la  solution  déGnitive  de  quelques 
problèmes  difficiles,  examinés  depuis  longtemps  sous  toutes  les  faces 
par  les  géomètres,  et  aussi  d'ouvrir  h  la  Géométrie  des  voies  nou- 
velles, qui  se  sont  montrées  fécondes  et  seront  explorées  par  a's 
successeurs.  Est-il  nécessaire  de  rappeler  les  Mémoii*es  sur  l'attrac- 
tion des  ellipsoïdes  et  ces  beaux  théorèmes  se  rapportant  à  l'attrac- 
tion en  général  qui  figurent  sans  désavantage  à  côté  des  propo- 
sitions de  l'illustre  Gauss.  Mais,  tandis  que  Gauss  fait  appel  aux 
ressources  les  plus  profondes  du  Calcul  intégral,  M.  Chasles  emploie 
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(les  considérations  élémentaires  et  donne  des  démonstrations  dont  la 
«implicite  a  quelque  cliose  de  merveilleux. 

Quand  M.  Lîonville,  reprenant  en  France  Tœuvre  commencée 
parGtTgonne  et  brusquement  interrompue,  fonda  son  Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  qui  a  exercé  une  si  heureuse 
iniluenco  sur  le  développement  des  études  mathématiques  dans  notre 
|)ays,  M.ChasIes  s'empressa  de  profiter  de  ce  moyen  nouveau  de  pu- 
blication, et  il  partagea  ses  Communications  entre  ce  Journal  et  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences. 

Depuis  cette  époque  il  a  publié  successivement  les  démonstra- 
tions relatives  aux  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  les  théorèmes 
sur  le  déplacement  dans  le  plan  et  dans  l'espace,  le  principe  de 
orrespondance  entre  deux  objets  variables,  enfin  cette  théorie  des 
aractéristiques  qui  a  exercé  une  si  lieurtuise  influence  sur  le  dé- 
>cloppement  de  la  (iéomélrie.  Tous  ces  travaux  et  bien  d'autres 
encore  que  nous  ne  pouvons  citer,  ou  qui  n'ont  pas  été  publiés, 
M.  Cliasles  les  a  faits  sans  abandonner  ces  rechercbes  d'érudition, 
|K>ur  lesquelles  il  avait  un  goût  particulier,  accru  par  l'accueil  si  fa- 
vorable qu'avaient  reçu  VA  perçu  historique  et,  plus  tard,  le 
Traite  des  Porismes, 

M.  Cliasles  n'avait  jamais  cessé  de  travailler;  mais  il  avait  continué 
(io  suivre  sa  voie,  et  il  était  désagréablement  surpris  quand  on  lui 
présentait,  sous  le  nom  de  Géométrie,  des  Traités  où  sont  employées 
les  théories  les  plus  élevées  de  l'Algèbre  supérieure.  Pourtant  cette 
union  de  la  Synthèse  et  de  l'Analyse  s*est  montrée  féconde,  et  l'an- 
cienne Géométrie  analytique  de  Descartes  a  su  ti*ouver,  au  contact 
Jes  belles  découvertes  de  la  Géométrie  moderne,  une  force  et  une 
jeunesse  nouvelles,  qui  lui  permettront  de  parcourir  un  champ  vaste 
et  encore  inexploré.  Quelle  que  soit  l'opinion  que  nous  puissions 
avoir  à  ce  sujet,  M.  Chasles  nous  aura  rendu  le  plus  grand  des  ser- 
vices si  nous  apprenons  il  son  école  à  ne  jamais  nous  fier  aux  nié- 
luodes  trop  générales,  à  considérer  toujours  une  question  en  elle- 
même  et  à  trouver,  dans  les  conditions  particulières  du  problème, 
"•oitun  chemin  vers  une  solution  facile,  soit  un  moyen  d*appliquer<i 
<1  une  manière  élégante  les  procédés  généraux  que  toute  science 
<"gne  de  ce  nom  doit  avant  tout  rassembler,  si  elle  ne  veut  pas  se 
•éduire  à  n'être  qu'une  collerlion  de  faits  isolés,  sans  suite,  sans 
ordre  et  sans  intérêt. 


^n  FUNÉRAILLES  DE  M.  CilÂSLES. 

M.  Cliasles  a  longtemps  professé  à  la  Sorbonne;  il  y  formait  d'ex- 
cellents élèves,  et  dans  son  auditoire  se  trouvaient  toujours  des 
étudiants  étrangers  que  sa  réputation  européenne  attirait  de  toutes 
parts. 

11  remplissait  dignement  les  devoirs  de  l'hospitalité,  et  —  c'est  là 
une  preuve  de  sa  bonté  de  cœur  —  il  accueillait  avec  autant  d'amé- 
nité et  de  bienveillance  le  savant  illustre  qui  arrivait  dans  notre 
pays  précédé  d'une  réputation  méritée  et  l'étudiant  modeste,  encore 
obscur,  qui  venait  simplement  y  compléter  ses  études. 

G.  D. 
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ACTA  SociBTATis  SciENTiARUM  Fennice.  Helsingforsiae.  --  In-4''  (<). 

Tome  X;  1875. 

yordenskiàld  (iV.-X.).  —  Sur  la  variation  de  température  pour 
vingt-quatre  heures  à  Hainmarland  (lies  d*Aland).  (171-190; 
suéd.). 

Gjldén  [H,).  —  Exposé  succinct  d'une  nouvelle  méthode  pour  le 
calcul  des  perturbations.  (21 1-2 19;  suéd.). 

Les  méthodes  indiquées  par  Laplaco,  suffisantes  pour  le  calcul  des  perturbations 
<les  grosses  planètes,  ne  peuvent  plus  s'appliquer  à  la  plupart  des  astéroïdes  com- 
pris entre  Mars  et  Jupiter,  ni  à  plus  forte  raison  aux  comètes  périodiques.  Hansen 
a<  le  premier,  découvert  des  méthodes  à  l'aide  desquelles  les  perturbations  des  pe- 
tites planètes  peuvent  se  calculer  avec  la  même  précision  que  colles  des  anciennes; 
il  Si  de  plus,  fait  le  premier  pas  vers  la  découverte  d'un  moyen  applicable  à  la 
(Ictermioation  des  perturbations  des  comètes  périodiques  et  fondé  sur  l'idée  du 

(')  Voir  Bulletin.  1,  37^;  VI,  108. 
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partage  de  l'orbite  en  vcgions  pour  chacune  desquelles  il  emploie  des  formules  diffé- 
rentes. Mais  il  restait  à  résoudre  certaines  difiicultés  de  calcul  qui  exigeaient  l'em- 
ploi de  procédés  mathématiques  dont  Hansen  n'avait  pas  songé  à  se  senrir.  M.  Gyldén 
est  parvenu  à  résoudre  ce  problème  par  l'introduction  des  fonctions  elliptiques.  Il 
expose  dans  le  présent  article  un  court  résumé  de  sa  méthode  et  termine  par  un 
exemple  numérique  relatif  aux  perturbations  de  la  comète  d'Encke  par  Jupiter. 

Krueger  (^.).  —  Recherches  sur  Torbîte  de  la  planète  Thémls, 
avec  une  nouvelle  détermination  de  l'attraction  de  Jupiter. 
(283-295^  ail.). 

Les  calculs  ont  été  faits  d'abord  par  la  méthode  d'Encke,  puis  par  celle  de  Han- 
sen, qui  ont  donné  des  résultats  concordants. 

L'auteur  en  a  conclu,  par  la  comparaison  avec  les  observations,  la   masse  de 

I 


Jupiter  égale  à 


io47>538d=o,o32 


Nordenshiold  [N.-K.).  —  Comparaison  de  la  variation  diurne  de 
température  à  Helsingfors  d'après  les  observations  du  professeiu* 
Hâllstrôm  et  d'après  celles  de  l'Observatoire  magnétique  et  mé- 
téorologique. (299-323  ^  suéd.). 

Krueger  (-^.  )•  —  Sur  la  température  moyenne  à  Helsingtors, 
d'après  les  observations  de  l'Observatoire  magnétique  et  météo- 
rologique, 1 845-1 856.  (379-388;  ail.). 

Hâllstén  {K.).  —  Sur  les  lignes  adiabatiques.  (45i-4^^  \  suéd.). 

Bonsdorff  [E.).  —  Considérations  sur  la  construction  des  poly- 
gones réguliers.  (457-464 î  suéd.). 

L'auteur  s'occupe,  dans  cette  Note,  des  polygones  réguliers  dont  la  construction 
dépend  de  celle  des  racines  d'équations  du  troisième  degré.  11  développe  les  calcul» 
pour  les  polygones  de  19  et  de  78  c6tés. 

Krueger  [A.),  —  Éloge  de  Friedrich-TFilhelni-August  Arge- 
landerj  lu  dans  la  séance  solennelle  de  la  Société  des  Sciences  de 
Finlande  le  29  avril  1873.  (  18  p.  j  suéd.). 

Suivi  d'un  Catalogue  des  publications  d'Argclandcr. 
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Tome  LXXXIX;  1879,  2*  semestre. 

IN^*  14;  €  octobre. 

Tisserand,  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice 
dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  Tinclinaison  mutuelle 
des  orbites  est  quelconque.  (585). 

Suite  da  travail  important  présenté  dans  les  séances  des  90  et  37  janvier ,  3  fé- 
Trier  et  16  juin  187g.  Nous  l'analyserons  quand  il  sera  terminé. 

Daubrée.  —  Sur  une  météorite  sporadosidère  tombée  le  3i  janvier 
1879  a  la  Bécasse,  commune  de  Dun-le-Poèlier  (Indre).  (^97). 

Verrier .  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  d'Abbadie  sur  les  opérations 
exécutées  pour  la  jonction  de  la  triangulation  de  l'Algérie  à  celle 
de  l'Espagne.  (6o5). 

N<>  15-,  U  ocUbre. 

Laguerre.  —  Sur  la  séparation  des  racines  d'une  équation  algé- 
brique à  coefficients  numériques.  (635). 

EOeetuons  la  division  du  polynôme  f{x)  par  (x  —  a)(x  —  6).  Soient 

C.H-  C,  X  H-  C.x'h-  ...-+-  C^,4f  ■•-* 

la  partie  entière  du  quotient  et  Mx  -4-  N  le  reste;  soit,  de  plus, 

M.r-f-N  h  A 

(x  —  «jC-f  —  à)       •*' — à       X—  rt* 
ronnons  la  suite 

A,  B  —  ^C„  B  —  ^'C,,  ...,  B  —  ^~'Cj^  j.  B. 

En  supposant  ^>  a^o,  le  nombre  des  racines  de  Téquation  /(x)=:o  comprises 
entre  a  et  ^  est  au  plus  égal  au  nombre  de  variations  de  cette  suite,  et,  si  ces  deux 
nombres  sont  différents,  leur  difTércnce  est  un  nombre  pair. 
Si  Ton  considère  la  suite 

A,,  A,«i-f-A,,  A«a'4- A,a -f- A,,   ... 

des  coefficients  du  quotient  du  polynôme /(x)  par  x  —  a,  le  dernier  terme  de  la 
suite  étant  /(a),  le  nombre  des  variations  de  cette  suite  fournit  une  limite  supé- 
rieure du  nombre  des  racines  de  l'équation  /(x)  =  o  plus  grandes  que  a. 
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TVarren  de  la  Rue  el  Millier  {W.).  —  Expériences  sur  la  décharge 
électrique  delà  pile  à  chlorure  d'argent.  (637). 

N<>  16;  20  octobre. 

Peters.  —  Découverte  d'une  petite  planète.  (66o). 

Henry,  —  Observation  de  la  planète  @  (Peters),  faîte  à  l'Obser- 
vatoire de  Paris.  (66i). 

Bernardière  (de),  —  Observations  de  déclinaison,  d'inclinaison  et 
d'intensité  horizontale  dans  le  bassin  de  la  Méditerranée.  (66i). 

Picard  (E,).  —  Sur  les  fonctions  entières.  (662). 

G{x)  étant  une  fonction  entière  (déreloppable  en  une  série  proccdont  suivant  les 
puissances  entières  positives  de  jt,  convergente  dans  tout  le  plan),  il  ne  peut  y  avoir 
plus  d'une  valeur  finie  a  pour  laquelle  Téquation  G  (x)  =  a  ait  un  nombre  limité  de 
racines,  à  moins  que  G{x)  ne  soit  un  polynôme. 

N«17;  27  octobre. 

Pervier  (i^«). —  Détermination  des  longitudes,  latitudes  et  azimuts 
terrestixïs  en  Algérie.  (699). 

Violle  (/.).  —  Chaleurs  spécifiques  et  points  de  fusion  de  divers 
métaux  réfractaires .  (  704) . 

N"»  18;  3  Doveibre. 

Mouchez.  —  Admission  d'élèves-astronomes  à  l'Observatoire  de 
Paris.  (725). 

Mouchez. — Instructions  nautiques  sur  les  côtes  de  l'Algérie.  (726). 

Caligny  [A.  de).  —  Expériences  sur  un  siphon  renversé  à  deux 
branches  horizontales,  pouvant  élever  de  l'eau  à  des  hauteurs 
considérables,  etc.  (727). 

Klercher  [de).  —  Sur  le  spectre  anormal  de  la  lumière.  (734)- 

Mercadier.  *-  Sur  la  détermination  des  éléments  d'un  mouvement 
vibratoire^  mesure  des  amplitudes.  (7^6). 
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Picard  {£.),  —  Sur  les  fonctions  analytiques  uniformes  dans  le 
voisinage  d*un  point  singulier  essentiel.  (74^)* 

M.  Weienirass  a  montré  que  dans  le  Toisinage  d'un  point  singulier  essentiel  A 
toute  fonction  unirormey(a;)  s'approche  autant  qu'on  le  veut  de  toute  valeur  don- 
née. M.  Picard  conipléte  cette  proposition  en  montrant  que,  dans  ce  Toisinage,  il  y 
a  oae  infinité  de  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction  devient  rigoureusement 
égale  à  a;  il  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  pour  deux  valeurs  particulières  de  a. 

Soret  et  JUlliet.  —  Sur  les  spectres  d'absorption  ultra- violets  des 
éthers  azotiques  et  azoteux.  (747)- 

Thollon,  —  Sur  un  nouveau  spectroscopc  stellaire.  (749)' 

Pauchon,  —  Sur  les  tensions  de   vapeur  des  solutions  salines. 

(75a). 

Delrun.  —  Sur  un  thermomètre  électro-capillaire.  (755). 

HaU[A.).  —  Les  satellites  de  Mars  en  1879.  (776). 

Léauté.  —  Détermination  de  la  figure  de  repos  apparent  d'une  corde 
inextensible  en  mouvement  dans  l'espace;  conditions  nécessaires 
pour  qu'elle  se  produise.  (778). 

L'auteur  démontre  ce  théorème  élégant  : 

«  Lorsqu'une  corde  inextensible  en  mouvement  dans  l'espace  conserve  une  fi- 
gore  permanente,  la  grandeur  de  la  vitesse  est  à  chaque  instant  la  môme  en  tous  les 
points.  > 

Si  de  plus  les  forces  extérieures  sont  indépendantes  du  temps,  la  vitesse  commune 
à  tous  les  points  est  aussi  indépendante  du  temps.  Il  en  est  de  même  de  la  tension, 
qni  d'ailleurs  varie  d'un  point  à  un  autre. 

Dans  ce  dernier  cas,  c'est-à-dire  quand  les  forces  extérieures  ne  varient  pas  avec 
le  temps,  la  forme  permanente  de  la  corde  en  mouvement  est  la  même  que  la  forme 
d'équilibre  de  la  corde  au  repos  sous  l'action  des  mêmes  forces  et  ne  dépend  pas 
de  la  grandeur  de  la  vitesse  d'entraînement. 

Rossetti  [F.).  —  Sur  les  pouvoirs  absorbant  et  émissif  thermique 
des  flammes  et  sur  la  température  de  l'arc  voltaïque.  (781). 

N°  20  5  n  noTeibre. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes, 
faites  à  l'Observatoire  de  Greenwicli  (transmises  par  l'astronome 
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royal,  M.  G.-B.   Aîiy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
troisième  trimestre  de  l'année  1879.  (Soi). 

Sainte-Claire  Deville  {II*)'  — 'Delà  température  de  décomposi- 
tion des  vapeurs.  (8o3). 

Cornu  {yl')'  —  Observation  de  la  limite  ultra-violette  du  spectre 
solaire  à  diverses  altitudes.  (808). 

Sjlvesler. —  Sur  le  vrai  nombre  des  covariants  fondamentaux  d'un 
système  de  deux  cubiques.  (8a8). 

L'énumération  des  invariants  et  covariants  pour  un  système  de  deux  cubiques  bi- 
nair<^s,  donnée  par  M.  Salmon  {Modem  higher  yilgebra,  p.  i86)  et  attribuée  par  lui 
à  MM.  Clebsch  et  Gordan,  comprend,  huit  covariants  linéaires  dont  deux  sont  du 
degré  3  par  rapport  aux  coefTicients  de  l'une  des  cubiques  et  l'autre  dudc(;réj. 
M.  Sylvcstcr,  par  sa  méthode,  avait  précisément  trouvé  les  mêmes  invariants  et  co- 
variants fondamentaux;  mais,  en  refaisant  ses  calculs,  M.  Franklin,  de  Baltimore, a 
découvert  qu'il  y  avait  une  faute  d'Arithmétique  commise  par  M.  Sylvester  dans  son 
tamisage  et  que  les  deux  covariants  linéaires  dont  il  a  été  parlé  plus  haut  ne  doivent 
pas  figurer  dans  la  Table.  M.  Sylvester  démontre  qu'en  effet  ces  covariants  ne  sont 
pas  fondamentaux,  ce  qui  réduit  de  38  à  26  le  nombre  des  Grunàformen  pour  od 
système  de  deux  cubiques. 

uippell.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  analogues  aux  fonctions 
eulériennes  étudiées  par  M.  Heine.  (84 1). 

Considérons  le  produit 

P(z,m,//)=         I  I  — -    ■    ,    <-i--f-ji-, 

X  JL  z-\-  Àùt  -t-  flt*/* 

OÙ  m,  1  sont  deux  entiers  positifs,  uei  a>' deux  quantités  imaginaires  telles  que  dans 
le  rapport  —  le  coefficient  de  1  soit  positif;  la  fonction  P(z,  m,  n),  quand  on  fait 

0) 

croître  indéfiniment  m  et  /?,  tend  vers  une  limite  fonction  de  z  qui  dépend  de  la  loi 
suivant  laquelle  m  et  n  augmentent  ensemble  à  l'infini;  les  fonctions  limites  aux- 
quelles on  arrive  en  changeant  cette  loi  diflërent  l'une  de  l'autre  par  un  facteorde 
la  forme  e*-^.  M.  Appell  étudie  ces  fonctions;  il  montre  en  particulier  qu'elles  peu- 
vent s'exprimer  à  l'aide  de  la  fonction  de  M.  Heine 


K''.-)=n 


r,' 

n  =  1  I  —  q  I»' 


ITw'l 


oh  q  •=.e^  ,  et  donne  diverses  propriétés  de  cette  fonction  Û»  en  particulier  la  J^ 


I 


composition  delà  fonction  entière  —  en  facteurs  primaira. 


A 
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Bigoui'dan.  —  Observation  d*uii  satellite  de  Mars  (Deimos),  faite 
à  l'Observatoire  de  Paris.  (8ja). 

Picard  (£".)-  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  avec  des 
points  singuliers  essentiels.  (853). 

L'aiitear  donne  dans  cette  Note  l'expression  des  fonctions  uniformes  doublement 
périodiques  ayant  dans  chaque  parai lélo{;ram me  de  périodes  un  nombre  fini  n  de 
points  singuliers  essentiels  «1,  a,,  ....  a„.  Désijjnant  par  u(x)  une  fonction  dou- 
blement périodique  ordinaire  aux  mêmes  périodes  élémentaires  que  /(^)  et 
dont  les  pôles,  simples  d'ailleurs,  soient  précisément  K^,  a„  ...,a^,  M.  Picard 
prouve  que  l'on  a 

k'  étant  la  dérivée  de  u  et  F«,  F,,  ...,  F,_,  représentant  des  fonctions  uniformes 
deir,  n'ayant  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le  point  «  . 

Thollon.  —  Taches  et  protubérances  solaires  observées  avec  un 
spectroscope  à  grande  dispersion.  (855). 


N^'  21^  24  noTeibre. 

Perrier  (i^.  ).  —  Jonction  géodésique  de  TAlgérie  avec  TElspagiic, 
opération  internationale  exécutée  sous  la  direction  de  MM.  Ibanez 
et  F.  Perrier.  (885). 

Poincaré.  —  Sur  les  formes  quadratiques.  (897). 

Zeuthen.  —  Détermination  de  courbes  et  de  surfaces  satisfaisant 
à  des  conditions  de  contact  4puble.  (899). 

On  doit  à  M.  Chasles  une  expression  du  nombre  des  courbes  d'un  système  à  ca- 
ractéristiques données  qui  sont  tangentes  à  une  courbe  dont  on  connaît  l'ordre  et  la 
classe.  M.  Zeuthen  s'occupe  dans  cette  Noie  de  questions  analogues,  telles  que  les 
suivantes  :  Nombre  des  courbes  d'un  système  doublement  infini  qui  ont  aTCC  une 
coorbe  fixe  deux  contacts  simples  ou  un  contact  du  second  ordre. 

Nombre  des  surfaces  d'un  système  doublement  infini  qui  ont  deux  contacts 
simples  ou  un  contact  stationnaire  avec  une  surface  fixe  (*}. 


{*)  M.  Zeuthen  nous  a  prié  de  faire  observer  que  le  théorème,  déduit  dans  cette 
oole,  sur  les  courbes  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  a 
éié  trouvé  autrement  par  M.  Halphen,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathe/fMtique^ 
t-  V,  p.  iSi,  1876,  et  que  M.  Halphen  indique  aussi  qu'on  peut  appliquer  le  même 
procédé  à  la  détcrmintaion  du  nombre  des  courbes  ayant  deux  contacts  simples. 
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NO  22;  !•'  déceibrt. 

Gyldén[H.).  —  Démonstration,  au  moyen  des  fonctions  ellip- 
tiques, d'un  théorème  à^ms  la  théorie  de  la  lîbration  de  la  Lune. 

(93a). 

Laplace  a  démontré,  dans  la  Mécanique  céleste  que  les  deux  moyens  mouTemenb 
de  la  Lune,  de  rotation  et  de  révolution,  sont  parfaitement  égaux  entre  eux,  et  que, 
pour  qu'il  en  fût  ainsi,  il  sufGsait  que,  à  l'origine,  la  différence  des  deux  mouve- 
ments ait  été  comprise  entre  certaines  limites. 

La  démonstration  de  Laplace,  fondée  sur  l'intégration  d'une  équation  difleren- 
tielle,  suppose  que  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  et  le  premier  axe  princi- 
pal soit  très  petit:  M.  Gyldén  lève  cette  restriction. 

L'équation  dont  il  s'agit  est 


= fl*  — - —  sïn  2  «. 


«      3/**B— A 
On  en  tire,  en  posant  A'  =  -  —  — - —  9 

2  1>        Ci 

g.        /    'Et  A 

c  =  am  v^2C(r  -  r,)(mod.A)  =  am- 1/3  — — —  (r  — r,). 

Si  le  module  est  plus  petit  que  l'unité,  l'expression  de  c  renferme  évidemment  un 
terme  qui  est  multiplié  par  le  temps.  Dans  le  cas  contraire,  on  voit  aisément  qne  ic 
terme  multiplié  par  le  temps  disparaît  et  que  l'égalité  des  deux  mouvements  a  lieu. 

Hirn,  —  Notice  sur  la  mesure  des  quantités  d'électricité.  (933). 

Plantamour.  —  Des  mouvements  périodiques  du  sol  accusés  pr 
des  niveaux  à  bulle  d'air.  (937). 

Perrier  {F.).  —  Jonction  astronomique  de  l'Algérie  avec  TEspagne, 
opération  internationale  exécutée  sous  la  direction  de  INIM.  le 
général  Ibanez  et  le  commandant  Perrier.  (94^)* 

Zeuthen.  —  Détermination  des  courbes  et  des  surfaces  de  deux 
systèmes  qui  ont  entre  elles  des  contacts  doubles  ou  stationnaires. 

(946)- 

Lipschitz.  —  Sur  des  séries  relatives  à  la  théorie  des  nombres. 
(948). 

L'auteur  considère  la  série  des  nombres 

'—  ?,  —  0,  —  Of  — ~  0,       7»  '  •  ■  * 

contenant  tous  les  entiers  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  carré,  chacun  pris  arcr 


=  M. 
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Ir  si(^ne  +  ou  — ,  selon  qu'il  résoltc  de  la  multiplication  de  facteurs  premiora  m 
nombre  pair  ou  impair,  et  donne  les  propositions  suivantes,  où  [N]  désigne  le  plus 
jjrand  nombre  entier  qui  ne  surpasse  pas  le  nombre  réel  et  positif  N,  /('f  )  le  nombre 
de  difiseurs  de  /?,  g(n)  leur  somme,  f{n)  le  nombre  de  nombres  premiers  h  n 

«'ontenas  dans  la  suite  i,  3,  . . .,  a,  où  D(/2)  =  — ; — )  et  où,  enfin,  on  suppose 

/•(i)-/(2)-^-.-H-/(0=F(0. 

m-m-m-m-m* 

o,.,-.o[(ï)]-.c.[(ï)],. 

Carfyentier .  —  Sur  un  frein  dynamométrique  se  réglant  automa- 
tiquement, {^^o), 

N<>  23;  g  léceibre. 

Tisserand  [F.).  —  Sur  les  satellites  de  Mars.  (961). 

I^deax  satellites  de  Mars  se  meuvent  à  très  peu  près  dans  un  même  plan,  qui  dif- 
fè^(^  peu  de  l'éqnateur  de  la  planète.  M.  Tisserand  montre  que,  en  supposant  la  loi  des 
densités  dans  l'intérieur  de  Mars  la  même  que  dans  l'intérieur  do  la  Terre,  et  on 
hii  attribuant,  par  suite,  un  aplatissement  que  les  mesures  directes  ne  peuvent  pas 
mettre  en  évidence  actuellement,  les  plans  des  orbites  des  deux  satellites  ne  s'éloi- 
gneront jamais  que  très  peu  du  plan  de  l'équatcur  de  la  planète. 

Calignj  [A.  de).  —  Expériences    sur  les    ajutages    divergents, 
divisés  en  plusieurs  parties  par  des  lames.  (97C)). 

Lamey.  —  Sur  la  visibilité  directe  du  réseau  photosphérique  du 

Soleil.  (984). 

Lipschitz,  —  Sur  des  séries  relatives  à  la  théorie  des  nombres. 

(98D). 

Les  séries 


«  » 
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où  la  variable  s  surpasse  l'unité,  sont  toutes  réductibles  à  la  série 


2;,p='^')- 


étudiée  par  Ricraann.  On  a  la  relation 


I  I         I         I         I  

-—  ï '~Z  —  TT  —  "rZ    "^  7>7  -♦-  •  •  -  • 


Ç(J)  2*        3'        5'        (\' 

Guébhard,  —  Anneaux  colorés  produits  à  la  surface  du  mercure. 

(937). 

N°  24;  15  déccBbrc. 
Hermite,  —  Sur  quelques   applications  des  fonctions  elliptiques. 

(lOOl). 

Lo  système  des  quatre  fonctions  représentées,  en  faisant  5=0,  1,  3, 3,  par  l'ex- 
pression 


♦  («)  = 


»,<?.(") 


où  a  et  A  sont  des  constantes  quelconques  et  R^  le  résidu  correspondant  au  pôle 
Il  =  l'K'  de »  conduit  à  des  équations  différentielles  données  par  ranteiir 

dans  lo  t.  LXXXVI  des  Comptes  rendus^  p.  •^'jj;  il  en  déduit  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  du  second  ordre,  dont  la  solution  complète  s'obtient,  ainsi  que 
celle  de  Lamé,  dans  le  cas  de  /i^=  1,  par  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce,  ayant  la  demi>période  iK'  pour  infîni  simple. 

Les  mêmes  relations  conduisent  M.  Hermite  à  d'autres  équations  du  second  ordre 
dont  on  connaît  une  solution  en  vertu  de  leur  formation  même  et  qu'il  inlègrc 
complètement. 

Abbadie  [A.  d').  —  Sur  les  variations  de  la  verticale.  (1016). 

Tatin.  —  Nouvel  aéropbane  mù  par  une  machine  à  air  comprimé; 
détermination  expérimentale  du  travail  nécessaire  pour  faire 
voler  cet  appareil.  (1024). 

Appell.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  qui  se  rattachent  aux  fonc- 
tions de  M.  Heine.  (io3i). 

Étude  de  la  fonction 

n=o,  m=zo 

OÙ  i»,  ai'.  M*  sont  des  quantités  imaginaires  telles  que  dans  ^,  ÎL  les  cocfGcieoU 

M      ai 
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de  /  soient  positifs,  et  où  l'on  a  posé 

cm'  i  Ckt"! 

Gouy.  —  Sur  la  mesure  de  rinlensité  des  raies  d^absorption  et 
des  raies  obscures  du  spectre  solaire.  (io33). 

IS^  25-,  22  déccMbre. 

Mercadier,  —  Sur  la  détermination  des  éléments  d*un  mouvement 
vibratoire;  mesure  des  périodes. 

N<>  26;  29  déceibre. 

Resal[H.).  —  Note  sur  les  diiTércntes  branches  de  la  Cinématique. 
(1090). 

Hermite,  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (109a). 

ContioaaDt  le  cours  de  ses  recherches  sur  une  classe  spéciale  d'équations  difiëren* 
tielles  linéaires  du  second  ordre,  M.  Hermite  montre  comment,  connaissant  le  pro- 
duit de  deux  solutions  particulières  A,  B  d'une  telle  équation,  on  peut  former  Té- 
qoation  plus  générale  ayant  pour  solution  l'expression 

CAtf^-t-C'Btf-'«, 

et  applique  ces  résultats  aux  équations  qu'il  étudie  ;  il  forme  ensuite  l'équation 
linéaire  du  second  ordre  admettant  pour  solutions  les  deux  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce  à  pôle  unique 

Picard  [E.  ).  —  Sur  une  propriété  de  certaines  fonctions  analogues 
aux  fonctions  algébriques.  (  1 1 06 ) . 

Soit  k(z)  une  fonction  de  la  variable  z  ayant  en  chaque  point  du  plan  un 
nombre  fini  m  de  valeurs  et  n'ayant  dans  toute  l'étendue  du  plan  qu'un  nombre 
limité  de  points  singtiliers  :  il  ne  peut  y  avoir  deux  valeurs  a,  b  pour  lesquelles  les 
é^aatloQS  A(2)  =  a,  A(2)=:^  aient  seulement  un  nombre  limité  de  racines,  à 
moins  que  la  fonction  A(z)  ne  soit  une  fonction  algébrique. 

M.  Picard  donne  l'application  suivante  de  cette  importante  proposition. 

Envisageons  l'équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  de  la 
forme  suivante, 
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A,  b,  c  étant  trois  constantes  diiïcrentes,  F  et /des  polynômes  en  x  eir;  on  supposi: 
évidemment  que  les  deux  membres  de  Téquation  n'ont  pas  de  facteurs  communs; 
si  une  telle  équation  admet  une  intégrale  uniforme  dans  tout  le  plan,  cette  inté- 
grale ne  pourra  être  qu'une  fonction  rationnelle. 

Lioiiville  (/?.).  —  Sur  l'impossibilité  de  la  relation  algébrique 

X«-4-Y"4-Z'»=o.  (1108). 

Cette  relation,  en  supposant  que  X,  Y,  Z  soient  des  fonctions  rationnelles  d'uoo 
môme  variable,  ne  peut  avoir  lieu  que  si  n=i, 

Mercadier,  —  Sur  la  détermination  des  éléments  d'un  mouvement 
vibratoire  \  mesure  de  la  phase,  (i  1 10). 

Perruche.  —  Sur  un  nouveau  brûleur  électrique.  (1112). 

Guébhard .  —  Sur  un  nouveau  |)rocédé  plionéidoseopique  par  les 
anneaux  colorés.  (  1 1 1 3  ) . 


•«« 


ANNALES  SCIENTinOUES  DE  L^ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  pobliébs 

sous  LES  AUSPICES  OU  MINISTRE  DE  l' INSTRUCTION  PUBLIQUE,  PAR  UN  GOMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  L^ËCOLE. 

Tome  VIII;  1879.  a*  série. 

Sainte-Claire  Deville  {ff-)  et  Mascart  {£,),  —  Sur  la  construc- 
tion de  la  règle  géodésique  internationale.  (9-54)* 

Longchamps  [Gohierre  de),  —  Sur  les  nombres  de  Bernoulli. 

(55  —  80). 

L'objet  du  travail  de  M.  Gohicrre  de  Longchamps  est  l'étude,  par  une  voie  entière- 
ment élémentaire,  du  développement  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  de  U 
somme 

Sj.  A  =  I  *  -1-  a*  _j_  3^  -<_  . . .  -f-  A-^'. 
L'auteur  établit  d'abord  l'identité  fondamentale 

Sx  A-h  I  =  C  '  -<-  '  )  S j.  A  —  (  S 1  ;i  -4-  S2  A  -h  .  . .  -f-  S  ^  ^.  )  ; 

il  en  déduit  que  le  nombre  Sx^k  est  une  fonction  entière  de  x,  de  degré  A  -h  1,  sans 
constante.  Posant  ensuite 
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il  proure  que  l'on  a 

A 1.  =  7 y     Bf.  =  -  »     Pjt  I  =  ~"  > 

A-t-i  a  .*      13 


puisqoe,  en  posant 


P 


»  »  • 


kfi-ï  —  «/ 


l«s  nombres  a/  sont  définis  par  IVgalilé 

I^  nombres  de  Bernoulli  sont  liés  aux  nombres  «  par  la  relation 

L'auteur  compare  ensuite  la  méthode  qu'il  a  donnée  pour  le  calcul  des  nombres  a 
À  celles  que  l'on  connaît  pour  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli  et  montre  que 
ces  dernières  sont  beaucoup  plus  compliquées. 

Mèraj  (C  ).  —  Essai  sur  le  calcul  des  quantités  associées  en  sys- 
tèmes et  sur  son  application  à  la  théorie  des  équations  simultanées. 
(81-110,327-360). 

L'auteur  appelle  assemblages  binaires  des  groupes  de  quantités  réelles  ou  imagi- 
.  naires,  telles  que 

"A-  0»  ''A-    I  I  »  •  •  •  '  *^k   i  h  •  •  •  '  ^0  A-» 

I  t  II 

ces  groupes  étant  soumis,  dans  leurs  combinaisons,  à  diverses  régies,  dont  le^ 
principales  vont  être  expliquées. 

^  ^st  la  lojre  de  TassombLage,  et  les  A  +-  r  quantités  ak.ot  . . .  .  ao  ^  en  sont  les 
P'^ces;  un  assemblage  de  taxe  =  o  ne  contient  qu'une  pièce;  les  assemblages  de 
^xe=  f  sont  dits  primordiaux;  les  aKsemblages  de  même  taxe  sont  dits  isotaxiques  ; 
QQ  assemblage  peut  être  désigné  soit  par  une  seule  lettre,  soit  par  l'ensemble  des 
lettres  qui  désignent  ses  pièces,  les  premiers  indices  allant  toujours  en  diminuant; 
<ieux assemblages  isotaxiques  sont  égaux  quand  les  pièces  de  môme  rang  sont  respoc- 
tirementégales;  autrement,  ils  sont  inégaux. 

La  somme  de  plusieurs  assemblages  isotaxiques  est  l'assemblage  isotaxique  qui  a 
pour  pièces  les  sommes  des  pièces  de  mêmes  indices  dans  les  assemblages  proposés. 
La  différence  se  déÛnit  de  même. 

La  multiplication  de  m  assemblages  donnés  de  taxes  A',  A%  . . .  ,  A(">  est  l'assem- 
%ede  toxcA  =  il'-hA''-+-  . . .  h- A(*),  dans  lequel  la  pièce  d'indice  1, y  (i-hy  =  A) 
s  obtient  en  prenant  arbitrairement  et  respectivement,  dans  les  assemblages  donnés, 
''>  pièces  dont  les  premiers  indices  ont  une  somme  égale  à  i,  les  seconds  une  somme 
<^S3lc  ày,  en  formant  le  produit  de  ces  pièces,  puis  la  somme  do  tous  les  produits  de 
^ette  espèce.  Le  produit  de  plusieurs  assemblages  ne  dépend  pas  do  l'ordre  dans 
lequel  on  peut  disposer  des  facteurs;  la  multiplication  des  assemblages  peut  être 
fractionnée  comme  celle  des  quantités  ordinaires;  chaque  pièce  d'un  produit  est 
"ne  fonction  linéaire  et  homogène  de  celles  d'un  facteur  quelconque  considéré  isolé- 

liuU.  des  Sciences  math.,  ?*  Série,  t.  IV.  (Janvier  1880.)  R.2 
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ment.  Pour  qu'un  produit  de  plusieurs  as&emblajjes  »oit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qui* 
l'un  des  facteurs  soit  nul.  Le  produit  de  deux  sommes  A,  B,  composées  chacune 
d'un  nombre  quelconque  d'assembln(;es  isotaxiques,  est  égal  à  la  somme  des  pn>- 
duits  partiels  que  l'on  obtient  en  multipliant  successivement  chacune  des  parties 
de  A  par  chacune  des  parties  de  B. 

Ln  formule  de  Newton  est  aussi  applicable  au  développement  de  toute  puissanct* 
d'un  })(>Iynôme  quelconque  ayant  pour  termes  des  assemblages  isotaxiques,  en 
monômes  entiers  par  rapport  aux  termes  de  ce  polynôme. 

Pour  ce  qui  est  de  la  division,  opération  inverse  de  la  multiplication,  les  pièces 
de  rasseml)In(;e  quotient  se  calculeront  par  la  résolution  des  A  H-  i  équations  linéaires 
simultanées  que  l'on  obtient  en  é(;alant  respectivement  aux  pièces  connues  du  divi- 
dende les  h-j-i  pièces  de  mêmes  indices  dans  le  produit  du  diviseur  par  un  assem- 
bIo{Tc  indéterminé  de  taxe  A  —  A'.  Naturellement,  l'opération  n'est  possible  que  sous 
certaines  conditions. 

Une  fonction  entière  de  plusieurs  assemblages,  regardés  comme  des  variables 
imiépendantesy  s'obtient  en  opérant  sur  ces  assemblages  un  nombre  fini  d'additions 
et  de  multiplications;  pour  que  les  additions  soient  possibles,  il  faut  évidemment 
que  les  termes  monômes  soient  isotaxiques,  et  par  conséquent  que,  pour  chaque 
terme,  la  somme  de  la  taxe  du  coeffîcient  et  des  produits  de  celles  des  variables  qui 
y  entrent  comme  facteurs  par  les  exposants  des  puissances  auxquelles  elles  y  sont 
élevées  soit  un  même  nombre,  qui  est  évidemment  la  taxe  du  polynôme;  le  degré 
d'un  terme  est  In  somme  des  exposants  des  variables  qui  y  figurent;  le  degré  du 
polynôme  est  le  plus  grand  de  ces  nombres. 

Pour  qu'une  fonction  entière  de  quelques  assemblages  variables  soit  nulle 
identiquement,  il  faut  et  il  suffît  que  tous  ses  coefficients  soient  nuls. 

Si  dans  une  fonction  entière  de  plusieurs  assemblages  op  remplace  chaque 
variable  par  une  somme  de  deux  autres  (isotaxiques),  considérées  l'une  comme  une 
vileur  particulière  de  celte  variable,  l'autre  comme  son  accroissement,  pais  qii^ 
l'on  ordonne  par  rapport  aux  puissances  croissantes  des  accroissements  le  dévelop- 
pement de  la  nouvelle  fonction,  le  résultat  aura  précisément  la  forme  de  la  formule 
tic  Taylor  :  de  là  se  déduit  la  notion  de  la  dérivée  d'une  fonction  entière. 

M.  Méray  étudie  ensuite  les  équations  entières  à  un  assemblage  inconnu  ;  l'ana- 
logie se  poursuit. 

Si  l'équation  entière 

admet  la  racine  a  et  si  l'on  nomme  a  le  moins  élevé  des  ordres  des  dérivées  de 
f{x)  qui  ne  s'annulent  pas  pour  .r  ■=  a,  le  polynôme /"(x)  est  divisible  par  (x  — <i]* 
et  non  par  {x  —  a)*-**.  Il  faut  toutefois  remarquer  que,  en  se  bornant  anx  assem- 
blages finis,  une  équation  de  degré  m  n'a  pas  nécessairement /n  assemblages-racines. 
La  proposition  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques  subsiste  :  •  Si 
l'on  nomme  jr,,  x,,  ...,  x^,  m  assemblages  isotaxiques  variables  et  — p\^  pv 
—  /*,«...,( — ^T*  Pm  respectivement  leur  somme,  celles  de  leurs  produits  a  à  7. 
3  à  3, . . .  et  leur  produit,  toute  fonction  entière  et  symétrique  de  ces  assemblag^^ 
est  une  fonction  composée  entière  des  fonctions  symétriques  simples  /'««f^ti  •  •  >  i  pm-  * 
M.  Méray  applique  à  ses  assemblages  les  méthodes  de  Newton  et  de  Cauchy  pour 
le  calcul  des  fonctions  symétriques  des  m  assemblages  racines  d'une  équation  de 
degré  m,  à  un  assemblage  inconnu. 

Dans  un  second  Mémoire  (p.  327),  l'auteur  applique  les  principes  précédents  à  In 
théorie  des  équations  simultanées. 

«  Il  semble  ».  dit-il,  «  bien  dinieile,  pour  ne  pas  dire  impossible,  de  conslitii»'r 
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directement  une  théorie  des  équations  simultanées,  comparable  pour  la  clarté  et 
pour  la  simplicité  du  mécanisme  à  celle  des  équations  à  une  inconnue,  il  n'est  pas 
non  plus  possible  d'éviter  ces  équations,  qui  se  présentent  immédiatement  dans  tout 
»lcal  où  sont  mêlées  plusieurs  quantités;  mais  on  tourne  facilement  ce  double 
obstacle  en  considérant  les  inconnues  comme  les  pièces  d'un  même  assemblage  et 
eo  transformant  les  équations  simultanées  dont  elles  dépendent  en  une  équation 
unique,  ayant  cet  a8sembla{re  pour  inconnue.  A  partir  de  ce  moment,  il  n'y  a  plut  de 
difficaltés  théoriques,  puisqu'on  dispose  de  toutes  les  ressources  de  la  théorie  pro- 
prement dite  des  équations.  » 

C'est  cette  transformation  qu'il  exécute  ;  elle  revient,  au  fond,  à  élargir  l'élimi- 
Dation  ordinaire,  en  reliant  les  équations  tinales,  où  les  inconnues  sont  absolument 
dissociées,  par  une  suite  d'équations  intermédiaires  qui  forment  avec  elles  un 
ensemble  parfaitement  équivalent  aux  équations  proposées  et  où,  en  particulier, 
U  solidarité  des  inconnues  est  rétablie. 

Nous  ne  suivrons  point  M.  Méray  dans  le  détail  de  ces  opérations  ;  le  caractère 
des  propositions  devient  naturellement  de  plus  en  plus  symbolique,  et  une  analyse 
saecincte  serait  difficilement  intelligible  :  ce  qui  précède  doit  suffire  pour  faire 
apprécier  la  portée  et  l'originalité  de  son  travail. 

fVeierstrass.  —  Mémoire  sur  les  fonctions  analytiques  uniformes 
(traduit  par  M,  E.  Picard),  (iii-ioo). 

Cet  important  Mémoire  sera  analysé  dans  la  première  Partie  du  Bulletin, 

André  [D.),  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  elliptique 
À(x)  suivant  les  puissances  croissantes  du  module,  (i  5 1-168). 

Lauteur  prend  pour  point  de  départ  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

posant 

a>(x)  =  l',-+-U,  A*-t- U,A*-i- . . . , 
il  établit  aisément  la  relation 

qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  non  négatives  de  l'indice  f,  si  l'on 
convient  de  regarder  comme  nulles  les  quantités  U-i  et  f^-i  ;  cette  équation  permet 
decalcoler  de  proche  en  proche  les  quantités  i/„  M|,  tff~i,  »/,  la  dernière  se  dédui- 
unt  des  précédentes  par  une  intégration. 
M.  André  trouve 

r/,  ^=sinx, 

U,=  7  (38inx  —  sin  3jr), 

«,  =  -jCsinx-t-sinSx^ — ;  C08.r, 
16  4 

T         I  .r 

V,  =  ;r7  (3  sinjr-+-sin3x  —  sin Sxj  —  —,  (cos.r  —  cos3jr), 
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et  est  ainsi  amené  à  attribuer  à  ///  la  forme 

Ut  =  ^  pij  x^i  siii (  ay  H-  i)  X  -+-  ^  çij  xH'-^i  cos (  ay  -f-  i)  x, 

dans  laquelle  /'/y,  qi  j  désignent  des cocflicients  numériques;  i', /des  entiers  positifs 
ou  nuls,  et  où  les  1  s'étendent,  le  premier  à  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs 
des  entiers  i  et  y  qui  satisfont  à  la  condition 

et  le  second  à  tous  les  systèmes  satisfaisant  à  la  condition 

a  l' H-i  -hj  ^  f  ; 
Tauteur  pose  de  même 

U/^\^P/yxî''sin(2y4-i)x-+-^Qr;yj:*'-^*cos(2y-+-i)x. 

où  les  S  s'étendent,  le  premier  à  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs  des  nombres 
t\  j  qui  satisfont  aux  deux  relations 

et  le  second  à  tous  les  systèmes  possibles  satisfaisant  aux  deux  relations 

2i*H-i^r,     2/ -h  I -+-y  £r-+- 1. 

Ces  formules  sont  obtenues  par  induction.  Pour  prouver  qu'elles  sont  toujours 
vraies,  M.  André  établit  successivement  que,  si  la  forme  trouvée  pour  les  u  esi 
vraie  pour  tous  les  u  dont  l'indice  ne  dépasse  pas  r,  la  forme  trouvée  pour  \Lt  est 
exacte,  et  que,  si  la  forme  trouvée  pour  les  u  est  vraie  pour  tous  les  u  dont  Tiadice 
est  inférieur  à  r,  elle  est  encore  vraie  pour  u/. 

11  montre  ensuite  comment  ces  résultats  conduisent  au  développement  de  )(^} 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  x\  en  posant 

les  cocflicients  A  sont,  comme  on  le  sait,  des  polynômes  entiers  en  A';  posant 
donc 

il  s'a[rit  de  la  détermination  du  coefficient  arf  ;  l'auteur  trouve 

f 


«'•.'  =  2  ^>(''^(*^'"^'^*'"' 


où  \kr)  est  un  polynôme  entier  en  r  du  degré  t — y;  cette  forme  de  «^^  n'esi 
autre  que  celle  du  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite,  défiuie 
par  l'équation  péncratrico 

(,-i'  /M  (r-.3')/(r  — 5»y-l...  [  r  —  (2/ -m)' V=>  o. 
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Eofio  N.  André  généralise  la  méthode  employée  par  lui  et  montre  qu'elle  s'ap- 
plique à  Té  tade  d'une  fonction  quelconque  f>(.x')  déCnic  par  l'équation 


2, 


W  —  =  ♦» 


dont  le  premier  membre  est  celui  d'une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficientu 
constants,  et  au  second  membre  de  laquelle  O  représente  un  polynôme  quelconque, 
entier  par  rapport  à  la  fonction  f,  ii  la  variable  x^  à  l'indéterminée  k,  qui  est  aua- 
logaeau  module,  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  e'*^. 

Tannery  (/.).  —  Sur  une  équation  différentielle  du  second  ordre. 
(169.194). 

L'auteur  s'est  proposé  d'étudier  l'équation  linéaire  du  second  ordre  qui  relie  au 
module  k  l'intégrale  complète  de  première  espèce  K  ;  cette  équation  se  ramène  im- 
médiatement à  la  forme 

C'est  un  cas  particulier  de  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  la  série  hyper- 
géométrique;  elle  admet  trois  points  singuliers  o.  1,  oo  ;  à  chacun  de  ces  points 
correspond  un  domaine  C«,  C|,  C^  ;  les  deux  premiers  sont  des  cercles  de  rayon  r 
dont  les  centres  sont  les  points  zéro  et  i  ;  le  second  est  la  portion  indéfinie  du  plan 
extérieure  au  premier  cercle;  on  peut  encore  considérer  le  domaine  C.  constitué 
par  la  portion  indéfinie  du  plan  extérieure  au  cercle  C^  ;  à  chacun  de  ces  domaines 

correspondent  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  .r,  1  — x,  —% 

9 convergentes  dans  tout  le  domaine  considéré,  au  moyeu  desquelles  et  de 

logx,  ou  log(.r — 1),  on  peut  constituer  un  système  fondamental  de  solutions;  à 
CCS  séries  s'en  adjoignent  d'autres  ayant  d'ailleurs  les  mêmes  coefficients  et  procé- 

X  X  "^^  I 

dant  suivant  les  puissances  de ou  de  9  convergentes    d'un   côté   ou    de 

l'antre  de  la  perpendiculaire  équidistante  des  deux  points  zéro  et  1  ;  tous  ces  domaines 
de  convergence  empiètent  les  uns  sur  les  autres  ;  dans  les  parties  communes,  plusieurs 
formes  conviennent  pour  les  solutions  de  l'équation  différentielle  linéaire.  L'auteur 
montre  comment  on  peut  passer  d'une  forme  à  l'autre  et  applique  les  formules 
trouvées  à  la  solution  de  cette  question  :  «  Étant  donnés  deux  points  quelconques  A,  \\ 
du  plan  reliés  entre  eux  par  un  chemin  continu  quelconque,  assujetti  seulement  à 
ne  passer  par  aucun  des  points  o.  i,  supposant  que  l'on  parte  du  point  A  avec  une 
solution  de  l'équation  différentielle  formée  linéairement  avec  deux  des  fonctions 
qui  conviennent  pour  la  portion  du  plan  où  se  trouve  le  point  A,  et  que  l'on  suive 
le  chemin  AB,  on  demande  d'exprimer,  au  moyen  de  deux  des  fonctions  qui  con- 
viennent pour  la  portion  du  plan  où  se  trouve  le  point  B,  la  solution  avec  laquelle 
un  arrive  en  ce  point. 

Enfin,  dans  le  cas  où  la  variable  est  réelle,  il  donne  quelques  résultats  relatifs  à 
la  marche  des  fonctions  qu'il  a  eues  à  considérer. 

Darboux  (C).  —  Addition  au  Mémoire  sur  les  fonxitions  discon- 
tinues. (195-202  ). 
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Dans  un  Mémoire  présenté  en  janvier  1874  à  la  rédaction  des  jinnales  scienti- 
fiques de  l'École  Normale  supérieure  et  inséré  au  Tome  IV  de  ce  recueil  (  a*  série)  ('  ), 
M.  Darboux  a  donné  plusieurs  exemples  de  fonctions  continues  n'admettant  de 
dérivée  pour  aucune  valeur  commensurable  de  la  variable  et  un  exemple  d'une 
fonction  continue  qui  n'a  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  11  reprend 
aujourd'hui  le  raisonnement  relatif  à  ce  dernier  cas,  en  le  présentant  sous  une  forme 
plus  générale. 

Considérons  la  fonction  f  («)  définie  par  la  série 

^    ■ —  > 


(■)  ?^')=2=^ 


11  =  1 


où  a^y  b^  sont  des  fonctions  numériques  de  »  et  où  le  symbole /désigne  une  fonc- 
tion de  X  toujours  continue,  inférieure  en  valeur  absolue  à  un  nombre  fiie  A  et 
admettant  une  dérivée  seconde /''(x)  toujours  inférieure  à  uo  autre  nombre  fixe  B, 
en  sorte  que  Ton  ait,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 

(Q)  /(x-f-A)  =  /(x)-4-A(/'x)H-i%B, 

0  étant  compris  entre  + 1  et  —  i  ;  on  suppose  en  outre  que  les  fonctions  ounié- 
riques  a^^  h^  satisfassent  aux  conditions 

(    lim  — ^  =0, 
1   /*-«a„^, 


(3)  "''• 


< 


lim  ^i^^-^'^J'\'^"-^-  ^»-» ^*n-k'  ^  ^ 


"=•  «« 


A  désignant  un  nombre  fixe  et  déterminé  quand  n  croit  indéfiniment:  la  série  jt 
toujours  convergente,  définit  une  fonction  de  x  toujours  continue. 
M.  Darboux  cherche  ensuite  une  expression  du  rapport 

h 
Si  l'on  fait 

que  Ton  suppose  c  fixe  et  que  Ton  donne  à/7  des  valeurs  croissantes,  h  prendra  soc- 
cessivement  les  valeurs 

e         e  e 

—  »      —  »      — »      •  ••  » 
«I        «.       ". 

et  tendra  vers  zéro;  il  faudra,  pour  qu'il  y  ait  une  dérivée,  que  le  rapport 

h 

tende  vers  une  limite  indépendante  de  e .  Or  les  hypothèses  précédentes  conduisent 


(•     Foir  le  Bulletin,  t.  X,  1"  série,  p.  76. 
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à  l'égalité 

(5;     .  "  =  '^..^ 


^-?^")=     2    /'(«.')-^'^''"^-=^"'--+B,. 


R,  étant  iiifioimeut  petit  a?ec-* 

L'auteur  donne  diverses  applications  de  celte  furiniilc. 
Supposant  d'abord 

l'équation  (3)  devient 

/i— I?  — 1 

/« 

et  l'on  voit  aisément,  en  donnant  à  <  une  seconde  valeur  «',  que  la  fonction  f?(x) 
c'aura  pas  de  dérivée  tant  que  l'expression 

i'  i 

ne  tendra  pas  vers  zéro,  quels  que  'soient  e,  t',  quand  p  croîtra  indcliniment  :  cela 
a  lieu  pour  une  infinité  de  fonctions,  en  particulier  pour 

/(j:)  =:cosjr. 

M.  Darbouz  traite  avec  quelque  détail  cet  exemple  dans  le  cas  où  l'on  prend 

rt   ==  I  .  2 . 3 . .  ./>» 

eu  où  les  conditions  (3)  sont  évidemment  remplies,  et  montre  comment  on  peut 
alors  reconnaître  la  façon  dont  varie  le  rapport 

h 
quand  k  tend  vers  zéro. 

n  applique  ensuite  la  formule  (5)  à  l'exemple  traité  dans  son  premier  Mémoire, 
où 

et  termine  en  indiquant  une  généralisation  de  son  procédé  :  au  lieu  de  considérer 
la  fonction  définie  par  l'équation  (  3  ),  on  peut,  en  effet,  considérer  la  fonction  plus 
générale  définie  par  l'équation 


,(,)=2^^^ 


n..X 


nii  les  fonctions  /,  >r).  /,  >),  /,  .i*)'  •  •  •  *<"*'  assujetties  uniquement  à  demeurer, 
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quel  que  soit  x,  iuférieures  à  un  nombre  fixe  A,  leurs  dérirées  secondes /fC''^)»  fli-')^ 
/a  (<^)i  •  •  •  demeurant  de  même  inférieures  à  un  nombre  fixe  B. 

Gjldén,  —  Sur  la  sommation  des  fonctions  périodiques.   (ao3- 
246). 

Ce  Mémoire,  où  l'auteur  donne  une  extension  importante  de  la  formule  somma- 
toire  de  Maclaurin,  a  été  traduit  par  M.  Gallandreau,  qui  Ta  fait  suivre  de  quelques 
Notes  destinées  à  préciser  et  à  étendre  quelques-uns  des  points  abordés  dans  son 
travail  par  Téminent  astronome. 

Considérant  une  fonction  F(f)  susceptible  d'être  représentée,  ainsi  que  ses 
dérivées,  par  une  série  de  la  forme 

F(f)=  M,-+-  M|  cos('^-4-/Af)-i-  M,  co8a('/.-H/Ar)-+-..., 

le  problème  dont  s'occupe  M.  Gyidén  consiste  dans  l'évaluation  de  la  somme 

^r,  =  F(o)-+-F(7r)-i-...-4-F(5T). 
En  posant 

^,  =  r,-i-F(o)^iF(*7r), 

on  trouve  d'abord,  par  un  procédé  tout  élémentaire, 

00  a» 

«,=  ^2  M»  cot;«/*7rsin /<(•/»  -+-  Sfiit)  ^Tj^^^^^n  cot^/i^:r  sinw^, 


d'où  Ton  voit  que,  si  Ton  peut  déterminer  une  fonction  x(')  ^®  sorte  que  la  cun- 
dition 

flic 

soit  remplie,  on  aura 


^'=U  ^^'^^^')'^'- 


'0 

En  remplaçant  cot  jh/att,  dans  Téquation  de  condition,  par  le  développemeot 


coi 
on  obtient  aisément 


,   .       3  ,.     sin(:iA  -4-  \)t  , 

X(r)  =  -lim -— pour     A=oo; 

t%  ol II  ( 


on  en  déduit  la  formule 

tir 


i.-——  lim   I 


F(0''"^'^.*^+'^'rff. 


qui  d'ailleurs  ne  donne  rien  de  plus  que  la  formule  de  Maclaurin  ;  mais  on  peut 
<*mploycr  pourcot{n/tt)r  un  autre  iléveloppement  plus  convergent. 
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Ptftint  de  la  formule  connue 

cotiffr a    L'~(2«-4-i)*jL'~(2'-t-3)'J"' 

(-S)('-?)-[-[ïï7^]     "  (-S)(-?)" 

et  déeomponnt  le  second  membre  en  fractions  simples,  on  le  met  sous  la  forme 

arXi/'J       2xX^p       ixX^j^ 


ou 


m  posant 


arX'o'^       2xXV'       axXÏ^  1 

,1    Q«    et 

«        [(j«)«— i>|[(a/,)«_3«j[(2w)»_5«]» 
Z.(0  =  -rXo'-+-î»XV'Uos2i-h2XÎ/»cos4r-h...], 

1T 


-*i""-*'."^--*i"-=(-S)(-F)-[-c^] 


r 
on  obtient  la  relation 


J      [ces  n{'P-i-.fit)  —  b  ['  '  (/î  ^)»  008 /t  (jt  -4-  yiA  0  -+-  •  •  •  =^  *i"  C"  /*)**  «OS  n  (/»  H-  jn  f) J xM  ^^ 
d*OD  résulte  la  formule  sommatoire 


M.Gyldéndonne  ensuite  divers  développements  trigonométriques  pour  les  fonctions 
ras<r9,  sinor^,  0  étant  compris  entre  —  -  et  H —  >  à  savoir 


COSX0 


=  X  -  sin  jr  -  Pi  I  —  -f-  >  ; jÇ-^ — -,  cos  a  ff 

îT  a     M  X*      ^(aw)"— X* 


w^(a«-hi)aV/i  +  i        .  .^  I 

-  7  \ \,-^-^- cos(a/i-f-i)5  L 

a  ^^   (aii-Hi)'— X»         ^  '     I' 


8inx6=     -sinx-P.  I     >  ) .'  '      aman  g 

TT  a     M  j^(aif)'— X* 


-  >   ~ V.        .     sin(2/iH-i  g  I. 

2^  (a/n-i)«— x'      ^  r 
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cosxO—-    cosjr- 


L  o  1       '  . 

o  1 


on 


^  /  • 


I 


'— r/i'.v...f2iH-i/ 


fi-*n¥\— S»n TT  ■ ;; ; — ; [2«— ;2.'+l     , 

(,      I  I  it'di — 1\,.(/  —  w-4-1)     2./|.n...2i 

//   U"  l.'2.ô...{l  —  ti)  I.i.0...(2l  —   l; 

,-,      _       I         1    (a/-+- 1)2/..  .(/-h// -4- 2)  1 .3.5.  ..(a/-4- 1) 

I/auleur  donne  aussi,  pour  tangjr  —  v  sécj;- j  cosécx~«  des   dcreloppemenU  ana- 

dS  JS  m 

logaes  à  celui  qui  n  élé  cité  plus  haut  pour  atlx  '-  • 
Les  additions  de  M.  Callandreau  portent  sur  la  formule 


r.=  -lini   I        ¥(t    : fit    pour    A  =  00, 

sur  le  développement  de  cota:-)  sur  la  formule  sommatoire  elle-même,  sur  l'ei- 

tension  de  cette  formule  aux  fonctions  en  général,  sur  la  représentation  des  fooctioDs 
par  des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  entre  des  limites  données  de  la  variable,  et  le 
calcul  des  coefficients  par  interpolation.  Enfin,  M.  Gyldén  a  ajouté  à  son  Mémoire 
primitif  une  Note  sur  quelques  développements  trigonométriques  dont  la  valeur  est 
indépendante  de  la  variable  entre  des  limites  déterminées,  développements  déduits 
par  diflerentiation  des  équations 

^  — y]^î/l»»n2//(/-f-^  V  a';,;+,  sin(jii-hi)i?, 

1  o 

0  =  ^  /îj/î+i  sin(Q«  +  1)0  —  ^  «i'yi  sin  an  ô. 
0  1 

et  une  autre  Note  sur  un  artifice  de  calcul  pour  rendre  les  séries  suivant  l'anomalie* 
excentrique  plus  convergentes. 
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Margottet.  —  Recherches  sur  les  sulfures,  les  séléiiiures  et  les 
tellurures  métalliques.  (247-298). 

Emmanuel  [D.),  —  Etude  des  intégrales  abéliennes  de  troisième 
espèce.  (399-326). 

L'aateur  part  des  propriétés  établies  par  M.  Briot  dans  sa  Théorie  des  /onctions 
ahtlienneSy  propriétés  relatives  aux  fonctions  0  dont  les  p  arguments  sont  les  in- 
tégrales normales  de  première  espèce  augmentées  chacune  d'une  constante  arbi- 
inire  et  obtient,  dans  le  cas  général  où  l'équation  admet  des  points  critiques  d'un 
ordre  quelconque,  l'expression  des  intégrales  de  troisième  espèce  au  moyen  de  la 
fonction  6. . ..  Il  en  déduit  simplement  les  principales  propriétés  de  ces  intégrales; 
pois,  en  se  serrant  de  considérations  analogues,  il  parvient  à  exprimer,  par  les  fonc- 
tions  B,  la  fonction  T,  introduite  par  MM.  Clebsch  et  Gordan,  et  définie  par  une  somme 
(ie^  intégrales  normales  de  troisième  espèce;  en  faisant  de  cette  fonction  le  même 
usage  que  les  deux  géomètres  allemands,  il  obtient,  sous  la  forme  donnée  par 
M.  Briot,  la  solution  du  problème  de  l'inversion,  solution  qui  ne  suppose  plus, 
comme  dans  le  Traité  de  MM.  Clebsch  et  Gordan,  que  les  points  critiques  soient  du 
second  ordre. 

Méray  (C).  —  Essai  sur  le  calcul  des  quantités  associées  en  sys- 
tèmes et  sur  son  application  à  la  théorie  des  équations  simul- 
tanées (suite).  (327-360). 

Puiseux  (P.).  —  Sur  Taccélération  séculaire  du  mouvement  de  la 
Lune.  (  36 1-444  )• 

Floquet  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  difTérentielles  li- 
néaires. (Supplément,  i-i3i). 

Ce  travail,  qui  a  été  l'objet  d'une  Thèse  présentée  devant  la  Faculté  des  Science» 
de  Paris,  a  été  analyse  dans  le  Bulletin  (a*  série,  t.  III,  1'*  Partie,  p.  289). 


.iSTRONOMISCHE  NÂCHRICHTEN,  begrundet  von  H.-C.  Sent  mâcher,  beraus- 
gegeben  von  Prof.  D'  C.-A.-F.  Peters.  Kiel  (•). 

Tome  XCV,  n"  2257-2280;  1879. 

Goldney  (G.-^.).  —  Observations  d'étoiles  doubles  faites,  en 
1878,  à  rObservatoire  de  TUniversité  de  Durham.  (1-6). 

Les  observations  sont  faites  avec  un  équatorial  de  6|3  pouces  anglais  d'ouverture 
et  un  micromètre  à  double  image  d'Airy. 

■'•}  Voir  Bulletin  t  11,,  121. 
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Bahhuyzen  (5.)  et  Kaptejn  {J.-C).  —  Observations  des  étoiles 
de  Tamas  de  Persée,  faites  en  1876-1877  à  rhéliomètre  de 
Leyde.  (6-i4). 

Oppolzer  [Th.).  —  Note  sur  le  développement  du  quotient  diflé- 
rentiel  de  l'anomalie  vraie  et  du  rayon  vecteur  eh  fonction  de 
l'excentricité  dans  les  orbites  voisines  d'une  parabole.  (i3-i6). 

Bredikhine  (  77i.).  —  Note  sur  la  mesure  des  longueurs  d'onde  des 
bandes  lumineuses  du  spectre  de  la  comète  de  Brorsen.  (i5-i6i. 

Les  bandes  lumineuses  ont  pour  longueur  d'onde  : 

A 55ï,3 

B 5i3,a 

c 4^^}^ 

Frolich  (O.).  —  Réponse  aux  remarques  du  D'  Albrecht  sur  la 
vitesse  de  transmission  des  courants  électriques,  publiées  daus  le 
n<*  2244  des  Astronomische,  (17-18). 

Peters  [C.-H.-F,). —  Observations  diverses,  faites  en  1876-1878 
à  l'Observatoire  de  Hamil^n  Collège.  (19-20). 

Observation  du  passage  de  Mercure  du  6  mai  1 878.  Éclipse  solaire  du  29  juillcl 
1878.  Éclipse  de  Lune  du  13  août  i8;8.  Occultations  d'étoiles. 

Peters  [C.-H.-F.).  —  Observations  et  orbite  parabolique  de  la 
comète  I  de  1878,  d'après  les  observations  d'Hamilton  Collège. 

(ai-aa). 

Wolf[R.).  —  Lettre  sur  le  nombre  relatif  des  taches  solaires  de 
1867  a  1878.  (23-24). 

Le  minimum  n'est  pas  encore  atteint  en  1878. 

Galle  [J,-G.).  —  Note  sur  le  calcul  des  erreurs  de  déclinaison 
dans  les  observations  de  Flore  faites  en  1878.  (aS-aS). 

Bredikhine  (77i.).  —  Sur  la  constitution  probable  des  queues  de 
comètes.  (27-30). 

Dans  ses  études  sur  les  queues  des  comètes,  M.  Bredikhine  a  divisé  ces  astres  en 
trois  classes  caractérisées  par  les  valeurs  1 1,  i,3  et  o,a  pour  la  force  rcpulsîTe  i— u. 
ZOllner  a,  d'un  autre  côté,  montré  que  dans  la  théorie  électrique  les  forces  répul- 
sives du  Soleil  sont  inversement  proportionnelles  aux  poids  des  molécules.  L'au- 
teur fait  remarquer  qu'on  arrive  alors  presque  identiquement  aux  nombres  qu'il  a 
déterminés  par  l'expérience  en  admettant  que  les  trois  types  de  comètes  seraiont 
composés  ou  d'hydro{;ène,  ou  de  carbone,  ou  de  fer. 
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Pickering  {E,-C.).  — Appel  aux  astronomes  pour  la  détermina- 
tion des  grandeurs  des  étoiles  voisines  de  la  Polaire.  (ag-Sa). 

Bakhujzen  [S.)  et  Kapteyn  (7.-C).  —  Observations  méri- 
diennes des  étoiles  employées  par  M.  Gill  pour  les  observations 
de  Mars,  faites  en  18 77  au  cercle  méridien  de  l'Observatoire  de 

•  Leyde.  (33-4a). 

Thraen  [K.), —  Détermination  des  éléments  de  (m)  Phthîa  d'après 
ciaq  positions  normales  de  la  planète  en  1878.  (4i-4^)* 

[jimp  {£.).  —  Ephéméride  de  la  comète  de  Brorsen  pour  mai  et 
juin  1879.  (4M6)- 

Tempel  (  TF,).  —  Découverte  et  observations  de  la  comète  II  de; 
1867,  faites  à  Arcetri  eu  avril  et  mai  1879.  (45-46). 

Zona  [T.).  —  Éléments  d'Ismène  (m),  (47-48). 

Doolittle  {C.'L.),  —  Note  sur  les  déclinaisons  moyennes  et  les 
mouvements  propres  de  58  étoiles  ainsi  que  sur  la  latitude  de 
l'Observatoire  Sayre.  (49-62). 

La  latitude  de  rObseryatoire  Sayre,  dépendant  de  rUuÎTersité  de  Lehigh  (Pen- 
sylTanie),  est  fixée  h 

4o«36'23*,887d=o*,o36. 

Holetscheck  (/.)•  — Observations  méridiennes  de  petites  planètes, 
faites  en  1 878-1 879  à  l'Observatoire  de  Vienne.  (61-64). 

Knorre  [FJ).  —  Observations  des  planètes  (jfô)  et  (j^, faites  à 
Berlin  en  mai  1S79.  (63-64)* 

fentosa  [M, -F,),  — Observations  méridiennes  de  la  planète  (j^  , 
faites  à  Madrid  en  avril  1879.  (63-64)- 

Oppenheim  {H,).  —  Note  sur  les  orbites  des  planètes  (m)  Ismène 
et  @)  Phthia.  (65-68). 

Harzer  (P.).  —  Eléments  et  ephéméride  de  la  comète  périodique 
de  Brorsen.  (67-70). 

l'es  éléments  anciens  sont  corrigés  à  l'aide  des  obserrations  de  rapparition  de 

'«79. 

Meissel.  —  Note  sur  la  résolution  des  triangles  spliériques.  (69- 

74). 
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Rohbers  [J.],  —  Eléments  et  épliéméride  de  (i^f  calculés  d'après 
quatre  observations.  (73-76). 

Gautier  {Jt.).  —  Epliéméride  de  la  comète  II  de  1867  (comète  do 
Tempcl)  pour  les  mois  de  mai,  juin,  juillet  et  août  1879.  (77- 
80). 

Les  élëments  anciens  ont  été  corri{;és  d'après  les  observations  d'avril  1879. 

Sejboth  (/.).  —  Eléments  elliptiques déHnitifs  de  la  comète  111  de 
1874  (comète  do  Coggia)  d'après  les  observations  méridieânes 
de  Moscou.  (79-80). 

La  période  de  la  comète  serait  de  571 1  ans. 

Doberck  (^^.).  —  Aote  sur  la  distribution  des  orbites  planétaires. 

(81-82). 

Binningham[J,). —  Observation  d'un  nouveau  cratère  lunaire, 
situé  entre  Landsberg  et  Rlieinliold.  (81-82). 

Bakhuyzen  {S.).  —  Xote  sur  les  ascensions  droites  des  étoiles  de 
M.  Gill  et  sur  l'erreur  personnelle  dans  l'observation  des  étoiles 
de  diverses  grandeurs.  (81-96). 

L'auteur  montre  par  des  expériences  directes  que  le  passage  d'une  étoile  derrière 
un  fil  est  observé  d'autant  plus  tard  que  l'étoile  est  plus  faible.  II  y  a  donc  dan« 
les  observations  de  passage  une  sorte  d'équation  personnelle,  fonction  de  l'éclat  de 
l'étoile  observée. 

Souchon  (v/.).  —  Note  sur  une  inégalité  du  quatrième  ordre  qui 
existe  dans  les  moyens  mouvements  des  satellites  Titan  et  Japhel 
de  Saturne.  (97-102). 

Ti^atson  [J.-C),  —  Note  sur  son  observation  de  la  planète  intra- 
mercurielle  pendant  réclipse  du  29  juillet  1878.  (  loi- 106). 

L'auteur  s'attache  à  défendre  contre  les  critiques  de  M.  Peters  les  procédés  em- 
ployés par  lui  dans  l'observation  de  l'éclipsé. 

M.  Watson  annonce  ensuite  qu'il  doit  prendre,  le  i*'  octobre  1S79,  la  direction 
d'un  nouvel  Observatoire  construit  à  Madison  (Wisconsin)  par  M.  C.  Washborn, 
l'ancien  gouverneur  de  l'État.  H  est  remplacé  à  Ann-Arbor  par  l'un  de  ses  élève», 
le  professeur  M .  W.  Harrington. 

Bruhns  (C).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1878- 
1879  à  l'équatorial  de  l'Observatoire  de  Leipzig.  (io5-iio). 

Ifa//  (^.).  —  Noie  sur  le  mouvement  d^Hypérion.  (log-iiî^V 
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M.  A.  Hall  a  déterminé  à  nouveau  les  cléments  de  l'orbite  d'Hypérion  par  la  com- 
binaisoD  des  obseryationa  faites  en  i852-i833  par  M.  Lassel  et  des  positions  obtenues 
en  1875  à  Washington. 

Pritchett  [C-TF.],    —  Observations   des  satellites  de  Saturne, 
faites  en  1878  à  TObscrvaloire  de  Glasgow  (Missouri).  (ii3- 

120). 

Tebhutt  (/. )•  —  Krlîpscs  des  satellites  de  Jupiter,  observées  en 
i8;8à  Windsor  (>.  S.  W.).  (119-122). 

Société  des  Sciences  de  Harlem. —  Programme  des  questions  pro- 
posées pour  les  prix  à  décerner  en  188 1 .  ( 1 2  i-i  24  ). 

l'Caleuler  d'une  manière  ri(roiireuse  l'orbilede  la  comète  de  i8i5,  qui,  observée 
par  Olbors,  doit  revenir  à  son  périhélie  en  1887. 

3^  Faire  la  critique  du  Mémoire  de  M.  Serpieri  relatif  à  la  lumière  zodiacale,  qui 
ne  serait,  suivant   Tatitronomo  italien,  qu'un  phénomène  de  l'atmosphère   de   la 

Terre. 

Jchbutt  (7.).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  en 
février  et  mars  1879  à  Windsor.  (123-126). 

Sawjev  [E.],  —  Note  sur  Tétoile  variable  R  du  Bouclier.  (ia5- 
126). 

J^ocK  [A.),  — Occultation  des  PJéiados,  observée  à  Riga  le  3i  jan- 

MtT  1879.  (  127-128). 

Borelly,  —  Découverte  de  la  planète  jîi?  ,  faite  le  i4  juin  1879  à 
Marseille.  (127-128). 

^mft(L.),   —  Découverte  d'une  comète  (comète  III  de  1879), 
faite  à  Rocbeslcr  le  20  juin  1879.  (  127-128). 

^^'innecke,  —  Observation  de  la  comète  Swift,  faite  à  Strasbourg 
le  21  juin  1879.  (127-128). 

Alhreclit. —  Résumé  des  observations  de  différences  de  longitude 
faites  en  Allemagne  par  le  Service  géodésique.  (129-1431). 

Les  déterminations  télégraphiques  de  longitude  faites  pendant  ces  dernièrofi 
années  en  Allemagne  ont  couvert  le  territoire  d'une  sorte  de  réseau  de  triangles,  en 
^orie  que  la  différence  de  longitude  de  deux  points  peut,  en  général,  être  obtenue 
>  l'aide  de  plusieurs  trajets  électriques  différents.  Entre  les  divers  résultats  immé- 
diat^i  des  déterminations  astronomiques,  il  existe  donc  une  série  d'équations  de 
«•fnidilions  propres  à  compenser  les  orrours  ncciden toiles. 
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En  tenant  compte  de  ces  conditions,  M.  Albrecht  arrive  aux  résultats  suirants  : 

Diiïérenca 
de  iongitode. 

m      s 
Berlin-Greenwich —  53. 34 ,908 

Paris —  44.13,883 

Brpgcnz —  14. 38,586 

Vienne -+-  ii.46,3i2 

Altona' —  13.48,555 

Wilhelmshaven —  30.59,700 

Leyde —  35.38,557 

Bonn —  a5.ii,6i5 

Mannheim —  i9.44|393 

Strasbour{j —  3q.3o,3o6 

Munich —    7.  8,778 

Prague -+-     4.17,049 

Leipzig —    4*  o»89' 

brocken —  11.  6,463 

GOttingue ." —  i3.48,666 

Cruls  [L,).  — Observations  delà  comète  II  de   1867  (comète  de 
Tcmpcl),  faites  à  Rio- Janeiro  en  mai  1879.  (i4ï-i42)- 

Tnpman  (G.-i.).  —  Observations  delà  planète  (m)  ^  faite  à  Green- 
wicli  en  mai  1879.  (141-142). 

TFiiinechc.  — Observations  de  la  comète  II  de  1879,  faites  à  Stras- 
bourg. (i43-i44)- 


Borellj.  —  Observations  de  la  planète  (Îm),  faites  à  Marseille  les 
i3  et  i4juin  1879.  (i43-i44)- 


Kûhnert  (F.).  —  Remarques  sur  la  nouvelle  méthode  de  M.  Op- 
polzer  pour  le  calcul  des  oppositions  des  planètes.  (i45-i5o). 

Holetscheh  (/.).  —  Observations  d'occultations  et  d'éclipsés  des 
satellites  de  Jupiter,  faites  à  Vienne  en  1877  et  1878.  (i 49*^5 a). 

Schmidt  {J.-F.-J.).  —   Observations  de  la  comète  de  Brorscn, 
faites  en  1879  à  Athènes.  (i53-i56). 

Bredikhine  [Th.).  —  Remarques  sur  la  constitution  des  queues  des 
comètes.  (i55-i56). 

Holetschek  [J,). —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  de  Swift, 
comète  III  de  1879.  (157-1 58). 
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&uhns{C.).  —  Observation  de  la  comèle  II  de  1879,  faîte  h  Leip 
zig.  (ijS-ijg). 

Rodgers  {Amlrol  /.)•  —  Observations  de  petites  planètes,  faites 
en  1876  à  rObservaloire  naval  de  Washington,  (160-172). 

Schnidt  [J.-F.-J.],  —  Observations  du  Soleil,  faites  en  vue  de  la 
recherche  de  la  planète  intra-mercurielle.  (  173- 174)- 

Schmidt  (J.'F.'J.).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1867  (co- 
mète de  Tempel),  faites  à  Athènes  en  1879.  (  173-174). 

Tupman  (G.^L,),  —  Observation  de  la  comète  II  de  1879,  faite  à 
Greenwicli  le  a5  juin  1879.  (173-174). 

Rodgers  (Amiral  («/.)•  —  Observations  de  petites  planètes,  faites 
en  1876  à  rObservatoire  naval  de  Washington.  (175-188). 

Zelbr[K.).    —  Eléments   paraboliques  et  éphéméridc  de  la  co- 
mète III  de  1879  (comète  de  Swift).  (187-188). 

j^nton  (/^.)- —  Observation  de  la  comète  III  de  1879,  faite  â  Vienne 
le  n6  juin  1879.  (187-188). 

Winnecke.  —  Observations,   éléments  et  éphéméride  de  la  co- 
mète III  de  1879.  (189-190). 

Hall  (-^.).  —  Note  sur  Saturne.  (191-192). 

Eo  appliquant  les  théories  de  Laplaee,  l'auteur  montre  que  la  densité  de  Saturne 
Tien  augmentant  de  la  surface  vers  le  centre,  et,  comme  la  densité  moyenne  de 
Saturne  est  les  f  de  celle  de  l'eau,  il  faut  que  le  liquide  qui  couvre  sa  surfacuait  une 
très  faible  densité. 

Konkolj  (iV.  von),  —  Observations  du  spectre  de  la  comète  de 
Brorsen.  (193-196). 

Les  trois  bandes  lumineuses  du  spectre  ont  la  même  réfran(;il)ilité  que  les  trois 
lignes  brillantes  de  Thydro^^ne  carboné. 

Schwab  (F.),  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  en  1878a 
KJausenburg.  (191-198). 

Doherch  (  TF'.). —  iVote  siirréclat  etlaparallaxe  des  étoiles  doubles. 
(197.200). 

Tempel[W,).  —  Observations  de  la  comèle  II  de   186*7,  faites  h 
Arcetri  pendant  son  retour  de  1879.  (199-202). 

/?«//.  îles  Sciences  math,^  a*  Série,  t.  IV.  (Février  1880.)  R.3 
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Vodcl  (D.'P,).  —  Oliscrvatioiis  (It\s  sati'Uitos  de  Jiipiler,  faites  en 
1878  à  Washington.  [9.01-204). 

Dohcrch  (  Tf'.).  — Note  sur  la  distribution  des  étoiles  doubles.  (aoS- 
s>o6  ). 

Peins  (  C'II.-F.),  —  DtVouvcrte  de  la  planète  JikT  ,  faite  à  Clin- 
ton le  10  juillet  1879. 

Sndrhcih  [M.).  — Tables  pour  le  caleul  des  diirércnoes  de  dis- 
lanee  sur  le  sphéroïde  et  sur  la  sphère.  (9.07-220). 

Gaspan's  ( //.  de).  —  Xote  sur  une  simplifieatiou  du  calcul  des 
perturbations.  (221-222). 

Trinterberg.  —  Xote  sur  les  lignes  gcodésîques.  (223-228). 

Tuihritiiis.  —  Note  sur  les  observations  de  l'étoile  n°  37  de  la  zone 
-h  89°  du  Catalogue  de  Bonn,  (229-234)- 

Fioss  [L.),  —  Observations  de  la  comète  III  de  1879  (comète  de 
Swift),  faites  à  TObservatoire  de  Dudley.  (233-236). 

Lamp  [E?\,  —  Observations  des  comètes  de  Brorsen  (II  de  1867) 
et  de  la  comète  de  Swift  (III  de  1879),  faites  en  1879  à  TObser- 
vatoire  de  Kiel.  (233-238). 

Tupman  [G,-L,),  —  Observations  de  la  comète  de  Swift  (III  de 
1879),  faites  à  TObservatoirc  de  Greenwicli.  (235-238). 

TF'interberg, —  Note  sur  les  lignes  géodésîques  (suite).  (239-i5o). 

Harlwig  (-£.).  —  Note  sur  la  position  de  Taxe  de  Mars  pendant 
l'opposition  de  1879.  (25 1-254). 

Tietjen  {F.).  —  Lettre  au  rédacteur.  (253-254;. 

La  planète  découverte  par  M.  Petcrs  le  10  juillet  est  Frigga. 

Peters  (  C^-IL-F,),  —  Découverte  de  la  planète  ^îâT' ,  faîte  à  Clinton 
le  28  juillet  1879.  (253-254). 

Palisa, —  Découverte  de  la  planète  (^) ,  faite  à  Pola  le  7  août  1879. 

(253-254). 

Marth  (v/.).  —  Kphéméride  des  cinq  satellites  intérieurs  de  Sa- 
turne pour  1879. (255-268). 
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Leistmann, —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  de  Swift.  (a(>9- 
270). 

Safford.  — Eléments  de  la  comète  de  Swîft  (comète  III  de  1879). 

(269-270). 

Palisa.  —  Découverte  d'une  comète  (comète  V  de   1879),  faîte  à 
Polalesi  août  1879.  (269-270). 

Tf'interberg, —  Note  sur  les  lignes  géodésîqucs  (suite).  (271-280). 

Marth  (^.).  —  Epliémérîde  des  satellites  de  Saturne  en   1879. 
(279.284). 

Ijimp  (E.),  —  Observation  de  la  comète  Palisa,  V  de  1879,  faite 
à  Kiel  le  24  août.  (283-284). 

Konkoly,  —  Observations  du  spectre  des  météorites,  faites  à  O- 
Gyalla.  (283-286). 

Hartwig.  —  Découverte  d'une  comète  (IV  de  1879),  faite  à  Stras- 
bourg le  24  août.  (285-286). 

Bruhns  {€,).  —  Observations  des  comètes  de  Palisa  (V  de  1879)  et 
d'Hartwig  (IV  de  1879),  faites  à  Leipzig  le  26  août.  (285-286). 

Strasser  (G.).  —  Observations  méridiennes  de  planètes,  faites  en 

1878  a  Kremsmûnster.  (^287-290). 

Palisa  (•/.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1879  k 
Pola.  (291-296). 

Klein  (H.'J.).  —  Note  sur  le  nouveau  cratère  lunaire  voisin  de 
Hyginus.  (297-300). 

Franz  (•/.). —  Eléments  de  la  comète  de  Swîft,  comète  III  de  1879. 
(299-300). 

Zelbr(K,). —  Eléments  et  épbémérîdo  de  la  comète  de  Palisa, 
comète  V  de  1879.  (299-302). 

Peter  {B,).    —  Observations  des  comètes  Palisa  (V  de  1879)  et 
Hartwig  (IV  de  1879),  faîtes  à  Leipzig  le  28  août.  (3oi-3o2). 

Bruhns  (C).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  en 

1879  à  Leipzig.  (3o3-3o8). 
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Peter  [B,), — Observations  de  petites  planètes,  faites  en   1879  a 
rcquatorial  de  Leipzig.  (3o7-3i4)- 

Bruhns  (C).  — Lettre  relative  à  TObservatoire  privé  du  baron 
d'Engelhardt  à  Dresde.  (3i3-3i4)- 

Cet  Observatoire,  situé  dans  Leubnitzer  Strasse,  a  pour  posîUon  géographique  : 

Longitude  est  de  Berlin i"  i8%37 

Latitude  nord bi*2'  3o*,95 

Il  renferme  un  instrument  de  passage  de  Cook  avec  lunette  de  5o"**  d'ouveKure  et 
un  équatorial  de  Grubb  avec  lunette  de  3o6">"*  d'ouverture. 

Engelhard t  (Baron  d').  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen, 
faites  à  Dresde  en  avril  et  mai  1879.  (3i3-3i4)- 

Ifartwig.  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  IV  de  1879. 
(3i5-3i6). 

Copeland  (/?.)•  —  Observations,  éléments  et  éphéméride  de  la  co- 
mète V  de  1879.(317-318). 

Swift  (Z.).  —  Lettre  relative  à  la  découverte  de  la  planète  inlra- 
mercurielle  parle  D' Watson  et  lui-même.  (3i9-3a4)- 

L'auteur  revient  sur  les  circonstances  qui  ont  accompagné  son  obserration  de 
Téclipse  du  28  juillet  1878  et  s'attache  à  réfuter  les  critiques  dont  cette  observation 
a  été  l'objet  de  la  part  du  D'  Petcrs. 

Oudemans  [J.-A.-C»).  —  Note  sur  l'invention  de  l'oculaire,  dît 
oculaire  négatif ,  {Z^Z^'iZo). 

Une  élude  comparative  du  texte  de  la  Dioptnque  d'Huygens,  des  pasages  dn 
Sjrstema  saturnium^  où  il  est  parlé  des  procédés  d'observation,  et  de  deux  para- 
graphes du  Ragguaglio  de  Campa  ni  conduit  M.  Oudemans  à  formuler  les  conelo- 
sions  suivantes  : 

C.  Huygens  est  Tinventeur  de  l'oculaire  négatif  à  deux  lentilles. 

L'invention  remonte  probablement  k  l'année  i655;  dans  tous  lea  cas,  l'oculaire  a 
été  employé  dès  le  19  février  i656. 

Dans  l'oculaire  de  Huygens,  qui  n'était  pas  achromatique,  les  quantités/,  dt^f' 
étaient  dans  le  rapport  des  nombres  4t  3  et  i. 

L'oculaire  de  Campani,  employé  k  Rome  en  1664,  se  composait  de  trois  lentiliet 
et  avait  la  disposition  d'un  oculaire  terrestre. 

Hall  [N,'A,)  et  Holden  (E.-S.).  —  Observations  du  compagnon 
deSirius,  faites  à  Washington  eu  1878- 1879.  (  3^9-330 ). 

Doberch[W.),  —  Nouveaux  éléments  de  23  06  2.  (33i-33a). 

Ces  éléments  représentent  l'ensemble  des  obftcrvations  faites  de  178'?  k  18;;. 
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Brukns  {€.),  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Tempel 
(nde  1867),  faites  n  Leipzig  en  mai  1879.  (333-334)* 

Hartwig  [E,).  —  Notes  sur  la  découverte  de  la  comète  IV  de  1879. 
(335-336). 

Rodgers  (Amiral  •/.).  —  Avis  sur  la  transmission  des  Livres  et 
Mémoires  destinés  â  TObservatoire  de  Washington.  (335-336). 
Franz  (7.).  —  Eléments  de  (lîj).  (337-342). 

Doberck  [TF'.),  —  Note  sur  les  couleurs  des  étoiles  doubles  qui 
tournent  autour  Tune  de  l'autre.  (34i-346). 

M.  Doberck  a  formé  une  série  de  Tableaux  indiquant  pour  chaque  couleur  de  Té- 
toile  principale  le  nombre  de  fois  que  le  compagnon  a  une  teinte  déterminée. 

Millosevich  (E,).  —  Observation  de  Téclipse  partielle  de  Soleil  du 
19  juillet  1879,  faite  à  l'Observatoire  de  la  ^Marine  à  Venise. 
(345-346). 

Doberck  {W.). —  Notes  sur  l'éclat  relatif  des  composantes  des  étoiles 
doubles.  (347-35o). 

Zelbr  [K,].  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  V  de  1879. 

(349-350). 

Jedrzejewicz,  — Description  de  son  Observatoire  particulier,  con- 
struit à  Plônsk.  (353-36o). 

La  position  géographique  de  l'Observatoire  est  : 

Longitude  est  de  Berlin o**  28"*  39' 

Latitude  nord 52«37'  38", 8 

L'Observatoire  renferme  une  lunette  méridienne  de  3  pouces  d'ouverture  et  un 
éqnatorial  de  162**  d'ouverture  construit  par  Steinheil. 
Le  D'  Jedrzejewicz  s'occupe  de  mesures  d'étoiles  doubles. 

Schmidt  {J.'jF.-J,).  —  Observations  sur  les  étoiles  variables,  faites 
à  Athènes  en  1878-1879.  (359-366). 

Peters  [C-F^-WJ),  —  Observations  de  la  comète  de  Brorscn, 
faites  en  1879  à  l'Observatoire  de  Kiel.  (365-368). 

Peler  [B.).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  V  de  1879. 
(367-368). 

Marth  [A.),  —  Note  sur  le  mouvement  et  éphémérides  des  satel- 
lites de  Mars  en  1879.  (369-380). 
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Possner  (//•).  —  Aotc  sur  l'étoile  variable  a  de  Persée.  (  379-380). 

Peters  [C.-H.-F.).  —  Découverte  des  planètes  ^(«^  et  ^?',  failo 
à  Clinton  les  a3  et  27  septembre  1879.  (379-380). 

Kownlczjk,  —  Observations  de  planètes  faites  au  cerele  méridien 
de  Varsovie  de  1873  a  1879.  (38 1-382). 

Dobeich  (//.).  —  Eléments  de  Tétoile  double  0X298.  (383-384; 

Brcdihhine  (Tli,).  —  Remarques  sur  la  taclie  rouge  qui  se  moulri' 
sur  Jupiter.  (383-384).  G.  R. 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  Matiiematik,  hcrausgegebeD  vun 

C.-W.  BORCHARDT  ('). 

Tome  LXXXVI;  187g. 

Frohenius  (G.).  —  Sur  les  équations  homogènes  aux  différentielle» 
totales.  (1-19). 

L'intégration  des  équations  aux  diflTercntielIes  totales  de  trois  variables  et  qui 
satisfont  la  condition  d'intégrabilité  a  été  enseignée  par  Euler  dans  une  série 
d'exemples  dont  les  coeffîcients  sont  presque  toujours  des  fonctions  homogènes  de 
même  ordre  {Inst,  Cale,  int.^  vol.  III,  p.  i-a6).  Cette  observation  a  suggéré  à 
M.  Frobcnius  l'idée  de  s'occuper  du  problème  général  de  rechercher  les  propriété» 
des  équations  homogènes  aux  différentielles  totales  entre  a  variables.  A  cet  effet, 
il  rappelle  brièvement,  au  premier  paragraphe,  quelques  théorèmes  généraux  puiser 
dans  son  Mémoire  sur  le  problème  de  Pfaff(  même  Journal,  t.  LX.XXII  ).  Le  deuxième 
paragraphe  sert  à  étudier  les  changements  que  subit  la  clasf^e  d'une  expression  dif- 
férentielle, lorsqu'on  la  multiplie  par  un  facteur  ou  qu'on  lui  ajoute  une  différeu- 
tielle  complète.  La  classe  d'une  expression  différentielle  est  égale  au  nombre  mini- 
mum de  variables  indépendantes  à  l'aide  desquelles  l'expression  différentielle 
peut  être  représentée.  Des  théorèmes  généraux  sur  Texprcssion  différentielle 
a^dx-^a^dx-^  ...-^a^dx^  où  a,,/?,,  ...,  a^  sont  des  fonctions  homogènes  du 
même  degré  g^  font  l'objet  du  troisième  paragraphe.  Ces  théorèmes  sont  mis  en 
usage  au  §  4  pour  transformer  dans  quelques  exemples  cette  même  expression 
différentielle  en  certaines  formes  appelées  réduites.  L'équation  différentielle 
a^dx^-^  a^dx^-^  a^dx^=:^  o,  où  <i,,  a,,  a,  sont  des  fonctions  homogènes  du  second 
degré,  se  trouve  traitée  au  §  5,  et  eiilhi  le  §  G  donne  une  généralisation  de  l'équa- 
tion différentielle  de  Jacobi. 


(»)  Voir  Bulletin,  lll„  i3}). 


UEVUli   DES  PUBLICATIONS.  3^ 

Siidelberg(*r  (L.),  —  Sur  des  faisceaux  de  formes  bi linéaires  el 
quadratiques.  (  20-43  ) . 

Au  comiuoncemeiit  de  &on  Mémoire,  M.  Slickelberger  revient  aux  difllicuhés  qui 
•e  présan ton t  quand  on  transforme  en  somme  de  carrés  une  forme  quadratique,  au 
moyen  de  la  formule  générale  de  Jacobi.  C'est  en  se  serTant  d'une  transformation 
préalable  de  la  forme  donnée  et  en  la  joignant  à  la  transformation  de  Jacobi  qu'on 
parvient  à  la  représentation  très  élégante,  en  somme  de  carrés,  d'une  forme  qua- 
dratique, telle  que  M.  Darboux  Ta  employée  dans  se»  recherches  sur  ces  formes. 
Cependant  M.  S  tic  kcl  berger  trouve  que  les  suppositions  faites  par  M.  Darboux  no 
sont  pas  toujours  réalisées.  Une  difficulté  semblable  s'offre  dans  l'application  de  la 
rormnle  de  Jacobi  faite  par  M.  Weierstrass  à  la  réduction  de  faisceaux  de  formes 
quadratiques.  M,  Darboux  a  perfectionné  la  forme  de  la  représentation  de 
V.  Weierstrass,  eu  réunissant  la  substitution  donnée  par  M.  Weierslrass  à  la  for- 
mule Je  Jacobi.  C.ependant,  tout  en  rehaussant  la  clarté  du  sujet  par  son  procède, 
il  n'en  a  pas  donné  une  démonstration  rigoureuse  où  il  aurait  fallu  montrer  qu'on 
peut  toujours  t.aiihfairo  aux  conditions  de  l'application  de  la  formule  par  un  choix 
convenable  des  constantes  qui  y  rentrent. 

K  roccasion  d'une  application  de  l'analyse  de  M.  Weierstrass,  M.  Stickelberger 
a  Méconnu,  au  moyen  d'un  procédé  indirect,  que  la  didiculté  peut  toujours  être 
levce  par  la  substitution  signalée  en  même  temps  par  l'illustre  géonictro  ;  mais  tous 
ses  efforts  pour  remplacer  sa  méthode  par  une  autre  directe  ont  échoué.  Quoi 
qu'il  en  soit,  son  procédé  indirect  fait  ressortir  de  nombreuses  conséquences  néces- 
saires aux  recherches  ultérieures  et,  par  suite,  non  dépourvues  d'intérêt.  Voila 
pourquoi  l'auteur  développe  d'abord  la  méthode  de  réduction  de  M.  Weierstrass 
pour  les  faisceaux  de  formes  bilinéaires  ou  quadratiques.  A  cet  effet,  il  prend  un 
chemin  qui  n'écarte  pas  la  difficulté  inhérente  à  la  déduction  de  M.  Darboux,  mais 
qui  sert  à  l'éviter,  et  enfin  il  tire  de  ses  considérations  des  règles  d'après  lesquelles 
on  peut  choi&ir  les  quantités  dont  dépend  la  réduction. 

$  1.  Réduction  de  faisceaux  de  formes  bilinéaires.  —  §  2.  L'équivalence  de  fais- 
ceaux de  formes  bilinéaires.  —  §  3.  Transformation  du  paramètre  d'un  faisceau  de 
formes.  —  J  4.  Explication  de  la  proposition  I  à  l'aide  d'un  exemple.  —  §  5.  Choix 
symétriques  des  constantes  tt^',  i\\ 

Frohenitis  [G,).  —  Sur  rinvarianl  gauclie  d'une  forme  biliuéaire 
ou  (juadralique.  (44~70' 

Deux  formes  bilinéaires  A  =  ^a^^^g^r^  et  B  =  2A,^:r,r^  s'appellent  congrues  si  A 
peut  être  transformée  en  R  par  des  substitutions  cogrédicntes  linéaires  et  dont  le 
déterminant  ne  s'évanouit  pas.  Or  les  mêmes  substitutions  changent  à  la  fois  la 
forme  conjuguée  A'  =  £rt.^.T^rp  de  A  en  B',  forme  conjuguée  do  B;  par  conséquent, 
elles  transformeront  aussi  le  faisceau  de  formes  bilinéaires  /A  —  A' en  rB — B'. 
Désignant  donc  le  déterminant  de  substitution  par /i  et  le  déterminant  d'une  forme 
bilinéaire  G  par  |G  |,  on  aura 

|rB  — B'|  =  |rA  — A'|/>'. 

Si  le  déterminant  du  faisceau  rA  —  A'  ne  s'évanouit  pas  identiquement  pour  tonte 

valeur  de  r,  on  en  tire 

^•  =  |rB  — B'|:|rA— A'|. 

Il  faut  donc  que  le  second  n:embr«;  de  cette  é(iualion  soit  indépendant  do  r  et  que, 
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pour  toutes  les  smbtttUutioiis  en  nombre  infiui  qui  tran^formeiit  A  en  B,  le  carre  ild 
'déterminant  ait  la  même  valeur.  Or  deux  cas  sont  alors  possibles  :  le  déterminant^ 
peut  avoir  une  même  valeur  pour  toutes  ces  substitutions,  ou  bien  tantôt  l'une, 
tantôt  l'autre  de  deux  valeurs  opposées,  (-'est  pourquoi  M.  Frobenius  a  traité  le 
problème  de  discerner  sous  quelle  condition  le  premier  cas  on  le  deuxième  se  pro- 
duit, et  encore  celui  de  déterminer  le  signe  da  module  de  transformation  p  au  pre* 
mier  cas,  sans  recourir  à  une  substitution  qui  change  k  en  R. 

De  même  que  pour  deux  formes  congrues  bilinéaires,  on  peut  demander  la  valeur 
du  déterminant  de  substitution  pour  deux  faisceaux  équivalents  de  formes  quadra- 
tiques. La  réponse  à  cette  question  exige  des  moyens  bien  différents  de  ceux  qu'on  a 
employés  à  la  solution  du  premier  problème.  Tandis  que  celni-ci  roule  principale- 
ment sur  le  théorème  qu'un  déterminant  gauche  de  degré  pair  est  le  carré  d'une 
fonction  entière  de  ses  éléments,  la  solution  de  la  seconde  question,  qui  est  beau- 
coup plus  conpliquée,  revient  à  la  duplication  d'une  certaine  forme  de  degré  m  a 
u  variables,  décomposable  en  facteurs  linéaires  et  qui  est  un  contravartant  du  faû- 
ceau  de  formes  quadratiques. 

$  1.  Le  déterminant  de  la  transformation  d'une  forme  en  elle-même.  —  $  2.  Calcul 
de  l'invariant  gauche  d'une  forme  bilinéaire  dans  deux  cas  spéciaux.  —  $  3.  Théo- 
rème de  Sylvester  sur  lés  déterminants.  —  §  4.  Représentation  générale  de  l'inva- 
riant gauche  d'une  forme  bilinéaire.  —  §  5,  Sur  le  contravariant  décomposable,  de 
degré  //,  d'un  faisceau  de  formes  bilinéaires  h^n  variables.  —  §6.  Sur  un  cas  spécial 
du  théorème  établi.  —  §  7.  Démonstration  du  théorème  du  J  5.  —  $  8.  L'invariant 
gauche  d'un  faisceau  de  formes  quadratiques.  ~  S  ^-  Représentation  rationnelle  de 
l'invariant  gauche. 

Killing  (  fV.),  —  Sur  deux  formes  de  I'esj)ace  à  courbure  constante 
et  positive  (ayant  rapport  au  Mémoire  de  M.  Newcomb,  au 
tome  LXXXm  du  mêiue  Journal).  (72-83). 

M.  Newcomb  assigne  à  la  forme  de  l'espace  qu'il  a  étudiée  toutes  les  propriété» 
supposées  ou  explicitement  ou  implicitement  par  Euclide,  à  l'exception  de  deux  : 
il  demande  que  la  droite  se  ferme,  et  il  exprime  la  distance  de  deux  points  lilun» 
sur  les  côtés  d'un  angle  a»  à  la  distance  r  du  sommet,  par  la  formule 

_       2aD   .     lîr 
îT  aD 

où  3  D  désigne  les  longueurs  de  la  ligne  droite,  il  montre  que  ces  hypothèses  sont 
propres  &  servir  de  fondement  à  une  forme  de  l'espace  qui  coïncide  avec  la  forme 
euclidienne  pour  les  parties  in  uniment  petites.  La  forme  établie  a  beaucoup  de  re^ 
semblance  avec  celle  qu'a  trouvée  Riemann.  Cependant  plusieurs  propriete> 
déduites  par  M.  Newcomb  sont  en  contradiction  directe  avec  quelques  const" 
quences  qu'avait  tirées  Riemann  pour  sa  forme  de  l'espace.  M.  Newcomb,  preiuint 
les  deux  formes  pour  identiques,  signale  donc  ces  assertions  de  Riemann  comme 
incorrectes.  Tout  au  contraire,  M.  Killing  montre,  en  premier  lieu,  que  les  propo- 
sitions en  question  s'ensuivent  en  toute  rigueur  des  hypothèses  de  Riemann;  en 
second  lieu,  il  montre  comment  les  équations  de  la  Géométrie  de  Riemann  pearcni 
s'appliquer  à  une  autre  forme  de  l'espace,  identique  avce  celle  qu'a  étudiée  M.  New- 
comb; enfin  il  développe  des  considérations  qui  permettent  dr  déduire  la  secondr 
foi*me  de  lu  prcniiôiv  par  une  voie  purement  géométrique. 
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Beje  (?^.).  —  Sur  les  systèmes  de  rayons  de  la  seconde  classe  et 
sur  la  surface  de  Kummer  de  quatrième  ordre  à  seize  points 
nodaux.  (84-107). 

M.  Kummer  a  décoavert  l'existence  de  sept  systèmes  essentiellement  différents 
de  rayons  de  second  ordre  sans  courbes  focales,  et  il  a  développé  les  propriétés 
les  plus  importantes  de  leurs  surfaces  focales.  Peu  de  temps  après,  l'une  de  ces 
surfaces,  la  surface  kummérienne  de  quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe,  douée 
de  seiie  points  nodaux  et  de  16  plans  tangents  singuliers,  a  attiré  de  nuurcau  l'at- 
l»tion  des  géomètres  comme  surface  des  singnlarités  du  complexe  général  du 
second  degré;  et  enfin,  tout  récemment,  les  relations  remarquables  qu'elle  a 
atec  les  fonctions  9  de  deux  variables  ont  fait  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires 
publiés  an  même  Journal.  La  Géométrie  synthétique  n'avait  pas  encore  trouvé  de 
chemin  pour  aborder  ces  systèmes  de  rayons  du  second  ordre  et  leurs  surfaces 
focales. 

M.  Reye  a  maintenant  réussi  à  b'eroparer  de  ce  sujet  par  les  seules  ressources  de 
la  Géométrie  pure;  c'est  ainsi  qu'il  est  parvenu  a  l'étude  de  tous  ces  systèmes  de 
rajoos,  excepté  celui  de  sixième  classe  et  de  première  espèce.  Pour  plus  de  clarté,  il 
ae  borne  à  développer  les  systèmes  de  rayons  de  seconde  classe,  systèmes  réci- 
proques à  ceux  que  nous  venons  de  mentionner.  L'étude  géométrique  de  ces  systèmes 
ne  simplifie  en  ce  qu'ils  sont  mis  en  relation  prujective  avec  des  réseaux  ordinaires 
de  rayons  et  que  leurs  surfaces  nodalcs  sont  représentées  d'une  manière  uniforme 
•ur  une  des  surfaces  connues  du  quatrième  ordre.  Les  systèmes  de  second  ordre  et 
de  seconde  classe  et  la  surface  de  Kummer  font  l'objet  d'une  recherche  détaillée 
qui  termine  le  Mémoire. 

MilinowsKi,  —  La  représentation  de  sections  coniques  sur  des 
cercles.  (108- 11 5). 

La  Note  contient  une  méthode  qui  sert  à  développer  la  théorie  dos  propriétés 
harmoniques  et  focales  des  sections  coniques,  de  même  que  les  théorèmes  do 
Pascal  et  de  Brianchon,  à  l'aide  d'une  représentation  des  sections  coniques  sur  des 
circonférences,  sans  qu'on  ait  besoin  d'abandonner  la  Géométrie  du  plan  et  de 
recourir  à  la  Géométrie  du  cône. 

Slurm  [R')»  —  Représentation  de  formes  binaires  sur  la  courbe 
gauche  cubique.  (ii6-i4^)* 

Frobenius  (G.).  —  Théorie  des  formes  linéaires  à  coefficients 
entiers.  (146-208). 

Si  l'on  transforme  les  deux  formes  bilinéaires 

A'  =  2  a^^  x^  j  ^,     A*  =  S  <i'ijj  x^  ^ 
des  variables  x^,j)\y  . . .,  •r„t.rj,  par  les  substitutions  linéaires 

(p.)x.=  2f'.^x;.  (Q.i>>=|yîi«.M 

eo  celles-ci 

B'=  l^,^a^)iî,     B''=  lA^ur^M. 
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la  forme  A  =  r  A'-h  A"=.  i*rt,^-r^>  j,  contenant  le  paramètre  indéteruiiué  r,  se  cbai];;e 
par  les  mêmes  substitutions  en  h=  rB' -^h"  =  lb^x  r'^.  Si  les  dcterminaots  de» 
substitutions  (P.)>  (QO  "<?  s'évanouissent  pas,  les  substitutions  inverses 

(  R .  )  J  Y  =  5:  r,.,:r^,      ( S.  )  M  =  2  J^à-'^'î 

reelian(;ent  la  forme  B  en  A.  La  totalité  des  formes  rA'+  A',  qui  s'obtiennent  quand 
on  donne  au  {.araroètre  r  toutes  les  râleurs  nouvelles,  s'appelle  un  faisceau  de 
formes,  et  deux  faisceaux  de  formes  sont  appelés  équivalents  lorsqu'ils  permettent 
la  transformation  réciproque  que  nous  venons  de  décrire.  Si  les  déterminants  des 
deux  faisceaux  A  et  \\  ne  s'évanouissent  pas  identiquement,  la  condition  nécessaire 
et  suilisante  de  l'équivalence  consiste,  selon  M.  Weierstrass,  en  ce  que,  pour  i  =  i. 
2.  . . .,  //,  le  plus  i^rand  diviseur  commun  </^  des  déterminants  de  degré  i  de  A  snii 
égal  a  celui  des  déterminants  de  degré  Jl  de  B.  L'équation  A  =  B  devenant  identique 
en  vertu  des  substitutions  P  et  S,  il  s'ensuit 


Qk  a  ft  o 


Si  A  et  B  sont  équivalentes,  ces  équations  homogènes  linéaires  au  nombre  de  2/1* 
entre  les  3/<'  inconnues  /?  ,  j^a  doivent  avoir  un  déterminant  qui  s'annule,  et  il  cat 
nécessairement  possible  d'attribuer  aux  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  leur 
solution  la  plus  générale  des  valeurs  telles  que  les  déterminants  de  degré  n,  \p^\ 
et  I  s^a  I  soient  différents  de  zéro.  C'est  ainsi  qu'on  obtient  la  substitution  P,  et  eu 
résolvant  les  équations  linéaires  S  on  parvient  à  la  substitution  Q. 

Des  opérations  rationnelles  suffisent  donc  pour  discerner  si  deux  formes  donnet's 
sont  équivalentes  ou  non,  et  des  opérations  rationnelles  ouvrent  la  voie  qui  mène, 
dans  le  premier  cas,  à  tontes  les  substitutions  de  transformation  pour  les  deux  forme». 
Tout  au  contraire,  les  autres  démonstrations  connues  de  la  propisition  di* 
M.  Weierstrass  utilisent  des  opérations  irrationnelles;  car  elles  reviennent  à  mettre  A 
sous  une  forme  réduite  dont  les  coefficients  dépendent  de  l'équation  \a^\=.o. 
C'est  pourquoi  M.  Frobenius  s'était  proposé,  il  y  a  longtemps,  de  trouver  uue 
démonstration  où  l'on  ne  rencontrât  que  des  opérations  rationnelles.  Mais  ildcmèb 
la  solution  de  ce  problème  seulement  après  avoir  traité  le  problème  de  théorie 
des  nombres  qui  fait  le  sujet  du  Mémoire  actuel.  U  y  envisage  les  diflereiite!» 
formes  que  subit  une  forme  bilinéaire  à  coefficients  entiers  quand  on  introduit 
de  nouvelles  variables,  soit  pour  les  deux  séries  de  variables,  soit  pour  une  seule. 

§  1.  Les  conditions  pour  l'équivalence  de  formes  bilinéaires.  —  J  2.  Déternji- 
nants  unimodulaires.  —  §  3.  Résolution  de  l'équation  S<SaA'«^A=y'>  —  S  4.  Réso- 
lution de  l'équation  S  a,,  jr^  >'»=/*  d'après  une  autre  méthode.  —  $  5.  La  réduction 
d'une  forme  bilinéaire  à  la  forme  normale.  —  §  6.  Diviseurs  élémentaires  simples 
et  systèmes  do  diviseurs  élémentaires  composés.  —  §7.  Formes  bilinéaires  alternées. 
—  §  8.  Équations  linéaires.  —  §  9.  Modules.  —  §  10.  Congruenres  linéaires.  — 
§  11.  L'équivalence  do  formes  bilinéaires  par  rapport  à  un  module.  —  $  12.  Équi- 
valence de  systèmes  de  formes  linéaires.  —  §  13.  Équivalence  de  faisceaux  déforme» 
bilinéaires. 

Reye  {Th.).  —  Sur  la  configuration  kummérienne  de  seize  points 
et  de  seize  plans.  (209-212). 

La  configuration  remaripiable  formée  par  les  seixe  points   nodaux  el  1rs  6<*>zi' 
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plans  siijgiiliers  d'une  surface  kummérienne  du  quatrième  degré  peut  se  construire, 
selon  M.  Webcr,  linéairement  au  moyen  de  six  points  nodaux,  et  ceux-ci  peurent 
avoir,  suivant  le  calcul  de  M.  Weber,  une  position  quelconque.  Le  travail  de  M.  Reye 
contient  une  preuve  directe  synthétique  de  cette  construction,  reposant  sur  une 
propriété  intéressante  de  l'hexagone  dans  l'espace;  d'ailleurs  elle  montre  comment, 
en  partant  de  l'hexagone,  on  parrient  aux  propriétés  essentielles  connues  jusqu'il 
présent  de  la  configuration  kummérienne. 

Baltzer  [R.).  —  Contribution  à  riiistoîrc  du  potentiel.  (2i3-2i6). 

Frobenius  et  Stickelbevger,  —  Sur  des  groupes  d'éléments  per- 
mutables. (217-262). 

La  théorie  des  groupes  finis  d'éléments  permutables  a  été  fondée  d'une  part  par 
Eoler  et  Gauss,  de  l'autre  par  Lagrange  et  Abel;  par  ceux-là,  dans  leurs  recherches 
de  théorie  des  nombres  sur  les  résidus  des  puissances;  par  ceux-ci,  dans  leurs 
travaux  sur  la  résolution  des  équations.  Après  ces  recherches  fondamentales,  Gauss 
et  M.  Schering  ont  fait  faire  des  progrés  à  la  théorie.  Gauss  [Démonstration  de 
quelques  théorèmes  concernant  les  périodes  des  classes  des  formes  binaires  du  second 
degré  {(ouvres.  H,  p.  266)]  enseigne  la  décomposition  d'un  groupe  en  groupes  pri- 
maires dont  les  ordres  sont  premiers  l'un  avec  l'autre.  M.  Schering  {Gôttinger 
Àhkandlungen,  t.  XIV)  apprend  à  les  décomposer  en  groupes  élémentaires  dont 
les  ordres  sont  indivisibles  chacun  par  le  suivant.  La  première  décomposition  do 
Gauss  est  complètement  déterminée;  celle-ci  peut  s'exécuter  de  diflerentes  ma- 
nières. Cette  remarque  a  formé  le  point  do  départ  de  Id  recherche  des  auteurs 
du  présent  Mémoire,  parce  qu'elle  entraîne  la  question  de  savoir  s'il  y  a  certaines 
propriétés  communes  à  toutes  ces  décompositiops.  Il  résulte  d'abord  que  les  ordres 
des  groupes  élémentaires  que  M.  Schering  gagne  en  décomposant  le  groupe  entier 
sont  des  nombres  constants,  indépendants  du  choix  des  groupes  partiels.  Eu  com- 
binant encore  la  décomposition  de  Gauss  avec  celle  de  Schering  et  en  pénétrant 
ainu  aux  éléments  indécomposables  des  groupes,  ils  ont  enfin  réussi,  tout  on  ap- 
profonilissant  la  notion  des  racines  primitives,  à  montrer  à  quel  point  les  facteurs 
irréductibles  d'un  groupe  sont  indépendants  les  uns  des  autres  et  à  quel  point  ils 
■ont  dépendants. 

La  difficulté  principale  dans  cette  recherche,  analogue  à  celle  qui  se  rencontre 
dans  la  théorie  des  uombres  entiers  complexes,  consistait  à  transformer  les  notions 
que  présente  la  théorie  élémentaire  des  nombres.  Tandis  que,  par  exemple,  un 
nombre  s'y  appelle /i/'«mi>r  quand  il  n'est  divisible  que  par  l'unité  et  par  lui-même, 
il  fallait  nommer  ici  un  groupe  irréductible  quand  il  ne  peut  être  décomposé  en 
dcnx  facteurs  sans  que  l'un  d'eux  soit  égal  au  groupe  entier.  Tandis  que,  dans  la 
théorie  élémentaire,  une  racine  primitive  de  la  cougruenco  x^^^  i  est  un  nombre 
qui  n'a  aucune  puissance  inférieure  il  la  /|i*^"><  congrue  à  l'unité,  on  est  porté  ici 
k  nommer  primitive  une  racine  de  cette  congruence  seulement  quand  cette  racine - 
n'a  aucune  puissance  inférieure  à  la  m**^™*  égale  à  un  résidu  de  /{''^"puissance. 

§  1.  Définitions.  —  §  2.  L'ordre  d'un  groupe.  —  §  3.  Puissances  et  racines  pri- 
mitives. —  §  \.  Décomposition  d'un  groupe  en  facteurs  primaires.  —  §  5.  Le  rang 
d'un  groupe.  —  §  G.  Décomposition  d'un  groupe  en  groupes  élémentaires.  —  §  7.  Les 
invariants  d'un  groupe.  —  §  8.  Décomposition  d'un  groupe  en  facteurs  irréductibles. 
—  $9.  Éléments  primitifs  d'un  groupe.  —  §  10.  Les  formes  bilincaires  adjointes  a 
un  groupe.  —  §  11.  Les  restes  des  puissances  de  nombres  rationnels  entiers  par 
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rapport  à  un  module  composé.  -^  §  12.  Les  restes  des  puissances  de  nombres  com- 
pleies  entiers. 

Netto  (E.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  variétés.  (263-^68). 

Kantor  (*S.).    —   Généralisation    d'un    théorème    de    Poncelet. 
(  269-278), 

Minding.  —  Sur  la  théorie  des  courbes  à  périmètre  minimum  et  à 
aire  donnée  sur  des  surfaces  courbes.  (  279-289). 

Milinowshi.  —  Contribution  à  la  théorie  des  sections  coniques. 
(290-296). 

Nouvelle  démonstration  de  la  proposition  que  les  courbes  du  second  ordre 
engendrées  par  les  formes  fondamentales  projectires  de  premier  degré  ne  sont  rien 
autre  chose  que  les  sections  coniques.  La  méthode  fait  en  même  temps  ressortir  les 
relations  qui  eiistent  entre  les  propriétés  focales  et  les  propriétés  projectÎTes  des 
sections  coniques. 

f^ogt  [Heinrich),  —  Sur  un  hyperboloïde  particulier.  (297-316). 

Si  trois  des  génératrices  d'un  cône  du  second  ordre  sont  normales  entre  elles,  \t 
cône  contient  une  infinité  de  triples  rayons  normaux.  Ce  théorème  de  Joachimstbsl 
forme  le  point  de  départ  de  la  recherche  qui  développe  d'abord  une  démonstration 
élémentaire  de  ce  théorème  et  une  autre,  indépendante  de  celle-ci,  de  la  proposition 
correspondante  de  l'hyperboloide.  L'étude  des  surfaces  du  second  ordre  caracté- 
risées par  trois  génératrices  normales  fait  voir  que  ces  surfaces  jouent  dans  l'espace 
le  même  rôle  que  l'hyperbole  équilatère  dans  le  plan  :  le  cône,  en  vertu  de  la  reU- 
lion  qu'il  a  avec  le  tétraèdre  spécial  dont  les  hauteurs  se  rencontrent  en  un  point; 
l'hyperboloide,  en  vertu  de  la  relation  qu'il  a  avec  le  tétraèdre  général.  De  plus,  notre 
hyperboloïde  s'oppose  à  l'hyperboloide  orthogonal,  de  même  que  dans  le  plan 
l'hyperbole  équilatère  au  cercle.  C'est  pourquoi  l'auteur  lui  a  donné  le  nom  à*hj- 
perbùloïde  équilatère, 

S  1.  Le  cône  équilatère.  —  §2.  L'hyperboloide  équilatère.  —  §  3.  L'hyperboloide 
équilatère  de  rotation.  —  §  4.  Relations  entre  l'hyperboloide  équilatère  et  le 
tétraèdre.  —  §  5.  Le  parabololde  hyperbolique  équilatère. 

Konigsberger  (L,),  —  Sur  une  relation  entre  la  multiplication 
complexe  des  intégrales  elliptiques  et  la  réduction  de  certaines 
classes  d'intégrales  abélienncs  à  des  intégrales  elliptiques.  (317- 
352). 

Sans  entrer  dans  le  détail  de  la  recherche,  nous  nous  bornerons  à  dooner 
l'énoncé  d'un  théorème  principal,  résultat  de  la  première  moitié  du  Mémoire  : 

«  Si  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  et  de  la  forme/^(s)(v^R(«))''^. 
où  n  >  3,  doit  être  réductible  à  une  intégrale  elliptique,  cette  réduction  n'est  pos- 
sible que  pour  les  cas  /i  =  3, 4*  6,  et  encore  les  intégrales  elliptiques  auxquelles  00  peut 
réduire  les  intégrales  /^(z)(v/RCÔ) '*'/-.  fp{^)[\H^Yàz  ont-elles  le  modHlc 
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de U  multiplication  complexe  \  \2-h^'S  ou  un  autre,  transformé  de  celui-ci,  tandis 
que  les  intégrales  elliptiques  auxquelles  on  peut  réduire  les  intégrales  abéliennes 

/•p{z)[y/l\{2))''d*  ont  le  module  de  la  multiplication  complexe  y^  ou  bien  un 
autre,  transformé  de  celui-ci.  » 
Le  reste  du  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  d'intégrales  abéliennes  dépendant 

d'une  même  irrationnalité  vR(^}  ^^  <lont  la  somme  est  réductible  à  une  intégrale 
elliptique. 

E.  L. 


IL  NUOVO  CIMENTO,  Giornale  fondato  per  la  Fisica  e  la  Chimica  da  C.  Mat- 
TEi'cci  e  R.  PimA,  continuato  per  la  Fisica  esperi mentale  et  matematica  da 
E.  Betti  e  R.  Felici.  —  Terza  série. 


Tome  I;  1877. 

Rossetti  {F.).  —  Nouvelles  expériences  faites  avec  le  radiomètre 
de  Crookes.  (5- 10). 

Ces  expériences  engagent  l'auteur  à  conclure  que  le  radiomètre  contient  un 
gai,  et  que  la  rotation  est  due  principalement  à  des  rayons  calorifiques  obscurs  ou 
lumineux  et  est  un  effet  de  l'action  calorifique  exercée  par  les  faces  plus  échaufiîées 
des  palettes  sur  le  gax  euTironnant. 

Beltrami  {E.),  —  Considérations  sur  une  loi  potentielle.  (10-21). 

S\f{r)  est  en  général  la  fonction  potentielle  élémentaire  d'une  action  à  distance 
et  que  l'on  pose  ^'  (r)  =  r  ^  (r),  si  A  (r)  est  la  densité  avec  laquelle  une  masse  est  dis- 
tribuée à  l'intérieur  d'une  sphère,  et  si  f  (r),  A(r)  ont  une  expression  analytique 
telle  que  l'on  ait  ^  ( — r)  =  9(r),  A(  — r)=s  A(r),  l'auteur  montre  quelle  doit 
Hre  l'expression  de  la  fonction  potentielle  de  la  sphère  et  détermine  ensuite  le 
potentiel  de  la  sphère  sur  elle-même.  L'auteur  applique  ces  considérations  géné- 
rales an  cas  de  ^  (r)  =  «~i^',  h  =  const.,  et  il  en  déduit  que,  si  dans  l'espace  on  sup- 
pose distribuée  uniformément  une   matière  qui  agisse  sur  elle-même  avec  la  loi 

potentielle  e-i^',  elle  est  partout  en  équilibre.  Si.au  contraire,  tout  en  conserrantla 

c 
même  loi  potentielle,  la  matière  est  distribuée  de  façon  à  avoir  A(r)=3  -  (et  dans 

ce  cas  on  ne  pourrait  pas  appliquer  toutes  les  conséquences  de  la  théorie  générale, 
parce  que  A  cesse  d'èlre  une  fonction  paire),  on  a  le  théorème  :  «  Si  dans  la  matière 
qui  agit  suivant  la  loi  potentielle  «-!*''  se  forme  une  condensation  autour  d'un  point 
de  façon  que  la  densité  varie  en  raison  inverse  de  la  dislance  à  ce  centre,  l'action 
que  la  matière  ainsi  condensée  exerce  sur  un  point  quelconque  s'approche  très  rapi- 
dement, à  mesure  que  l'on  s'éloigne  du  centre  de  condensation,  de  la  loi  newto- 
nienne  ».  L'auteur,  dans  un  dernier  paragraphe,  rattache  cotte  théorie  ài  celle  do  la 
chaleur. 
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Pisati  (  G.  )  et  Saporito^Ricca  (  G.  ) .  —  Sur  la  ténacité  du  fer  à  diffé- 
rentes températures.  (35-57). 

Les  résultats  des  expériences  des  auteurs  concordent  arec  les  résultats  obtenns  par 
M.  Baudrimont  et  montrent  que  la  ténacité  du  fer  varie  d'une  façon  irrégulière 
avec  la  température.  Des  résultats  analogues  se  trouvent  avec  des  fils  cuits  en  pré- 
sence de  l'anhydride  carbonique. 

lUcci-Curbastro  (  G.  ).  —  Sur  la  déduction  d'une  nouvelle  loi  fonda- 
mentale  d'Electrodynamique  et  sur  la  manière  avec  laquelle 
agissent  les  forces  électro  et  pondéromotrices  entre  deux  conduc- 
teurs filiformes.  (SS-rja^  89-106). 

Cet  article  est  une  revue  des  travaux  de  M.  Clausius.  L'auteur  commence  par  exposer 
les  considérations  présentées  par  M.  Belti  dans  son  Cours  sur  les  fonctions  potentielles 
qui  contiennent  des  termes  dépendant  des  composantes  des  vitesses,  et  untbéorénie 
de  M.  Betti  sur  la  manière  dont  doit  dépendre  de  ces  composantes  la  fonction  poteo- 
tielle,  afin  que  soient  vérifiés  non  seulement  le  principe  des  forces  vives,  mais  aaui 
un  principe  analogue  à  celui  des  aires.  11  fait  voir  ensuite  que  ces  deux  principes 
sont  vérifiés  en  admettant  pour  l'action  élémentaire  électrudynamique  soit  la  for- 
mule de  Weber,  soit  cello  de  Riemann,  soit  enfin  celle  qu'a  proposée  M.  Clausîns. 
Les  deux  premières  formules  ne  concordent  pas  avec  l'hypothèse  physique  de  M.  Neu- 
mann  ;  mais  avec  la  troisième,  si  l'on  est  d'accord  avec  cette  hypothèse,  on  ne  peut 
plus  satisfaire  le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 
L'auteur  termine  cette  revue  en  montrant  que  les  résultats  analytiques  de  la  formule 
de  Clausius  sont  d^accord  avec  les  résultats  expérimentaux. 

Naccari  (^.)  et  Bellati  {M.).  —  Sur  Tinfluence  de  la  magnéti- 
sation sur  la  conductibilité  thermique  du  fer.  (72-885  io;-i24)- 

Les  auteurs  ont  répété  avec  plus  de  soin  une  expérience  de  M.  Maggi  pour  déter- 
miner l'influence  que  l'aimantation  pouvait  avoir  sur  la  conductibilité  du  fer  poorli 
chaleur,  et  ont  trouvé  que  cette  influence  n'est  pas  appréciable. 

Ifoonveg  [J.-L.).  —  Sur  la  propagation  du  son  dans  la  nouvelle 
théorie  des  gaz.  (i  25-133). 

Traduction  du  résumé  de  ce  Mémoire,  publié  par  M.  Rûhlmann  dans  Xe^Beiblàtter 
zu  den  Pogg,  Ann, 

Bartoli  (^.  )•  —  Appareil  pour  l'étude  de  la  polarisation  galva- 
nique. (i33-i39). 

Beltrami  {E.),  —  Sur  quelques  questions  d'Electrostatique.  (iSg- 

157). 

Le  professeur  E.  Betti  a  donné  dans  les  Atti  délia  R.  Accademia  dei  iJacti  \* 
fonction  potentielle  d'une  ellipse  homogène  en  la  déduisant  de  celle  d'un  ellip- 
soïde hétérogène  ;  le  professeur  Dini  en  a  déduit  l'expression  de  la  fonction  poteo* 
ticlle  d'une  ellipse  hétérogène,  dans  laquelle  la  densité  varie  suivant  une  loi  connue* 
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Oaus  CG  Mémoire,  M.  Beltrami,  en  se  servant  des  formules  de  M.  Dini,  détermine 
la  fonction  potentielle  d'un  disque  circulaire  électrisé  par  influence  sous  l'action  de 
forcos symétriques  autour  de  Taxe  du  disque.  Il  trouve  ensuite  que  la  quantité  d'élec- 
tricité libre  sur  le  disque  mis  en  communication  avec  la  terre  est  donnée  par  la  for- 
mule 

P(u)udn 


"^   Jo 


yja^—u* 


dans  laquelle  a  est  le  rayon  du  disque,  P(u,  z)le  potentiel  des  forces  électriques 
(l'induction.  L'auteur  fait,  après,  une  application  de  ses  formules  au  cas  dans  lequel 
les  forces  émanent  d'un  point  placé  sur  l'axe  du  disque. 

Pisali[G.).  —  Sur  l'élasticité  des  métaux  à  dllFérentes  tempéra- 
tures (i  81-2 15;  II,  i37-i53^1V,  iSa-ijS;  V,  34-49?  i35-i4a; 
145-160). 

Beltrami  (£*.).  —  Sur  la  détermination  expérimentale  de  la  den- 
sité électrique  à  la  surface  des  corps  conducteurs.  (2iD-a33). 

Si  l'on  a  un  conducteur  sphérique  chargé  d'électricité  en  présence  d'actions  élec- 
triques et  si  l'électricité  se  met  en  équilibre  sur  le  conducteur,  on  pourra  calculer  la 
quantité  d'électricité  qui  se  placera  sur  une  portion  très  petite  de  la  surface,  et  il 
»eni  permis  de  considérer  cette  portion  de  la  sphère  comme  une  petite  calotte  sphé- 
rique. Si  maintenant  sur  le  cercle  base  de  cette  calotte  on  construit  un  hémisphère 
externe  au  conducteur  et  plein  de  matière  conductrice,  on  pourra  regarder  les  deux 
conducteurs  comme  n'en  formant  qu'un.  La  distribution  de  l'électricité  viendra  à 
changer,  et  l'on  pourra  calculer  la  quantité  d'électricité  qui  se  portera  sur  la  sphère 
plus  petite.  L'auteur  démontre  que  cette  quantité  d'électricité  qui  va  sur  la  sphère 
la  plus  petite  est  ii  peu  près  le  triple  de  celle  qui  se  trouvait  sur  la  calotte  de  la  sphère 
la  plus  grande  qui  avait  le  même  cercle  pour  base.  Ce  théorème  donne,  par  consé- 
quent, la  manière  d'explorer  la  distribution  de  l'électricité  sur  la  sphère  donnée  en 
prenant  comme  corps  d'épreuve  un  hémisphère  très  petit  dont  la  base  est  concave, 
afin  de  pouvoir  l'appliquer  exactement  sur  la  sphère. 

Highi  [A,  ).  —  Recherches  expérimentales  sur  les  décharges  élec- 
triques. (234-268). 

L'auteur  étudie  la  forme  et  la  couleur  d«*8  étincelles  électriques  dans  différents 
milieux  et  dans  des  conditions  difl'érentes. 

^nedemann  (G.  ).  —  Sur  les  propriétés  magnétiques  des  combi- 
naisons chimiques.  (269-272-,  II,  65-72^  252-259^111,  257-269). 

Traduction  d'un  Mémoire  important  déjà  publié  dans  les  jtnn,  der  Phjsik  und 
Chenue. 

Tome  II;  1877. 

Ricci  (G.).  —  Sur  la  théorie  élcctrodynamîque  de  Maxwell.  (8-27^ 
.93-116). 
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Résumé  de  la  partie  du  Livre  de  M.  Maxwell  Treaiise  on  eUcCrieitj  and  magne^ 
tism  qui  concorne  la  théorie  mathématique  de  rélectricité  fondée  sur  Thypo thèse  de 
Faraday. 

Righi  [j4  .  ).  —  Recherches  sur  les  décharges  électriques.  (28-38  . 

Suite  du  Mémoire  précédent. 

Luvini  (^.).  —  Miroir  vibrant  pour  la  recomposition  des  couleurs 
du  spectre.  (3ç)-4^0- 

Roiti  [A.  ).  —  Sur  la  propagation  du  son  dans  la  théorie  moderne 
des  gaz.  (4^-65). 

L*auteur,  en  partant  de  la  théorie  de  Bernoulli  sur  les  gas,  démontre  que  la 

3 
vitesse  moléculaire  doit  être  égale  à  -  de  la  vitesse  du  son  et  examine  quelques 

travaux  d'autres  physiciens  sur  le  même  sujet. 

Pierucci  [F,  ).  —  Sur  une  modification  à  la  machine  de  Hollz  de 
seconde  espèce,  (i  17-12J). 

RosseUi[F,),  —  Sur  la  température  des  flammes.  (126-137). 

Avec  une  pile  thermo'électrique  formée  par  un  fil  de  platine  et  un  fil  de  fer,  l'aa- 
teur  détermine  la  température  de  différentes  flammes. 

Pisati  (G.).  —  Sur  la  dilatation,  la  capillarité  et  la  viscosité  du 
soufre  fondu .  (  1 54- 161). 

L'auteur  trouve  que  la  dilatation,  la  capillarité  et  la  viscosité  du  soufre  fonda 
présentent  un  minimum  vers  i57**-i6o%  que  la  capillarité  a  un  maximum  vers  170* 
et  la  viscosité  a  son  maximum  k  peu  près  à  igS*.  Il  trouve  aussi  une  grande  di0ë- 
rence  entre  les  propriétés  du  soufre  vierge  et  celles  du  soufre  modifié  par  la 
chaleur. 

Righi  (A.).  —  Recherches  expérimentales  sur  l'interférence  de  la 
lumière.  (161-174^181-205). 

L'auteur  a  appliqué  a  l'étude  de  la  diffraction  et  de  l'interférence  de  la  lumiérf 
le  spectroscopc.  Il  applique  sa  méthode  à  une  expérience  d'Arago,  avec  laquelle  ee 
physicien  établissait  qu'un  rayon  de  lumière  polarisée,  en  entrant  dans  uu  cristal 
de  quartz  dans  la  direction  de  Taxe,  se  transforme  à  Tintérieur  de  ce  corps  en  deui 
rayons  circulaires  de  directions  opposées,  qui  se  propagent  avec  différentes  vitesse». 
L'auteur  tend  k  prouver  que  l'expérience  d'Arago  ne  démontre  pas  l'existence  de« 
rayons  circulaires  sortis  du  quartz. 

Roiti  [A.),  —  Expériences  pour  les  leçons.  (2o5-aio). 

Description  de  deux  appareils  qui  ont  pour  objet,  le  premier  de  démontrer  l'ia- 
terférence  de  deux  systèmes  d'ondes,  le  second  de  rendre  évidents  les  effets  de  la 
traction  sur  les  fils  métalliques. 
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Cintolesi  (/.  ).  —  Sur  un  phénomène  d'Optique  physiologique. 
(211-216). 

Sur  les  phénomènes  de  coloration  qu'on  observe  en  regardant  le  ciel  a  travers  un 
disque  tournant  et  muni  de  fentes. 

Xaccari  [A.)  et  Bellati  {M,).  —  Sur  le  rapport  entre  le  raccour- 
cissemsnt  des  dimensions  transversales  d'une  barre  de  caoutchouc 
étirée  et  rallongement.  (  2 1 7-240) . 

Basso  (G.).  —  Phénomènes  de  magnétisme  observés  dans  le  ra- 
diomètre.  [7.^0-1/^%], 

Beui[E.), —  Sur  le  potentiel  d'un  système  de  conducteurs  chargés 
d électricité  et  de  cohibents  électrisés.  (249-2^312). 

Démonstration  du  théorème  :  «  Le  potentiel  d'un  système  de  conducteurs  char^jés 
d'électricité  et  de  cohibents  électrisés  d'une  façon  quelconque  est  égal  au  potentiel 
des  cohibents  que  Ton  aurait  quand  tous  les  conducteurs  seraient  mis  en  communi- 
cation avec  la  terre,  plus  le  potentiel  que  l'on  aurait  pour  les  conducteurs  soustraits 
à  l'action  des  cohibents  lorsque  dans  Tespression  de  ce  potentiel  on  remplacerait  les 
quantités  d'électricité  communiquées  à  chaque  conducteur,  ces  mêmes  quantités 
diminuées  de  celles  qui  resteraient  sur  les  conducteurs  si  sous  l'action  des  cohibents 
ils  araient  été  mis  en  communication  avec  la  terre.  » 

Szily  (C  ).  —  liC  principe  de  Hamilton  et  le  second  principe  de  la 
Thermodynamique.  (259-262). 

Résumé  d'un  Mémoire  inséré  dans  le  vol.  CXLV  des  Annales  de  Pog^endorff,  dans 
lequel  00  déduit  le  second  principe  de  la  Thermodynamique  du  principe  de  Ha- 

oilton. 

Tome  III;  1878. 

Roiti^A,).  —  La  viscosité  et  l'élasticité  subséquentes  [elastische 
Nachwirkung)  dans  les  liquides.  (5-49)* 

Des  oscillations  d'une  aiguille  aimantée  dans  un  liquide  l'auteur  déduit  qu'une 
rariace  liquide  peut,  en  certaines  circonstances,  acquérir,  plutôt  qu'une  simple  aug- 
mentation de  TÎscosité,  toutes  les  propriétés  caractt  ristiques  de  ces  actions  molécu- 
laires qui  ont  été  observées  dans  les  solides  et  ont  reçu  le  nom  d'éiasticité  subsé^ 
quente  ou  de  retour. 

Marangoni[  C  ).  —  Défense  de  la  théorie  de  l'élasticité  superficielle 
des  liquides.  (5o-68;  97-110;  193-211). 

Pick[E.).  —  Sur  un  nouveau  tellure.  (68-71). 

Appareil  qui  sert  à  montrer  les  changements  des  taisons,  etc. 
Bull,  des  Sciences  mathém.  a*  Série,  t.  IV.  (Février  1880.)  R.4 
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U.  G.  —  Observations  au  Mémoire  de  ringénieur  G.  GratlaroJa, 
intitulé  ((  DeTunité  cristallonomique  en  Minéralogie.  »  (i  i5-i23). 

Naccari  {A.)  et  Bellati  {M.).  —  Sur  l'intensité  du  phénomènt' 
de  Peltier  à  différentes  températures.  (123-162). 

Ce  Mémoire  concerne  principalement  la  Térifieation  d'une  théorie  de  ThomioB. 

lioiti  (^•)*  —  Sur  la  détermination  des  constantes  des  éleclromO' 
teurs  de  Hollz  et  sur  les  courants  donnés  pai*  ces  électromo- 
teurs. (i63-i83). 

Parmi  les  résultats  de  Tauteur,  citons  les  suivants:  «  La  force  élcctromotriee dp 
la  machine  de  Holtz  est  à  peu  près  proportionnelle  à  la  ritcsse»  et  la  rétistaDce 
intérieure  est  approximativement  indépendante  de  la  vitesse.  • 

Jiighi  (-^«  )*  —  ^^^  ^^  vitesse  de  la  lumière  dans  les  corps  transpa- 
rents magnétisés.  (21 2-234  )• 

Righi{A.).  —  Sur  la  concentration  d'une  solution  magnétique 
au  pôle  d'un  aimant.  (235-237). 

Rossetti  [F.).  —  Sur  la  température  du  Soleil.  (238-256). 

Après  avoir  établi  une  formule  différente  de  celles  employées  jusqu'à  préseol 
pour  déduire  la  température  d'un  corps  de  son  irradiation,  l'auteur  en  fait  l'applica- 
tion à  la  détermination  de  la  température  du  Soleil  ;  il  trouve  qu'elle  ne  doit  pa» 
être  de  beaucoup  inférieure  à  10  000*  C.  quand  on  tient  compte  de  l'absorption  de 
Tatmosphère  terrestre,  ni  de  beaucoup  supérieure  à  30  000*  quand  on  veut  tenir 
compte  de  l'absorption  produite  par  l'atmosphère  du  Soleil. 

yUlari  (£*.).  —  Étude  sur  la  chaleur  développée  par  réiincelK* 
électrique  dans  des  gaz  différents.  (270-274)- 

Le  résultat  des  recherches  de  ce  physicien  est  que  l'échaufement  du  therinoinètir 
croit  proportionnellement  h  la  quantité  d'électricité  qui  se  trouve  dans  la  batterif. 

Tome  IV;  1878. 

yUlari  {£,).  —  Sur  le  pouvoir  émissifet  sur  la  diilérente  naturv 
de  la  chaleur  émise  par  dillérents  corps  échauiles  à  100^.  (5-34;* 

Beltrami  (/?.).  —  Sur  quelques  propositions  de  Clausius.  (35- 
53). 

Cette  Note  contient  la  démonstration  simple  de  quelques  formules  eonteoue» 
dans  les  Appendices  de  la  troisième  édition  du  Livre  de  M.  Clausius,  «  Die  Potenlial- 
function  und  das  Potential  ».  Nous  signalerons  la  formule,  qui  n'a  pas  été  doonc*' 
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ptr  H.  Giauaius, 


r   d  [    àr\âfj 


diDi  laquelle  9  est  une  surface  fermée,  «  est  une  quelconque  des  trois  coordonnées 
X,  /,  z,  et  ri  est  la  normale  extérieure  à  Télément  </m'  de  la  surface. 

Streintz  {E,).  —  Les  courants  induits  dans  une  barre  de  fer  ai- 
mantée transversalement.  (  SS-jo  ) . 

Rossetti  (F.),  —  Sur  la  température  des  flammes  (deuxième  Com- 
munication). (70-79). 

Roiti  (^.).  —  Sur  les  décharges  de  la  machine  de  Hoitz  dans  les 
gaz  raréfiés;  réponse  au  D'  W.  Fcddersen.  (79-91). 

Bartoli  (^).  —  De  certains  phénomènes  que  Ton  observe  au  pas- 
sage d'un  courant  électrique  dans  un  voltamètre  à  eau.  (92-103). 

Padova  (£*.).  —  Sur  quelques  observations  du  professeur  Neumann 
à  la  loi  de  Weber.  (io3-ii6). 

L'auteur  observe  que,  si  les  équations  du  mouTement  d'un  système  de  points  se 
présentent  sous  la  forme  analogue  à  celle  de  Hamilton  et  donnée  par  Riemann, 

d  dT  _</(T-4-U)      </  dV 
dt  dq'i  dq^  de  dqi 

In  seconds  membres  de  ces  équations  ne  doivent  pas  être  considérés  comme  les  ex- 
pressions analytiques  des  forces,  mais  comme  le  résultat  d'une  transformation  ana- 
Ijtiqoe  effectuée  sur  les  équations  primitives  du  mouvement,  de  façon  que  les 
«iprassions  des  composantes  des  forces  doivent  satisfaire  à  des  conditions  plus  com* 
pHquées;  mais  la  refile  du  parallélogramme  des  forces  continue  à  être  vérifiée. 

Pierucci  (/^.).  —  Nouvelle  machine  électrique,  (i  i6tI  17). 

Cest  une  modification  à  la  machine  de  Uoltz. 

Saccari  {^.)  et  Bellati  {M.),  -^  Les  phénomènes  thermiques 
produits  par  le  passage  de  Télectricité  à  travers  un  gaz  raréfié. 
(179-205). 

Poloni  (G.).  —  Sur  le  magnétisme  permanent  de  Tacier  à  diffé- 
rentes températures.  (ao6-232). 

Righi[A,).  —  Le  téléphone  qu'on  entend  à  distance.  (233-239). 

Razzi  (£*.  )  et  Cobianchi  (G.  ).  —  Sur  le  développement  des  cou- 
rants et  des  extra-courants.  (239-262). 
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f.c  but  lie  ce  Mémoire  est   la  vèrincation   expérimentale  des   formules  donnéfs 
pour  ces  {ihéiionièncs  par  MM.  Ilelmhultz  et  du  Bois-Reymoud. 


Tome  V;  1879. 

/icclicr  [^4.).  —  Sur  les  lorccs  éleclromotrîces  produites  par  les 
sol  niions  salines  à  dillérenls  degrés  de  concentration  avec  les 
métaux  qui  en  forment  la  base.  (5-34). 

ïillari  (/^.).  —  Sur  les  lois  thermiques  et  galvanométriqucs  qui 
ré^'issrnt  la  formation  de  rétiiicelle  électrique  dans  des  gaz  dif- 
férents. (49-61). 

Bartoli  {^4.],  —  Une  nouvelle  expérience  d*électrolyse  avec  des 
faibles  courants.  (92-96). 

Donnini  {P-)-  —  Sur  Téquivalent  mécanique  de  la  chaleur,  la  tbéorit* 
cinétique  et  la  chaleur  atomique  des  gaz.  (97-1 16). 

Marangoui  [C).  —  Les  larmes  philosophiques,  (i  16-1 18). 

Betti  (  /T.  ).  —  La  théorie  des  condensateurs.  (1  ig-i33). 

C'est  un  Chapitre  du  Livre  «  La  teorica  delle  fone  newtooiane  e  sua  tppliea- 
zione  ail'  clettricità  e  al  magnetisnio  »  {Foir  le  Bulletin,  III,,  21). 

lioili  {yf')'  —  Sur  une  action  pondéromotrice  intérieure  du  cou- 
rant électrique.  (i34-il5). 

F^illari  (  ^.  )•  —  ^^'^  '^'^  thermiques  et  galvanométriqucs  de  1  étin- 
celle électrique  dans  des  gaz  différents.  (i6i-ao3). 

Los  résultats  de  ces  rechercht^.s  sont  que  les  indications  thermiques  et  les  déna- 
tions  galvanométriques  produites  par  l'étincelle  et  par  la  décharge  du  condeusateur 
suivent  les  mêmes  lois  quand  on  étudie  la  chaleur  produite  avec  le  thermomètre  el 
le  courant  qui  constitue  la  décharge  avec  le  galvanomètre.  La  résistance  (!es  gax  à 
l'étincelle  croit  proportionnellement  à  sa  longueur.  Parmi  les  gai  examinés  par 
l'auteur^  Thydrogène  présente  la  moindre  et  Tacide  carbonique  la  plus  grande  ré- 
sistance à  l'électricité. 

Bartoli  (^.).  —  La  polarité  galvanique  et  la  décomposition  de 
l'eau  par  une  pile  de  force  électromotrice  inférieure  à  1  élé- 
ment Danicll.  (2o3-25i). 

IP'ieileniann  (O.).  —  La  dissociation  des  sels  ferreux  dissous. 
(aSa-aSo;  VJ,  'i8-a5). 

Traduction  d'un  Mémoire  publié  dans  les  yinnahs  de  ff'iedemann. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  53 


Tome  VI;  1879. 

Bellati  (A/.).  —  Sur  la  valeur  du  phénomène  Pehier  dans  un 
couple  fer  et  zinc.  (5-i8). 

TérificatioD  expérimentale  de  la  théorie  mécanique  des  courants  thermo-élec- 
triques de  Thomson,  Clausius  et  Budde. 

Poloni  [G.).  —  Sur  une  surface  de  capillarîté.  (aô-.ia). 

L'auteur  détermine  l'équation  de  la  surface  de  rérolution  qui  se  forme  en  plon- 
geant une  pointe  dans  un  liquide  verticalement  et  en  la  soulevant  après  lentement; 
l'équation  de  la  ligne  méridienne  est 


( 


H.— .>j'--A(a:-R,)Vi— aB     ^-»^«-a'B'     -^-"«j; 


H,  et  R,  sont  les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  qui  est  le  plus  proche  de 
l'axe,  et  les  constantes  sont  liées  par  les  relations 

-  H  j  , 

alogB+oe'locB' 

Basso  (G.).  —  L'allongement  des  fils  conducteurs  traversés  par 
un  courant  électrique.  (3a-53). 

Ferrini  (/?.).  —  Recherches  sur  la  conductibilité  électrique  des 
charbons.  (53-77). 

Bazzi[E.).  —  Sur  les  ondes  liquides.  (98-100). 

Anoonce  do  quelques  résultats  obtenus  dans  un  travail  qui  sera  publié  bientôt  et 
(Uns  lequel  on  discute  expérimentalement  les  formules  de  Newton,  Laplace, 
Poisson,  Weber,  etc. 

Boss€tii(^F,),  —  Sur  la  température  de  la  lumière  électrique,  c'est- 
à-dire  sur  la  température  des  extrémités  polaires  des  charbons 
quand  ils  produisent  la  lumière  électrique.  (  loi-i  i5  ). 

HUari  (E.),  —  Nouvelles  recherches  sur  la  chaleur  développée 
dans  les  étincelles  électriques  des  condensateurs  et  des  bobines 
d'induction.  (ii5-iq8). 

La  chaleur  développée  par  Tétincelle  est  en  raison  inverse  du  nombre  des  bou- 
teilles, et  par  conséquent  de  la  surface  du  condensateur.  La  chaleur  totale  pro- 
duite dans  la  décharge  d'un  condensateur  par  une  ou  plusieurs  étincelles  est  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  quantité  d'électricité  qui  Tengendre. 

f  illari^E.).  —  Sur  les  lois  thermiques  et  galvanométriques  de& 
étincelles  d'induction.  (i28-i3j). 
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Boili  (^-/.).  —  Nouvelle  forme  de  raction  calapkoriqiie  du  couiaul. 
(i  32-1 35). 

Cintolesi  [F,).  —  Les  images  accidentelles  et  subjectives.  (i36- 

i4o). 

Bartoli  (^.).  —  Relation  entre  la  cohésion  spécifique,  la  densité 
et  la  chaleur  spécifique  d'une  classe  de  liquides.  (i4i-i53). 

Bartoli  (^.).  —  Phénomène  d'électrolyse  de  Tacide  sulfurîque 
concentré  et  de  quelques  autres  liquides  visqueux.  (i53-i56). 

PadoKfa  {E.),  —  Sur  la  stabilité  du  mouvement.  (i56-2o4). 

L'auteur,  partant  des  conditions  pour  les  maxima.  et  minima  des  intégrale» 
définies  simples  trouvées  par  M.  A.  Mayer,  démontre  que  l'action  d*un  système  de 
points,  en  passant  d'une  contiguration  à  une  autre,  cesse  de  satisfaire  aux  eonditioas 
du  minimum  quand  on  peut  passer  de  la  première  à  la  seconde  configuration  eo 
changeant  infiniment  peu  les  conditions  initiales  du  mouvement.  L'auteur  donoe 
ensuite  quelques  applications  de  cette  théurie. 

Biglii  {A.).  —  Sur  la  dilatation  des  cohibents  armés  sous  raction 
de  la  charge  électrique.  (  2o5-223). 

EcclierdaW Eco  (  A.).  —  Sur  les  forces  électromotrices  engendrées 
dans  les  solutions  salines  à  diliërents  degrés  de  concentration 
avec  les  métaux  qui  en  forment  la  base  (deuxième  Mémoire]. 

(223-235). 

Villari  {E,),  —  Recherches  sur  les  lois  thermiques  et  galvanomé- 
triques  des  étincelles  électriques  produites  par  la  décharge  com- 
plète, incomplète  et  partielle  des  condensateurs.  (  235-264}* 

Bartoli  (-^.).  — Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  relatii 
à  la  théorie  de  Tirradiation,  donné  par  R.  Clausius.  (26*5-276). 

Cette  Note  contient  la  démonstration  du  théorème  :  «  Le  pouvoir  émissif  d'an  eorp« 
dépend  non  seulement  de  la  nature  du  corps  et  de  sa  température,  mais  aussi  du 
milieu  dans  lequel  le  corps  se  trouve  ;  les  pouvoirs  émissifs,  dans  des  mUiens  diffé- 
rents, sont  en  raison  directe  des  carrés  des  indices  de  réfraction  de  ces  milieux  ». 

Cantoni{G.).  —  Les  vapeurs  diffuses  a  Tintérieur  des  liquides. 
(277.285).  E.  P. 
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NOUVELLES  ANNALES  db  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Cii. 
BuâSB  (').  —  a*  série. 

Tome  XVIII;  1879. 
Laguerre.  —  Sur  la  règle  des  signes  de  Descartes.  (  5- 1 3  ). 

Après  aToir  donné  une  démonstration  nouvelle  et  fort  ciirieuta  de  la  rècle  des 
lignes  de  Deacartes,  M.  Laguerre  y  ajoute  plusieurs  propositions  sur  le  nombre  des 
radoespositiTes  d'une  équation.  Ces  théorèmes  intéressants  méritent  d'attirer  Tatten- 
tioD  du  lecteur  et  peuvent  être  utiles  dans  les  applications. 

Bougie  {£,).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1877  (Mathématiques  spéciales)  :  «  Problème  sur  les 
surfaces  du  second  degré .  »  (  1 3- 1 9  ) . 

Krantz  (  ff.-J.).  —  Solutions  de  questions  proposées  par  M.  Bour- 

guet  :  «   Sur   l'expression  — | h  ...  H —  et  les   séries 


m       m  -h  i  n 

I 


m       m  (  m  -h  I  ) 


n        /i(/i-h  i)  \  ^       t 

l^  Cointe  (le  jP.  ).  —  Sur  une  question  de  minimum.  (  a3-3 1  ). 

Il  s*a0it  de  trouTer  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  de  m  fonctions  linéaires 
de  M  variables.  Après  avoir  résolu  la  question,  et  à  cette  occasion,  l'auteur  énonce 
et  démontre  plusieurs  théorèmes  sur  les  déterminants. 

GuiUet[Ed.).  —  Solution  de  la  question  de  Géométrie  analytique 
(Concours  aux  bourses  d'études  préparatoires  à  la  licence  es 
Sciences  mathématiques,  1878)  :  «  Lieu  géométrique  relatif  à  un 
cercle  et  à  une  droite.  »  (3i-3a). 

Badoureau,  —  Enveloppe  de  la  droite  de  Simpson.  (33-35). 

L'auteur  traite  la  question  par  le  calcul  et  trouve  une  courbe  du  quatrième  degré, 
à  troift  rebroussements,  tangente  aui  trois  côtés  et  aux  trois  hauteurs  du  triangle 
donné. 

Badoureau.  — -  Divisibilité  par  19.  (3.')-36). 

Cette  règle  de  divisibilité  est  fondée  sur  la  relation  suivante:  10*=  m.  19  —  1. 
AcRÉGATCOlf    DES   SciENCES    MATHÉMÂTIQLES   (1878).  Euoncés  dcs 

compositions;  sujets  des  leçons  et  autres  épreuves.  (36-4i)' 


")  Voir  Bulletin,  III,,  43. 
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BiBLioGUAPHiE.  —  CouFS  dc  Calcul  infinilésiiual,  par  /.  Uaiiel; 
compte  rendu  du  Tome  I.  (4a-44)-  —  Cours  de  Géométrie  ana- 
lytique, par  Joseph  Carnoy ,  (45-46). 

Plblicatio>sréce>tes. —  1. Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytecli- 
iiicjue,  parSturm^  S^édition^  Paris,  1877. — 2.  Eléments  d'Al- 
gèbre, par  Bourdon  •,  1 5*  édition  ;  Paris,  1 877.  —  3.  L'Astronomif 
pratique  et  les  Observatoires  en  Europe  et  en  Amérique-,  V*^  Partie  : 
Italie,  par  G.  Rayet;  Paris,  1878.  —  4.  Théorie  des  phénomènes 
électriques,  par  Bouty  5  Paris,   1878.  — 5.  Leçons  sur  1  électri- 
cité, par  J.  Tyndall  ;  traduit  dc  l'anglais  par  R.-F.  Michel;  Paris, 
1878.  —  6.  Traité  de  Géométrie,  par  E.  Rouché  et  Ch.  de  Combe- 
rousse  \  4*  édition  *,  Paris,  1 879.  —  7.  Leçons  d'Arithmétique,  par 
L.  Maleyx  :  Paris,   1879.  —  8.  Sur  la  décomposition  en  facteurs 
premiers  des  nombres  2"db  i,  par  G.  de  Longchamps.  — 9.  Des 
iractions  étagées,   par  G.  de  Longchamps.  —  10.  Note  sur  la 
série  harmonique,  par  G.  de  Longchamps.  —  11.  Ricerche  sulle 
equazioni  diiïerenziali  a  primitiva  générale  algebrica,  par  F.  Caso- 
rati.  —  12.  Sulle  condizioni  aile  quali  deve  soddisfare  una  primi- 
tiva, atiinche  il  grado  délia  corrispondente  equazione  difleren- 
ziale,  rispetto  aile  variabili,  riesca  minore  del  normale  ;  par  F. 
Casorati.  —  13.  Exposition  succincte  de  quelques  méthodes  d'éli- 
mination  entre   deux  équations,   par  Forestier.  —  14.  Essai 
d'une   théorie  géométrique    des    polaires    inclinées,    par  Ed. 
Dewulf.  —  15.  Sur  quelques  propriétés  des  polygones,  par  Laî- 
sant.  —  16.  Note  sur  un  théorème  sur  les  mouvements  relatifs, 
par  Laisant.  —  17.  Sur  le  problème  de  la  composition  des  accélé- 
rations d'ordre  quelconque,  par  Ph.  Gilbert.  —  18.  Sur  l'exten- 
sion aux  mouvements  plans  relatifs  de  la  méthode  des  normales 
et  des  centres  de  courbure,  par  Ph.  Gilbert.  —  19.  Lna  trans- 
lormacion  de  curvas  planas,  par  Ed.  Habich.  —  20.  Arithme- 
tische  Kleinigkeitcn,  von  prof.  D'  Bachmann. 

Longchamps  (G.  dc),  —  Sur  la  limite  des  racines  réelles  d'une 
équation  de  degré  quelconque.  (49-57). 

La  méthode  nouvelle  qu'emploie  l'auteur,  et  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  metkoJt 
par  ladécomposition  en  trinômes,  consiste  essentiellement  à  mettre  le  premier  membre 
de  l'équation  sons  la  forme  x'"-*(x"-+- A,  jr-f- A,)h- **'-*(A,  .t'-h  A4X-hA,)-^..•• 
II  est  nécessaire  que  tous  les  coefficients  A,,  A,,  A,,...  soient  positifs,  ce  qu'on 
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obtient  au  besoin  par  rintroduction  d'un  nombre  arbitraire  i.  L'auteur,  après 
aroir  exposé  sa  méthode,  en  donne  ensuite  des  applications  ii  des  exemples  numé- 
riques. 

Laguerre.  —  Sur  quelques  propriétés  des  foyers  des  courbes  algé- 
*    briques  et  des  focales  des  cônes  algébriques.  ($7-67  ). 

L'iutear  établit  la  proposition  suivante  :  «  Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan 
d  uoe  courbe  de  classe  m,  on  mène  les  nm  droites  tangentes  à  la  courbe,  le  centre 
harmonique  des  n  points  de  contact  relativement  au  point  M  est  le  même  que  le 
centre  harmonique  des  m  foyers  réels.  •  De  là  se  déduit  ensuite  ce  théorème  de 
M.  Liouville  :  «  Si,  aux  difiercnts  points  où  un  cercle  rencontre  une  courbe  plane,  on 
mène  des  normales  à  cette  courbe,  la  polaire  du  centre  du  cercle  relativement  à 
ces  normales  est  située  à  l'inâni.  t  M.  Laguerre  termine  cette  étude  par  des 
considérations  sur  les  cassiniennes  et  par  une  extension  aux  cônes  algébriques. 
—  Foir,  du  même  auteur  :  ■  Sur  les  polaires  d'une  droite  »  {Bulletin  de  la  Soc,  Math., 
t.  III,  p*  17)  )  ;  •  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  »  {Bulletin  de  la  Soc.  Phi' 
lomath,  février  1875);  «  Sur  les  cassiniennes  planes  et  sphériqucs  >  {id.,  mars  1868). 

Lucas  {Ed.),  —  Sur  Téquation  indéterminée  biquadratiquc 
Ax*-hBj*  =  C«^  (67-74). 

L'auteur,  reprenant  les  solutions  de  Fermât,  de  Legendre  et  de  Le  Besgue  pour 
les  équations  biquadra tiques  indéterminées,  montre  que,  lorsqu'on  connaft  une 
première  solution  de  l'équation  proposée,  on  obtient  deitx  solutions  et  non  une 
seule  ;  il  établit  en  outre  des  formules  permettant  de  résoudre  complètement  l'équa- 
tion proposée  pour  certaines  valeurs  de  A,  B,  C. 

Lucas  (Ed.).  —  Sur  les  propriétés  caractéristiques  des  nombres  5 

et  7.  (74-76)- 

Développement  sur  la  propriété  suivante,  énoncée  par  M.  de  Jonquières,  et  qui 
se  rattache  à  deux  théorèmes  établis  précédemment  par  M.  Lucas  :  «  Le  nombre  5 
est  le  seul  entier,  décoroposable  en  une  somme  de  deux  carrés  consécutifs,  dont  le 
carré  soit  aussi  décomposable  en  une  somme  de  deux  carrés  consécutifs.  » 

Worms  de  Romillj,  —  Sur  l'équation  du  second  ordre 

(77-85). 

C'est  une  généralisation  de  la  question  1289,  dont  l'énoncé  était  celui-ci  :  •  Quel 

que  soit  m,  l'intégration  de  l'équation^  -^ ^  =  (ajr'-i-  *  j:  -+-  c)"*  peut 

se  ramener  à  des  quadratures.  »  M.  W.  de  Romilly  dresse  un  tableau  fort  intéres- 
sant des  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  M,  N  et /(j:)  pour  que  cette  réduc» 
tion  à  des  quadratures  puisse  avoir  lieu  en  général. 

Malejx  [L.).  —  Propriété  de  la  tangente  à  l'ellipse-,  construction 
du  point  commun  à  deux  normales  infiniment  voisines;  directrice 
relative  à  un  foyer.  (SS-Sp). 

Démonstrations  géométriques  de  propriétés  de  l'ellipse. 
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Ecole  spécule  militaire  (Concours  de  1878).  —  Enoncés  des  com- 
positions. (89-90). 

CoNcouKS  d'admission  a  l'Exole  Ceutrale  (i**^  session,  a  et  3  août 
1878).  —  Énonces  des  compositions  (91-93). 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  (a* session,  17  et  18  oc- 
tobre 1878).  —  Énoncés  des  compositions.  (gS-gS). 

Correspondance.  — M.  L.  Malejx  :  «  Propriété  de  la  tangente  â 
une  conique.  »  (95-96). 

Tourrettes  (-<^.  ).  —  Solution  d'une  question  de  licence  (1875): 
«  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  assujetti  à  rester  sur 
une  sphère  et  sollicité  par  une  certaine  force.  »  (97-101). 

Tourrettes  (-<^.  )•  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1876  (Mathématiques  spéciales):  «  Génération  et 
propriétés  d'une  surface  du  quatrième  degré.  »  (ioa-108). 

Robaglia  {B.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1876  (Mathématiques  élémentaires)  :  «  Propriété 
d'une  circonférence  coupée  par  une  droite.  »  (108-109). 

Lez.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général  de 
1876  (Philosophie)  :  «  Section  plane  d'un  cube.  »  (109-110). 

Lez.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général  de 
1876  (Rhétorique)  :  «  Problème  sur  la  sphère.  »  (m). 

Lez.  —  Solution  des  questions  proposées  au  Concours  général  de 
1876  (Seconde)  :  «  i®  Construction  d'un  triangle;  a^  Problème 
sur  le  trapèze.  »  ( 1 1 2- ii3 ) . 

Lez.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général  de 
1876  (Troisième)  :  «  Construction  d'un  triangle.  »  (ii3). 

Robaglia.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général 
de  1876  (Enseignement  secondaire  spécial)  :  «  Problème  sur 
deux  rectangles  égaux.  »  (ii4-ii5). 

Moret'-Blanc.  — Solution  de  la  question  de  Mécanique  élémentaire 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  i8;6  :  «  Équilibre  d'un  fil 
passant  sur  une  poulie.  »  (i  i5-i  18). 
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Tourrettes  (-^.).  • —  Solution  de  la  question  de  licence  proposée  au 
Concours  d'agrégation  en  1876  :  «  Mouvement  d'un  point  matériel 
sur  un  cercle  horizontal  mobile.  »  (i  18-122). 

Coui'be  [H,).  —  Questions  de  licence  (1877).  «  1.  Trajectoires 
orthogonales  d'une  famille  de  courbes.  —  2.  Sur  l'aire  d'une 
courbe  en  coordonnées  polaires .  »  (  1 23- 1 26 ) . 

Laurent  {H.).  —  Théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques. 
(136-140^  145-170). 

Ces  deux  articles  terminent  ]a  série  de  ceux  qu'a  publiés  M.  Laurent  dans  les 
Nouvelles  Annales  sur  les  fonctions  elliptiques.  L'ensemble  formera  un  Traité  fort 
iotéressant  sur  ce  sujet,  si  cultiTé  de  nos  jours  et  si  fécond  en  applications  nom- 
breuses. Voici  les  titres  des  paragraphes  traitéi  dans  ces  deux  derniers  articles  : 
Premières  applications  géométriques  ;  formules  fondamentales.  —  Comparaison  des 
arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole.  —  Sur  l'addition  des  intégrales  de  première  espèce.  — 
Lignes  de  courbure  de  l'hyperboloîde.  —  Théorème  de  Poncelet.  —  Addition  des 
arcs  d'ellipse;  théorème  de  Fagnano.  — Sur  les  arcs  de  lemniscate.  — Aires  de 

quelques  courbes.  —  Sur  les  courbes  de  degré  m  qui  ont -(m  —  i)('n  —  3)  points 

doubles.  —  Sur  les  courbes  d'ordre  m  possédant  -  m{m  —  3}    points   doubles.  — 

Quelques  courbes  remarquables  dont  l'équation  dépend  des  fonctions  elliptiques.  — 
Sur  le  mouTement  de  rotation  autour  d'un  point.  —  MouTement  du  pendule 
conique. 

Bibliographie.  —  1.  Mémoire  sur  l'élimination,  par  H.  Lemon- 
nier;  Paris ,  ^^79*  —  ^«  Mémoire  sur  la  transformation  des 
formes  linéaires  des  nombres  premiers  en  formes  quadratiques, 
par  G.  Oltramare.  —  3.  Deux  Lettres  inédites  de  Joseph-Louis 
Lagrange*,  Berlin,  1878.  (i4o-i43). 

Co&nESPOif DANCE . —  M.  A.  Desboves  :  ((  Sur  les  équations  biqua- 
dratiques  indéterminées.  »  (i43-i44)* 

Bourguet  (Z.).  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spé- 
ciales proposée  au  Concours  d'agrégation  de  1877  :  Problème 
relatif  à  l'ellipsoïde.  »  (170-172). 

CoUereau.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  élémen- 
taires proposée  au  Concours  d'agrégation  de  1877  :  ce  Lieu 
engendré  par  une  droite  mobile.  »  (172-173). 

Tourrettes  {A,).  —  Solution  de  la  question  de  Mécanique  élémen- 
taire proposée  au  Concours  d^agrégation  de  1 877  :  «  Position 
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d'équilibre  d'an  système   formé  de  deux   points  matériels.  » 

(173-175). 

Tourrettes  (-^.).  —  Solution  de  la  question  de  licence  proposée  au 
Concours  d'agrégation  de  1 877  :  «  Mouvement  d'un  système  de 
deux  points  matériels.  »  (175-179). 

Collignon  [E,],  —  Note  sur  la  résolution,  au  moyen  de  Tableaux 
graphiques,  de  certains  problèmes  de  Cosmographie  et  de  Trigo- 
nométrie sphérique  (i 79-191). 

L'auteur  indique  d'abord  la  construction  d'un  Tableau  graphique  faisant  connaître 
les  heures  du  lever  et  du  coucher  du  Soleil  en  un  point  quelconque  du  globe  et  à 
une  époque  quelconque.  Il  complète  ensuite  ce  Tableau  en  y  introduisant  l'époque 
de  l'année  et  V équation  du  temps.  Ce  même  Tableau,  dont  M.  Collignon  montre 
diverses  applications,  peut  aussi  servir,  comme  il  le  fait  remarquer,  à  résoudre  à  rge 
tout  triangle  sphérique  rectangle,  pourvu  qu'on  le  modifie  convenablement.  Enfin 
on  peut  aussi,  par  ce  moyen,  trouver  la  distance  de  deux  points  sur  la  sphère,  con- 
naissant leurs  latitudes  et  leurs  longitudes. 

Publications  récentes.  —  1 .  Sulla  risoluzione  délie  congruenze  nu- 
meriche....  Memoria  del  prof.  G,  Bellavitis.  — 2.  Prima,  seconda, 
terza  ed  ultima  Parte  délia  quattordicesima  Rivista  di  Giomali 
del  prof.  G.  Bellavitis.  —  3.  Applications  mécaniques  du  Calcul 
des  quaternions;  sur  un  nouveau  mode  de  transformation  des 
courbes  et  des  surfaces,  par  Laisant;  Paris,  1877.  —  4.  Sur  la 
théorie  des  équations  algébriques^  sur  la  théorie  des  surfaces, 
par  A.-E.  Pellet;  Clermont-Ferrand,  1878.  (192). 

(Question  proposée.  1309.  (192). 

Sloudshj  (  J%.).  —  Note  sur  le  principe  de  la  moindre  action. 
(193-200). 

M.  Sloudsky  fait  remarquer  l'obscurité  qui  subsiste  dans  Texposition  du  principe 
de  la  moindre  action,  telle  que  Ta  donnée  Lagrange.  Il  s'efforce  ensuite  d'éclairctr 
la  notion  de  ce  principe  et  montre  les  erreurs  commises  sur  ce  sujet  par  Jacobi  et 
par  d'autres  géomètres  allemands  ou  russes.  Le  principe  de  la  moindre  action,  par 
exemple,  est  fort  différent  de  celui  d'Hamilton,  malgré  l'opinion  d'Ostrogradsky,  qoi 
a  cependant  trouvé  des  défenseurs.  On  peut  consulter  sur  ce  sujet  :  Lagxasck, 
«  Mécanique  analytique  »  ;  O.  Rodrigue,  «  De  la  manière  d'employer  le  principe  de  U 
moindre  action  {Correspondance  sur  l'École  Polytechnique,  t.  111,  i8i4);  Jacosi, 
«  Vorlesungen  iiber  Dynamik,  •  1866;  Scdell,  «  Théorie  der  Bewegung  und  der 
Kràfle  •;  J.-A.  Serret,  «  Mémoire  sur  le  principe  de  la  moindre  action  •  (Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXII  et  LXXIII);  Ostrociadiit. 
Mémoires  de  l* Académie  de  Saint-Pétersbottrg,  6*  série,  t.  IV. 
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Saint-Germain  {A,  de),  — Lignes  de  courbure  de  la  surface 

2  =  L  cosjr  —  L  cos  j-, 
(201-203). 

L'auteur  rapproche  cette  surface  de  celle  qu'étudie  M.  Tisserand  dans  Ben  Exercices 
sur  le  Calcul  infinitésimal  {^,  329),  et  qui  est  représentée  par  l'équation 

*= —  Lcosj:  —  Lcos^". 

Cette  dernière  possède  une  infinité  d'ombilics  tout  le  long  des  sections  principales, 
et,  an  contraire,  la  surface  examinée  par  M.  de  Saint-Germain  n'en  a  aucun. 

Laguerre.  —  Sur  une  propriété  du  cercle  jouissant  de  la  propriété 
que  de  chacun  de  ses  points  on  voit  sous  un  angle  droit  une 
conique  donnée.  (204-206). 

Cette  propriété  consiste,  M  étant  un  point  quelconque  du  cercle,  K  la  conique, 
ABC  un  triangle  conjugué,  en  ce  que  la  conique  de  foyer  M  inscrite  dans  ABC  est 
tAngeate  à  la  polaire  de  M  par  rapport  à  K. 

Laguerre.  —  Sur  la  courbe  enveloppée  par  les  axes  des  coniques 
qui  passent  par  quatre  points  donnés ,  et  sur  les  axes  des  surfaces 
de  révolution  du  second  ordre  qui  passent  par  cinq  points  donnés  *, 
sur  les  lignes  sphérlques.  (  206-2 18). 

M.  Laguerre  établit  plusieurs  propriétés  intéressantes,  parmi  lesquelles  nous 
Mgnalons  celle-ci  :  «  L'enveloppe  des  axes  des  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drangle  donné  est  l'enveloppe  des  asymptotes  des  coniques  circonscrites  au  qua- 
drangle  dérivé.  •  Le  quadrangle  dérivé  de  ABCD  est  celui  dont  les  sommets  sont 
ies  centres  des  cercles  circonscrits  à  ABC,  BCD,  CD  A,  DAB.  Il  déduit  ensuite  de 
la  plusieurs  propositions  sur  les  surfaces  de  révolution  du  second  ordra,  et  entre 
antres  celle-ci  :  «  A,  B,  C,  D,  E  étant  sur  une  surface  de  révolution  du  second  ordre, 
les  centres  des  sphères  circonscrites  à  ABCD,  BCDE,  . . .  sont  sur  une  cubique  gauche 
ayant  pour  asymptote  l'axe  de  la  surface.  •  Enfin  l'article  se  termine  par  des 
remarques  sur  les  lignes  spiriques;  on  appelle  ainsi  des  courbes  planes  du  qua- 
trième ordre  possédant  un  axe  de  symétrie  et  ayant  pour  points  doubles  les  deux 
ombilics  du  plan. 

Maleyx[L,),  —  Comparaison  de  la  méthode  d'approximation  de 
Newton  à  celle  dite  des  parties  proportionnelles.  (218-231). 

L'auteur  s'efforce  de  prouver  que,  sans  augmentation  du  travail  total,  la  méthode 
«les  parties  proportionnelles,  convenablement  appliquée  à  l'approximation  d'une 
racine  séparée,  donne  un  résultat  plus  approché  que  celle  de  Newton.  Après  avoir 
établi  ce  fait  par  des  considérations  théoriques,  il  le  justifie  par  l'exemple  du  calcul 
nomérique  des  racines  d'une  équation  transcendante. 

CoHcouRs  GÂMÉRAL  DE   1878.  — Enoiicés  dcs  composilious.  (232- 
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Borel  (  C.-u4.).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  Tadmis- 
sion  à  rÉcoIe  Polytechnique  en  1878:  «  Problème  relatif  aune 
conique.  »  (234-237). 

Folie  (-f.).  —  Restitution  de  priorité  en  laveur  de  M.  Catalan. 
(238-239). 

Il  s'agit  d'une  propriété  que  l'auteur  intitule  ■  Synthèse  des  théorèmee  de  Pascal 
et  de  Brianchon.  » 

Publications  récentes.  —  1.  Théorie  des  arithmetisch-geome- 
trischen  Mittel  aus  vier  Elementçn,  yonC.-W.  Borchardt;  Berlin, 
1878.  —  2.  Sur  les  solutions  du  problème  de  Délos  par  Archjtas 
et  parEudoxe,  par  P.  Tannery;  Bordeaux,  1878.  — 3.  Sur  la 
réduction  des  forces  centrifuges  composées  dans  le  mouvement 
relatif  d'un  corps  solide,  par  Ph.  Gilbert  5  Bruxelles,  1878. — 
4-.  SullaconvergenzadeU'espressione  infinitax'"'parG.Lemoyne; 
Gênes,  1878.  —  5.  Sul  valore  medio  gcometrico  délie  ftmzioni 
d'una  variabile  reale^  par  G.  Lemoyne;  1878.  —6.  Mémoire 
sur  un  paradoxe  mathématique  et  sur  un  nouveau  caractère  de 
décomposition,  par  L.  Saltel;  Bruxelles,  1879.  —  7.  Sur  la  série 
récurrente  de  Fermât,  par  E.  Lucas*,  Rome,  1878.  —  8.  Sur  les 
aires  des  trajectoires  décrites  dans  le  mouvement  plan  d*une 
Ggure  de  forme  invariable,  par  V.  Lignine  ;  Paris,  1 878.  —  9.  >'ote 
relative  au  théorème  sur  la  composition  des  accélérations  d'ordre 
quelconque,  par  V.  Lignine;  Paris,  1878.  —  10.  O  determi- 
nantih  drugoga  i  trecega  stupnja,  par K.  Zahradnik  ^  Agram,  1878. 
(239-246). 

Laguerre.  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  un  cercle  cîrcooscril 
à  un  triangle  et  les  éléments  d'une  conique  inscrite  dans  ce 
triangle.  (241-246). 

L'auteur  démontre  la  proposition  suiTante  :  «  Soient  F  et  G  les  deux  foyers  de  la 
conique,  F'  le  point  réciproque  du  foyer  F  relativement  au  cercle,  et  0  le  centre 
de  ce  cercle;  si  par  le  point  F  on  mène  une  droite  parallèle  à  OG,  cette  droite  ren- 
contre GF'  en  un  point  R  tel,  que  le  produit  GR  X  GF'  est  égal  au  carré  de  Taie  qui 
renferme  les  deux  foyers.  ■  Il  résout  ensuite  ce  problème  :  «  Construire  nn  cercle 
de  centre  donné  dans  lequel  on  puisse  inscrire  un  triangle  circonscrit  à  une  conique 
donnée.  » 

Laguerre.  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  un  cercle  circonscrîl 
à  un  quadrilatère  et  les  éléments  d'une  conique  inscrite  dans  cr 
quadrilatère.  (246-256). 
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Cette  étude  présente  une  analogie  marquée  avec  celle  qui  fait  l'objet  de  Tartlele 
précédent.  L*auteur  y  établit  plusieurs  propositions  dignes  d'intérêt. 

Macé  de  Lépinay,  —  Théorie  des  télescopes  Grégory  et  Cassegrain. 
[a56-26o). 

Cette  théorie  se  fait  d'une  manière  asaea  simple,  pour  les  deux  instruments  4  la 
fois,  en  employant  la  formule  f  9'  =/*• 

Marre  {A.),  —  Note  sur  trois  règles  de  multiplication  abrégée 
extraites  du  ce  Talkhys  amàli  al  hissàb  ».  (260-265). 

Étude  historique  intéressante  sur  un  Chapitre  de  l'OuYrage  d'Ibn  al  Banna,  de 
Maroc.  La  première  règle  est  relative  aux  produits  tels  que  celui-ci, 

iiiiixiiiii  =  i  3345433 1 , 

Il  seconde  4  99999  X  99999  =  9999^ooo«    «*  J»  troisième  &    999  X  666,    par 
exemple. 

Deshoves,  —  Mémoire  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de 
Téquation  aX'"-f.  &¥"•=  cZ".   (265-279^   398-410-,   433-444; 

481-499)- 

Dans  cette  étude,  M.  Desboves  s'attache  4  rechercher  les  cas  de  possibilité,  au 
lieu  que  jusqu'à  présent  on  a  surtout  cherché  le  cas  où  les  équations  étaient  impos- 
sibles. La  seule  méthode  suivie  est  fondée  sur  l'emploi  de  certaines  identités;  sur 
ee  point,  l'auteur  a  entrepris  de  compléter  le  travail  de  Lagrange  qu'on  trouve  au 
Chapitre  IX  de  ses  Additions  à  V Algèbre  d'Euler.  Les  résultats  nouveaux  et  intéres- 
sants qu'obtient  M.  Desboves  attireront  certainement  sur  son  Mémoire  l'attention 
qu'il  mérite.  Il  insiste  spécialement  sur  l'importance,  peut-être  méconnue  jusqu'ici, 
des  solutions  initiales,  et  aussi  sur  la  difficulté  que  présente  la  solution  complète  des 
équations  lorsque  le  nombre  des  solutions  est  infini. 

Les  divisions  adoptées  sont  les  suivantes  :  Objet  du  Mémoire.  —  Démonstration 
de  quelques  identités  fondamentales.  —  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équa- 
tion aX'+^'ï'^cZ'*,  n  étant  égal  à  2,  3  ou4>  ••••  — Résolution  de  l'équation 
aX*-*-*Y*=cZ",  n  ayant  les  valeurs  a,  3,  /(,  etc.  —  Théorèmes  généraux  relatifs 
à  la  résolution  de  l'équation  aX"*-H^  Y'*'=cZ". — Applications  numériques  des 
identités  et  des  formules.  —  Résumé  et  conclusion. 

Ptaszycki.  —  Sur  un  problème  de  Mécanique.  (279-281). 

Il  s'agit  du  mouvement  plan  d'un  système  de  trois  points  matériels  de  masses 
égales,  tels  que  leur  centre  de  gravité  reste  immobile  en  G  et  que  les  moments 
d'inertie  soient  constants  par  rapport  aux  deux  axes  rectangulaires  principaux 
passant  par  O.  Les  pointa  se  meuvent  alors  sur  une  ellipse. 

CoKcocRS  d'admission  a  l'Ecole  INormale  supérieure  (1878).  — 
Enoncés  des  compositions.  (  a8a-283  ). 

Guillet  [Ed.). —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
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d'admission  à  TEcole  Normale  en  1878  :  «  Problème  sur  l'inter- 
section d'une  conique  et  d'une  circonférence.  »  (283-286). 

Tissot  {A,).  —  Remarques  au  sujet  d'une  jNote  de  M.  Collignon. 

(287-288). 

Ces  remarques  se  rapportent  à  l'article  de  M.  Collignon  que  nous  avons  analysé 
plus  haut.  M.  Tissot  fait  remarquer  qu'on  peut  rendre  les  constructions  indépen- 
dantes des  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique. 

Question  proposée  1310.  (288). 

Hioux  (  ^.).  — Note  sur  la  méthode  d'élimination  Bézout-Caucli;. 
(289-295). 

Suite  intéressante  à  l'article  «  Sur  l'élimination  •  publié  en  1877  par  M.  Roocbé 
dans  les  Nouvelles  Annales.  M.  Hioux,  par  la  méthode  de  Bézont,  perfectionnée  par 
Cauchy,  obtient  des  propriétés  connues  relatires  au  résultant,  mais  qu'on  démontre 
généralement  par  les  fonctions  symétriques. 

Realis  (*S.  ).  —  Siu*  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  dont  les  racines  s'expriment  sans  l'emploi  des  radicaux 
cubiques.  (  296-80 1  ) . 

M.  Realis  reprend  une  propriété  due  à  M.  Favre  et  proposée  par  lui  depuis  long- 
temps comme  question.  11  donne  une  réciproque  do  cette  propriété  et  en  déduit 
plusieurs  conséquences  dignes  de  remarque.  Voir  une  Note  du  même  auteur  sur  tt 
sujet  aux  Nouvelles  Annales^  a*  série,  t.  XIV,  p.  289  et  1(2^, 

Realis  (*S.  ).  —  Note  sur  la  question  794.  (3oi-3o4). 

11  s'agit  de  l'équation  indéterminée  tt'x-4-x*/-f-/*  £  -h  £*  «  =  o. 

Lucas  [Éd.).  —  Problème  sur  rellipsoïde.  (3o4-3o5). 

Lieu  des  sommets  des  tétraèdres  dont  les  hauteurs  se  rencontrent  et  dont  1m 
faces  sont  tangentes  à  l'ellipsoidef  aux  points  où  ces  faces  sont  rencontrées  par  les 
hauteurs. 

Lionnet,  —  Note  sur  les  nombres  parfaits.  (3o6-3o8). 

L'auteur  appelle  nombres  parfaits  de  première  espèce  ceux  qui  sont  égaux  à  li 
somme  de  leurs  parties  aliquotes  et  de  seconde  espèce  ceux  qui  sont  égaux  ao  pro* 
duit  de  leurs  parties  aliquotes.  Il  démontre  que  6  est  le  seul  nombre  positif  double- 
ment parfait. 

Robaglia.  —  Concours  d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire  en 
1878  (3"  question)  :  «  Problème  sur  le  triangle  équilatéral.  » 
(309). 

Lannes.  —  Question  du  Concours  général  de  1878  (Rhétorique)  : 
«  Problème  sur  la  sphère.  »  (3  io-3 11). 
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CoRRESPOMDAjîCE.  —  Lii  aboiiné  :  «  Construction  d'un  triangle, 
connaissant  ses  bissectrices.  »  —  M.  A.  Gerinot  :  «  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  ^Normale.  »  (3ii-3i5). 

PiBLiciTioNs  RÉCENTES.  —  1.  Bullettiuo  di  Bibliograiia  e  di  Storîa 
délie  Scienze  materna tiche  e  iisiche,  pubblicato  da  B.  Boncotn- 
pagni;  Rome,  1878.  — 2.  Alti  délia  R.  Accadeinia  dei  Lîncei 
1878-1879);  Rome,  1879.  —  3.  Quindicesima  Rivista  di  Gior- 
nali  dal  prof.  G.  Bellavitis;  Venise,  1879.  —  4.  7'lie  Analyst,  by 
J.-E.  Ilendricks;  Des  Moines  (lowa),  1879.  —  o.  Leçons  sur  la 
Gtfomélrie,  par  A.  Clebscb,  traduites  par  A.  Benoist^  t.  I5  Paris, 
1879.  —  6.  Cours  de  Calcul  infinitésimal,  par  J.  Hoiiel^  t.  11^ 
Paris,  1879.  —  7.  Essai  sur  le  calcul  des  cjuautités  associées  en 
systèmes  et  sur  son  application  à  la  tliéorie  des  équations  simul- 
tanées, par  Cil.  Méray;  Paris,  1879.  —  8.  Précis  d'un  Traité 
de  Statique  dans  lequel  les  couples  sont  remplacés  par  les  leviers 
de  rotation,  par  E.  Brassine;  Toulouse,  1879.  —  9.  La  racine 
cubique  obtenue  par  la  méthode  des  interpolations  successives, 
par  Michel  Laj)orte  -,  Bordeaux,  1 879.  (  3 1 6-32 1  ) . 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  question  1259  :  «  Sur  le  dévelo[>- 
pement  de  (i  —  rîax-+-a*)".  »  (  321-322). 

lez  [H,), —  Solution  de  la  question  1268  :   «  Sur  rhypocycloïde 

J'-f-y  =  /-^.    »  (322-324). 

Lacazette  (^.  ).  —  Solution  de  la  question  1282:  «  Propriété  de 
1  hyperbole  équilatère.  »  (324-325). 

tauquembergue  [E.  ).  —  Solution  de  la  question  1284  :  «  Sur 
les  cercles  tangents  à  une  conique  en  un  point  donné.  »  (325- 
3a6). 

(Bambej  .  —  Solution  de  la  question  1288  :  «  Enveloppe  des  polaires 
d'un  point  iixc  par  rapport  à  une  parabole  mobile.  »  (326-328). 

Romero,  —  Solution  de  la  question  1291  :  w  Impossibilité  de  l'équa- 
ti<m  indéterminée  x*  -4-  x'  -h  x'  -+-  x  —  1  =.>  *•  »  (328). 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1293:  <(  Nombre  égal  h 
la  somme  des  clûlFres  de  son  cube.  »  (329). 

Ùu/i.  det  Sciences  math.  3«  Scric,  t.  IV.  (Mars  1880.)  I\  .  5 
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Laisant  i^i.)^  —  Solution  de  la  question  1294  :  «  Propriélé  des 
inverses  de  //  nombres  positifs,  j)  (33o-332). 

Meyl  [A,-J,'F,').  —  Solution  de  la  question  1303  :  «  Solutions  de 
l'équation  indéterminée 

(332-333V 

Boell  (C).  —  Solution   de  la    question  1304  :   «    Propriété  du 
triangle.  »  (334)- 

Questions  proposées  :  1311  à  1318.  (335-336). 

Tissot  {A,),  —  Mémoire  sur  la  représentation  des  surfaces  et  1rs 
projections  des  Cartes  géographiques.  (33,7-356;  385-397; ô3:>- 

548). 

CVst  la  Huite  des  articlen  parus  dans  le  courant  de  l'année  1878,  et  dnnt  nous 
avons  précédemment  rendu  compte.  Voici  le  sommaire  des  questions  traitéi^  par 
l'auteur  : 

Chapitre  II  :  Recherche  du  sjstème  de  projection  le  mieux  approprié  à  une  conirèf 
particulière.  —  Conditions  à  remplir;  notation. —  Carte  d*un  pays  limité  dans  Idus 
les  sens.  —  Système  du  minimum  de  déformation.  —  Cas  particuliers. —  Cirtesde 
France  et  d'Espagne.  —  Carte  d'une  zone;  Carte  d'un  fuseau;  Carte  ayant  pour 
objet  la  conservation  des  aires. 

Chapitre  III  :  Valeurs  numériques  des  éléments  qui  permettent  d'apprécier  Ifs 
déformations  produites  par  les  divers  mofles  de  projection  dans  la  constmefion  de» 
mappemondes.  —  Préliminaires.  —  Projections  autogonales  («  =  0,  A  =  a).  — Pro- 
jections autbaliques  (^  =  a,  S  =:  i). 

Il  est  permis  de  regretter  que  la  publication  d'un  Mémoire  tel  que  (%lui-là  »oii 
échelonnée  sur  un  aussi  long  espace  de  temps.  Dans  une  publication  périodiqne 
comme  les  Nouvelles  ^/i/io/c^j,  une  même  suite  d'articles  ne  devrait  jamais  chevaucbfr 
sur  plus  de  deux  années,  au  maximum. 

Nous  devons  ajouter  que  cet  inconvénient  a  frappé  IVditeur  et  les  rédactears  du 
Journal;  car,  en  ce  moment  même,  M.  Gautbier-Villars  prépare  une  brochure,  qui 
contiendra  la  suite  du  Mémoire  de  M.  Tissot  et  qui  sera  oflerte  en  supplément  au\ 
abonnés  des  Nouvelles  Annales.  C'est  là  une  excellente  mesure,  que  nous  ne  sau- 
rions trop  approuver. 

Le  compte  rendu  de  ce  supplément  paraitra  ultérieurement  dans  le  Bulletin. 

Lionnet.  —  >ote  sur  la  question  :  «  Tout  nombre  pair  est-il  la  soinaio 
■de  deux  impairs  premiers?  »  (356-36o). 

T.a  question  n'est  pas  résolue  ;  M.  Lionnet  établit  quelques  propositions  qui  le 
'    portent  il  pencher  pour  la  négative,  contre  l'opinion  généralement  admise. 

Terrier  (P.)*  —  Solution  de  la  question    proposée  au  concours 
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pour  ragrégalioii  des  Sciences  mathématiques  en  1878  :  a  Tliéo- 
rème  et  lieu  géométrique  sur  la  circonférence.  »  (36 1-363). 

Robaglia.  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  le  Concours 
d^admission  à  l'École  Centrale  (l*"*  Section,  2  et  3  août  1878)  : 
«  Lieux  géométriques  relatifs  aux  coniques  ayant  un  même  foviT 
cl  une  même  directrice.  »  (  363-365  ) . 

Leinchugel  [j4,  ).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  le  Con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (IP  section,  17  et  18  octobre 
1878)  :  c<  Sur  les  hyperboles  ayant  un  foyer  commun  et  une 
asymptote  commune.  »  (365-367). 

Leinchugel  [yl*)-  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  le  Con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire  en  1878  (a*  ques- 
tion :  «  Problème  relatif  au  triangle.  »  (368-369). 

Bibliographie.  —  1.  Théorie  des  quantités  négatives,  par  de  Cam- 
pou^  Paris,  1879.  —  2.  Principes  de  la  Mécanique  moléculaire 
relatifs  à  l'élasticité  et  à  la  chaleur  des  corps,  par  E.  Gény  ;  >iice, 
1876.  —  3.  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  par  11.  Laurent; 
îè* édition  ;  Paris,  1 878.  —  4.  Cours  d'Algèbre  supérieure,  par  J.-:\.. 
Serret;  4*  édition  ;  Paris,  1879.  —  5.  Réflexions  sur  la  puissance 
motrice  du  feu  et  sur  les  machines  propres  à  développer  cette 
puissance,  par  SadiCarnot,  2"  édition  5  Paris,  1878  —  6.  Théorie 
der  algebraischen  Gleichungen,  von  D'  Jul.  Pelerseii;  Copen- 
hague, 1878.  —  7.  Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptive, 
par  Ernesi  Lebon;  Paris,  1877.  —  8.  Recueil  de  problèmes  gra- 
dués de  Géométrie  descriptive,  par  Ernest  Leboii;  Paris,  1878. 
—  9.  Recueil  des  épures  de  Géométrie  descriptive  proposées 
depuis  186a  pour  l'admission  à  l'Ecole  de  Saint-Cyr,  par  Ernest 
Lebon*,  Paris,  1878.  —  10.  Lettera  inedita  di  Giuseppe  Luigi 
Lagrauge,  pubblicata  da  B.  Boncompagni:  Florence,  1879.  — 
H.  Nouveaux  éléments  de  Géométrie,  par  Ch.  Méray;  Paris, 
1874.  (369-373). 

Morel' Blanc.  —  Solution  de  la  question  1263  :  «  Sur  la  circonfé- 
rence circonscrite  à  un  triangle.  »  (374*375). 

Habhc  (  yiadimir),  —  Solution  de  la  question  1264;  «  Construc- 
tion graphique  d'une  droite  d'incliuaison  lang'^j.  »  (375-376). 
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lùtuqucrn/wrgitc  (  II.  ) .  —  Solution  de  la  question  1278  :  «  Somme  dos 
puissances  /'^''"^*  de  x'" -f- />>  x" -f-  (/  =^  o  lorsque  t=  hn,  )>  (Sjli- 

378). 

Sondât  {P').  —  Solution  de  la  question  129o  :  «  Sur  réqualioii 
indéterminée  «*-f-  i^^-l-  x^-^j^  =  o.  »  (SyS-Sjg). 

/.<'?'.  —  Solution  de  la  question  1301  :  «  Inscription  d'un  trapèze 
maximum  dans  un  segment  de  conique.  »  (379-382). 

QlFSTlONS  PROPOSÉES  '.  1319  à  1324.  (382-384). 

Ldunay  [L,  de).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1878  (Mathématiques  élémentaires)  :  «  Problème  sur 
le  tronc  de  cône.  »  (4io  419)» 

Leinc/iu^ei. —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général 
de  1878  (Philosophie)  :  «  Problème  sur  le  tétraèdre.  »  (4*9)' 

Rohaglia.  —  Solution  des  questions  proposées  au  Concours  général 
de  1878  (Seconde  et  Troisième)  :  «  Problèmes  sur  la  circonfé- 
rence. »  (420-422). 

Coi^coLus  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  (1879).  —  Enoncés 
des  compositions.  (422-424). 

Publications  récentes.  —  1.  Histoire  de  l'Ecole  Centrale  des  Arts 
et  Manufactures,  par  Ch.  de  Comberousse;  Paris,  1879. — 2.  ^ota 
concernente  la  teoria délie  soluzioni  singolari  délie equazioni  alge- 
briche  differenziali  di  primo  ordine  e  seconde  grado,  del  prof. 
F.  Casoratî^  Rome,  1879. —  3.  Sul  centro  délie  forzc  nel  piano, 
del  prof.  G.  Bardelli-,  1879.  —  4.  Dimostrazione  del  quintopos- 
tulato  di  Euclide,  del  prof.  V.  de  Rossi  Re;  Rome,  1879.  (424Î- 

Mor et ^ Blanc,  —  Solution  de  la  question  1302  :  «  Inscription 
d'un  quadrilatère  dans  une  conique.  »  (425-426). 

Rocchetti  (^V.  ).  — Solution  de  la  question  1311  :  «  Décomposition 
d'une  expression  en  deux  facteurs.  »  (426-427)- 

Pisani  [F.),  —  Solution  de  la  question  1314  :    «  Si  A  ±  B  =  go^ 

on  a  2C-*=:  (  a -t- i)~'-f- («  —  i)~*  dans   le   triangle  ABC.  w 
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Caurel  {L.).  —  Solution  de  la  question  1315  :  «  Propriété  J'uu 
triangle  inscrit.  »  (4a8-43o). 

Pisani  {F,),  — Solution  de  la  question  1317:  «  Divisibilité  d'un 
polynôme  par  (jr —  1)*.  w  (43o-43a). 

Qlestions  proposées  :  —  1325  à  1327.  (43a). 

Jung.  —  Recherches  sur  les  systèmes  polaires,  traduites  par  un 
abonné.  (  444*4^9  )• 

Le  but  de  l'auteur  a  été  de  grouper  des  propriétés  dont  ou  tire  un  grand  parti 
dans  la  théorie  des  moments  d'inertie  de  plusieurs  forces  parallèles,  et  qui  restent 
mies  indépendamment  de  toute  considération  mécanique.  Ce  petit  Mémoire  forme 
une  suite  très  intéressante  aux  travaux  de  MM.  Chiisles,  Staudt,  Reye,  Poncelet, 
Cremona,  etc.,  et  mérite  d'attirer  l'attention  des  géomètres.  Voici  le  sommaire  des 
matières  qui  s'y  trouvent  traitées:  Préliminaires.  —  Classification  des  systèmes 
polaires;  propriétés  focales.  —  Éléments  symétriques.  —  Conique  centrale;  ses  rap- 
ports avec  la  directrice.  —  Éléments  qui  déterminent  un  système  polaire.  —  Qua- 
drsDgles  et  quadrilatères  conjugués. 


Dostor 
sances 


(  G.  ).  —  Méthode  directe  pour  calculer  la  somme  des  puis- 
s  «  des  n  premiers  nombres  entiers.  (459-464  î  5 1 3-5 18). 

M.  Dostor  emploie  une  méthode  par  coefficients  indéterminés  qui  ne  suppos 
pu  connues  les  puissances  antérieures.  11  forme  ensuite  le  Tableau  des  sommes  consi- 
dérées, depuis  a  =  i  jusqu'à  oc  =  10,  et  il  déduit  de  là  d'intéressantes  propositions. 

CoiiiiEspo:»DA>'CB.  —  M.  de  Jonquières  :  «  A  propos  d*unc  propriét« 
du  nombre  5.  »  (464-4^5). 

PiBLicATioiîs  RÉCENTES.  —  1 .  Su  alcunc  curvc  di  facile  costruzioue, 
di  G.  Bellavitis;  Naples,  1879.  —  2.  Atti  délia  R.  Accademia 
dei  Lincei;  Rome,  1879.  —  3.  Sur  le  planimètre  polaire  de 
M.  Amsler,  par  C.-A.  Laisant;  Bruxelles,  1879.  —  4-.  Cours  de 
Calcul  inBnitésimal,  par  J.  Iloûel^  t.  11^  Paris,  1879.  (465-466). 

Hugo  (/^.).  —  Remarques  sur  les  propriétés  du  nombre  10.  (466). 

Ls  A^iowYME.  —  Solution  de  la  question  1270  :  «  Sur  les  normales 
à  une  surface  du  second  ordre.  »  (466-468}. 

Realis  {£,).  —  Solution  de  la  question  1280  :  «  SurTéquation 
x'— («2— i -+-c)x "!-«&  =  o.  »  (468-470). 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  question  1299  :  <(  Sur  la  somme 
des  carrés  des  x  premiers  nombres.  »  (470'474  )• 


70  Sl'XONDi!:   PAUTIE. 

Movcl-Ultuic.  —  Solulioii  de  la  question  1300:  «  Sur  la  souinu' 
dtîs  x  premiers  nombres  Iriani^ulaires.  »  (474"47*J^)' 

I^ez.  —  Solution  de  la  ([uesLÎon  13IG  :  «  Lieu  relatif  à  la  eycloïde.  j> 

(47:)-477). 
Qi  FSTioKs  pROPosÉis  :  1328  à  1337.  (477-480). 

Healis  (S.).  —  Développements  sur  quelques  théorèmes  d'Arilli- 
mélique.  (^joo-joc)). 

On  trouvera  dans  cet  article  de  ciiriouses  identités,  avec  des  applications  à  Taiia- 
lyso  indéterminée  et  spécialement  à  l'équation 

x]    I-  X*  -K   . . .  -i-  jr^*   =  M*  -h  «]  -h  . . .  -^-  tt^S  . 

Lioniirt.  —  ^otc  sur  la  série  i \-  -  —  -4-....  (  5oQ-5i3). 

234  \  i7  . 

M.  I.ionnet  montre  que   cette  série  offre  un  exemple  iatércssanl  de  rinfluenc- 
exercée  par  le  mode  de  groupement  des  termes. 

Lemonnier  [II*)'  —  Calcul  d'un  déterminant  (5i8-524). 

11  s'agit  du  déterminant 


I  2 
•i 

•  • 

n  1 


n 
I 


«-  I   i 


PuBLicATioiss  n^x^:^TKS.  —  Teorîa  e  pratica  deî  logaritini  di  addi- 
zione  e  di  sottrazione,  dall'  ingegnere  P.  Garni nati  ;  >ovare,  1879. 

(59.4). 

Lionnet.  —  Solution  de  la  question  1323  :  «  Dispositiou  particu- 
lière des  neuf  premiers  nombres  entiers   »  (52J-528). 

QLESTIO^s  PROPOSÉES  :  1338  à  1340.  (  jaS). 

Mathieu  (/.-/.-^^. ).  —  IVote  relative  à  T approximation  d<'S 
moyennes  géométriques  par  des  séries  de  moyennes  arithmétiques 
et  de  moyennes  harmoniques.  (Sap-SSi). 

Interprétation  géométrique  de  résultats  dus  à  MM.  Alexeîeff  et  Éd.  Lucai.  C«Ue 
Note  donne  en  même  temps  la  solution  de  la  question  1325. 

ui/tnigues  (  /: .  ) .  —  Reclierelies  sur  deux  modes  de  transformation 
des  ligures  solides.  (54^-564  '.' 
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L'aiiteor  «'attache  surtout  aux  transformations  délinies  par  les  relations 

;X\'=  a^>'=  >ZZ'-    pJl', 

\,  \', . . .  étant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  coordonnées  homo|*énes 
j,z',r,y\ Cette  étude  doit  être  suivie  d'autres  articles. 


.>L\  reMATHHECKllI  CBOPHIIK'b,  ii:uaBaeMÎii  Mockobckiuit.  Ma- 

TeMaTHqCCKIIMl>    OÔlHeCTBOMTï    (*). 

Tome  IX,  fasc.  3  ;  1 879. 

Bouf^aïef[  y,-f\).  —  Solution  d'un  problème  d*écliecs  à  Taide  des 
fonctions  numériques.  (33j-36o). 

Andréief[K.-Â.).  —  Des  aflinités  géométriques  dans  leur  appli- 
cation au  problème  de  construction  des  lignes  courbes.  (36i- 

43a)(»). 

Gromeka  (^.-*S.  ).  —  Exposé  de  la  théorie  des  phénomènes  capil- 
laires. Théorie  de  la  cohésion  superficielle  des  corps  liquides. 

(435.500)  ('). 

Delarue  [Dan.).  —  Des  solutions  singulières  des  équations  dille- 
rcntielles  d'ordre  quelconque.  (."Ïoi-Dap). 

Cauchy  a  étabir  les  conditions  permettant  de  reconnaître  directement  si,  pour 
une  équation  différentielle  de  premier  ordre,  une  s(dution  obtenue  est  une  inté- 
grale particulière  ou  nne  solution  singulière.  L'auteur  étend  ces  conditions  aux 
équations  différentielles  d'ordre  quelconque. 

Jouhovshy  [N.-E,],  —  Relations  entre  les  problèmes  du  mouve- 
ment d'un  point  matériel  et  le  problème  de  l'équilibre  d'un  fil 
flexible.  (53o-j35). 

L'auteur  démontre  que,  si  un  point  matériel  et  un  fil  flexible  sont  soumis  à  l'ac- 
tion permanente  des  mêmes  forces,  la  courbe  que  parcourt  le  point  matériel  et 
celle  qui  est  formée  par  le  fil  flexible  sont  identiques.  (336-.V|.)). 


'.  \ oir  Bitilecin,  III,,  aoo. 

'*;  Voir  BuiUein,  III,,  33,  l'analyse  de  ce  Mémoire  par  M.  Rouj^aicf. 
(')  \mv  DttUetin,  III,,  /jGa. 
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S/oiu/sky  (/'.-./.).  —  Contribution  au  problème  de  plusinir> 
corps.  (.)36-j45)- 

Ce  Mémoire  conlionl  deux  parties  dont  la  première  est  consacrée  à  l'eiamen  ilf 
quelques  prol)lêines  particuliers  relatifs  à  Paction  mutuelle  de  plusieurs  corps, 
entre  autres  le  problème  connu  de  trois  corps.  Dans  la  seconde,  l'auteur  rorisiiitT*' 
les  systèmes  de  corps  en  nombre  quelconque,  et  établit  que  le  système  solaire  ne 
peut  ni  s'étendre  ni  se  resserrer. 

Toiniichev'itcli  (  /f.  ).  —  Déduction  d'une  formule  générale  pour  ic- 
préscnter  la  dérivée  numérique  d*une  intégrale  numérique  di- 
di\is('iirs.  [^^6-0 jj). 

Letnihof  [A ^-F .^ , —  Formule  générale  de  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  à  coefticients  constants  et  à  second  membre,  (jjo- 
jj6). 

Siniplification  de  la  formule  connue  de  Gauss. 

Serdobinshj  [f^.-E.),  —  Contribution  à  l'Algèbre  numérique. 
(557-564). 

Liventsof  [A ,-J .) .  —  Quelques  intégrales  déGnies.  (565-569;. 

Lissent sof  [A ,-J .).  —  Quadratures  approximatives.  (569-573). 

M.  Callaiidreau  a  donné  la  formule  des  quadratures  approximatives  fondée  sur  le 
calcul  iiilè{;ral.  L'auteur,  en  prenant  pour  point  de  départ  la  méthode  de  M.  Cal- 
landreau,  établit  une  formule  plus  générale  et  démontre  la  possibilité  d'eiprim<*r 
le  dernier  terme  sous  une  forme  finie,  dont  on  peut  déduire  facilement  la  liniilt^ 
supérieure  du  module  de  ce  terme. 

JoukoK'shj  [y.'E.).  —  Contribution  à  la  théorie  du  principe  de 
la  moindre  action.  ( 574-58 1). 


BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France  ('). 

Tome  VII;  1878- 1879. 

Daiboux  {G.).  —  Note  relative  à  deux  théorèmes deLagrangc sur 
le  centre  de  gravité.  (7-12). 


(•;,  Voir  Tiiiltctin,  II,.  ...Vi. 
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I.  Consitlérons  p  points  A|,  A,,  ...,  A^  affectés  de  coefficients  positifs  ou  néga- 
galifs  ffij,  /n,,  . . .,  m  dont  la  somme  n'est  pas  nulle  :  O  désignant  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  la  résultante  des  forces  m, Oa,  /if,OA,,  . . .,  m^OA^  ira  passer 
par  an  point  fixe  C  et  sera  égale  à  M .  OC,  M  désignant  la  somme  m,  -i-  m,  + . . .+  m^. 

Dans  le  cas  exceptionnel  où  la  somme  M  est  nulle,  la  résultante  conservera  une 
grandeur  et  une  direction  inrariable  quand  le  point  O  se  déplacera  :  en  particulier, 
si  elle  est  nulle  pour  une  position  du  point  O,  elle  sera  nulle  pour  les  autres. 

II.  Considérons  un  système  de  points  dont  la  masse  totale  est  nulle.  Rempla- 
çons un  ou  plusieurs  groupes  de  ces  points  par  leurs  centres  de  gravité,  en  affec- 
tant à  ces  centres  la  masse  totale  des  points  qu'ils  remplacent.  Pour  un  quelconque 
des  systèmes  de  points  ainsi  obtenus,  la  somme 


SS/w.WjA.A^ 
conservera  une  valeur  constante  négative  ou  nulle. 


/  —  —  +  jfx 

Laguerre,  —  Sur  Tiutégrale  I  z"e  *    dz.  [12-16), 

«désigne  un  entier  positif:  on  a 

J,»z  z*  s-  pS       z« 

0  •^ 


V.. 


B^  désignant  un  polynôme  entier  en  or,  et  «,  U^  et  V^  deux  polynômes  entiers  en  x. 
M.  Laguerre  donne  diverses  propriétés  de  ces  polynômes:  on  a,  par  exemple, 

et 

I^«='»    Bo  =  o>    U|  =  ^»    0,  =  «. 

La  première  relation  montre,  en  se  reportant  aux  recherches  de  M.  Hermite  sur 
le  développement  en  série  de 

qoe  les  polynômes  U  peuvent  être  définis  par  l'équation 


*         I .  -J 


Les  fonctions  U^,  d'une  part,  etH„=c     '         0„,  de  l'autre,  satisfont  respective* 
ment  aux  équations 

notons  encore  l'égalité 


/    (.*•  —  /  )"  tr  1  ,it  =  r,,  /    f   tdf  -h  \\  e 
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Lemonnier.  —  Sur  la  résolution  de  trois  équations  du  second 
dfgré  en  :i\y^  z.  (16-42). 

Le  procédt'  suivi  par  raiiteiir  cuiisisle  à  résoudre  les  trois  équations,  quand  cela 
ost  possible,  comme  des  équations  du  premier  dc<;rê  dont  les  trois  inconnue» 
seraient  les  carrés  de  deux  variables  et  leur  produit;  on  les  met  ainsi,  par  exemple, 
s. tus  la  forme 

j  '    -  ay    4-  bz  -*-  c. 

z'  =r  n'y  -4-  b'z -h  c\ 

•  ^z—  pr  -h  yr  -+-  r, 

les  quantités  a,  b^  a\  b'j  p,  q  étant  des  fonctions  entières  du  premier  degré  en  x, 
et  les  quantités  6*.  c'y  r  des  polynômes  du  second  degré.  Des  transformations  facilt*8 
conduisent  ensuite  à  trois  équations)  du  premier  degré  en^,  dont  les  coefficieni» 
sont  des  polynômes  en  x  et  dont  le  déterminant  égalé  à  zéro  fournit  l'équation 
résultante  en  .r  du  huitième  degré.  M.  Lemonnier  développe  la  discussion  de  ces 
équations  du  premier  degré,  discussion  qui  présente  deux  cas  bien  distincts  suivant 
que  le  déterminant  est,  ou  non,  identiquement  nul. 

Il  traite  ensuite  le  cas  où  la  résolution  précédente  ne  peut  pas  s'effectuer,  et  donne 
dans  les  diverses  circonstances  qui  peuvent  se  présenter  l'équation  résultante  et  la 
discute. 

André  {D.).  —  Dt^aerniînation  du  nombre  des  arrangements  com- 
plets où  les  (éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions 
données.  (43-63). 

Les  problèmes  dont  s'occupe  M.  André  sont  compris  dans  l'énoncé  suirant: 

Parmi  les  m"  arrangements  complets  de  m  objets  n  h  /i,  combien  y  en  a-t-il  où 
les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions  données? 

Exemples  traités  : 

Avec  un  alphabet  contenant  v  voyelles  et  r  consonnes,  combien  peut-on  former 
de  mots  de  n  lettres  où  il  n'y  ait  jamais  consécutivement  plus  de  deux  voyelles  ni 
de  deux  consonnes  ? 

Avec  t^  notes  distinctes,  combien  peut-on  former  de  phrases  musicales  différentes 
présentant  une.durée  déterminée  et  dans  lesquelles  chaque  temps  ne  subisse  pas  des 
divisions  d'un  certain  ordre? 

Sur  un  damier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une  profondeur  indéfinie, 
par  combien  de  chemins  différents  un  pion  qui  ne  recule  jamais  et  qui  part  d'une 
case  donné  peut-il  arriver  à   une  autre  case  donnée? 

Sur  un  échiquier  qui  représente  une  valeur  de  c  cases  et  une  profondeur  indé- 
finie, par  combien  de  chemins  différents  un  cavalier  qui  ne  recule  jamais  et  qui 
part  d'une  case  donnée  peut-il  arriver  à  une  autre  case  donnée? 

Tous  ces  problèmes  sont  résolus  par  une  méthode  uniforme.  Les  conditions  données 
fournissent  d^abord  le  moyen  de  classer  en  différentes  espèces  les  parties  terminales 
des  X„  arrangements  cherchés;  en  désignant  ainsi  par  A„,  B.,  C„,  ...  les  nombres 
d'arrangements  des  diverses  espèces,  on  a 

A^j  ^^  A^  •  ¥~  lijj  ~H  t.<jj  -f- .... 

Les  conditions  données  fournissent  ensuite  pour  les  nombres  A^,  B^,  C^,  . .  •  de« 
équations  liantchacun  d'eux  aux  nombres  A„_,,  B„_,.  C^_|i  •  •  •»  A^^^»  ^^-s»  ^n-ï»  •  •  ' 
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A,_3,  ...;  àc  ces  équations  et  de  celles  qu'on  on  déduit  on  Taisant  varier  n  on 
eu  tire  ensuite,  par  voie  d'élimination,  d'autres  où  ne  flQurcnt  plus  que  les  A  ou 
les  B,  ou  les  il,  ....  et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  expressions  respec- 
tives de  A,,  B„,  C„,  .... 

Laguerre.  —  Sur  quelques  propriétés  des  coniques  liomoibcales. 

(66-75). 

Considérons  un  faisceau  de  coniques  homofocales,  les  deux  coniques  du  faisceau 
qui  passent  par  un  point  M  du  plan,  les  deux  centres  N  et  N'  des  cercles  osculateurs 
au  point  M,  et  la  droite  fi  qui  joint  ces  deux  points. 

Les  recherches  de  M.  Laguerre  concernent  ces  divers  éléments;  ainsi,  à  la  droite  f*. 
correspondent  trois  points  M  ;  à  un  point  N  du  plan  correspondent  aussi  trois 
points  M;  l'auteur  donne  un  assez  grand  nombre  de  propriétés  relatives  à  ces 
divers  points. 

^»   (72-81). 

X 

L'inté{rration  par  parties  donne,  en  posant 

I         II. .3                 1.1.:^.  .(/i  — i) 
i'{x)= H 'Zii » 

la  relation 

•^  e-*f/x 


— _=e-'F(x)zf:i.2...ii  J 


^..+  1 


La  série  que  Ton  obtient  en  faisant  croître  indéfluimcnt  n  dans  le  polynôme  F(j:) 
est  nécessairement  divergente  pour  toute  valeur  de  x.  Néanmoins,  pour  de  grandes 
valeurs  de  la  variable,  elle  peut,  en  ne  tenant  compte  que  des  premiers  termes, 
fournir  une  valeur  très  approchée  de  l'intégrale  considérée. 

M.  Laguerre  étudie  le  développement  en  fraction  continue  du  polynôme  F(x); 
il  parvient  ainsi  à  la  formule 


,    /••  e~*fix                             I 
I       =^' 


x-h  3  — 


1 

X  -h  3                    \ 

'*                                    l 

G 

J 

jr  -h  (| 

16 

l(j  JC-h. 

dont  la  loi  est  évidente  :  cette  formule  est,  il  est  vrai,  tirée  d\ine  série  divergente: 
mais  M.  Laguerre  en  démontre  rigoureusement  l'exactitude,  et  son  analyse  s'ap- 

I      ff-'Vx,  dont  Laplacea  donné  le  développement  en  fraction 
0 

continue,  mais  par  une  méthode  qui,  reposant  sur  l'emploi  d'un  développement 
divergent,  ne  présentait  aucune  rigueur,  ainsi  que  Jacobi  l'avait  déjà  remarqué 
{Journal  de  C relie,  t.  l'2,  p.   IVO- 
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En  dé>i(jnant  par  — les  rliverses  réduites  de  la  série 

_, ,      .  I  I  1.2  I  .  2    3 

l{x)= -.H j— H , 

XX'  x'  X* 

cpii  ont  pour  limites  la  transcendante 
M.  Laguerrc  établit  les  relations 

la  réalité  des  racines  de  l'équation 

/,(x)=o, 

et  donne  le  développement  en  série  d'une  ronciion  quelconque  ^(x)  au  moyen  dos 
polynômes  /„C-*^)* 

Stefanos,  —  Sur  une  propriété  remarquable  des  nombres  incom- 
mensurables. (8i-83). 

Une  expression  indéflniment  prolon(jée  de  la  forme 


"i    .    ''ï    .       "•       .        «« 


— f-  — ^^— —  -^  *  *  *) 

I  1.2         1.3.3         1  .  J  .  3 .  'i 

où  les  nombres  entiers  non  négatifs  a^  sont,  à  partir  du  second,  plus  petits  que 
l'indice  i  de  leur  rang,  représente  un  nombre  commensurable  ou  non,  suivant  que 
les  nombres  a^  sont,  à  partir  d'un  certain  rang  A,  égaux  toujours  à  <—  i  ou  ne  le 
sont  pas.  Comme  l'auteur  ]'a  fait  remarquer  ultérieurement,  ce  mode  de  représen- 
tation, qui  est  en  germe  dans  le  Mémoire  de  Riemann  sur  les  séries  trigonomé- 
triques,  avait  déjà  été  étudié  par  M.  G  Cantor  {Zeitschrift  f.  Math,  u,  Ph.,  t.  XIV]. 

Halphen,  — Sur  l'équation  différentielle  des  coniques.  (83-85). 

Cette  équation  est 
l'équation 

G'-«)''=o 

caractérise  la  parabole. 

Laquière.  —  Note  sur  la  Géométrie  des  quinconces.  (SS-ga). 
Halphen.  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  intermédiaire. 
(92-98)- 

La  fonction  considérée  par  l'auteur  est  la  suivante 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  77 

m 

La  fonctioD  Al  de  M.  Weientrass  se  développe,  comme  on  sait,  en  une  série  conver- 
geôle  suivant  les  puissances  entières  de  z,  série  dont  les  coefficients  sont  des  poly- 
Dûmes  en  k*  qui  se  calculent  au  moyen  d'une  formule  récurrente  qui  contient  trois 
polynômes  consécutifs;  les  polynômes  analojjues  qui  se  présentent  dans  la  fonc- 
tion introduite  par  M.  Halphen  s'obtiennent  plus  simplement  :  l'auteur  montre  en 
outre  la  concordance  de  ses  résultats  avec  des  résultats  analogues  établis,  d'une 
façon  toute  différente,  par  M.  Kiepert  et  M.  Max  Simon,  dans  deux  Mémoires  insérés 
dans  les  tomes  7G  et  81  du  Journal  de  Borchardt. 

Rodet.  —  Sur  une  méthode  d'approximatiou  des  racines  carrées, 
connue  dans  l'Inde  antérieurement  à  la  conquête  d'Alexandre. 

{98-102). 

Cette  méthode  revient  à  l'application  de  la  méthode  d'approximation  de  IMewton. 

Picard  {£.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  non  uniformes.  (102- 
io4). 

Considérant  une  fonction  multiforme /( 2)  d'une  variable  complexe  z,  qui  n'ad- 
mette dans  tout  le  plan  que  des  points  critiques  déterminés,  et  désignant  par  A 
l'un  des  points  critiques,  l'auteur  montre  que  l'on  peut  obtenir  un  développement 
en  série  de  la  fonction,  valable  pour  tous  les  points  du  cercle  dont  A  est  le  centre  et 
qui  passe  par  le  point  critique  le  plus  rapproché  :  ce  développement  est  de  la  forme 


^('^=2*-(ii-0 


M 
> 


n  =  0 


A,  et  a  étant  des  constantes;  les  diverses  déterminations  du  logarithme  corres- 
pondent aux  diverses  valeurs  que  la  fonction /*(«)  prend  quand  on  fait  tourner  lu 
Yariable  autour  du  point  A  pris  pour  origine. 

Brioschi,  —  Sur  les  équations   différentielles  linéaires.  Extrait 
d'une  Lettre  à  M.  Laguerre.  (io5-io8). 

Cette  Lettre  se  rapporte  aux  Communications  faites  à  l'Académie  des  Sciences  par 
M.  Laguerre  Sur  quelques  invariants  des  équations  différentielles  linéaires, 

Laguerre,  —  Sur  quelques  propriétés  de  l'iiypocycloïde  à  trois 
points  de  rebroussement.  (io8-i23). 

L'auteur  se  sert  dans  ce  travail  des  coordonnées  qu'il  appelle  isotropes,  définies 
par  les  équations 

a:  =  X-^-*Y,    ^  =  X~iY, 

où  X,  Y  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan,  et  des  équations  qu'il 
nomme  mixtes,  équations  qui  relient  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  quelconque 
et  le  coeflicieni  angulaire  d'une  tangente  menée  de  ce  point  à  la  courbe  que  repré- 
sente  l'équation  mixte.  Il  donne  un  assez  grand  nombre  de  propositions  relatives  à 
l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements ;  nous  citerons  la  suivante: 

Si  l'on  considère  une  droite  quelconque  D  tangente  à  une  hypocycloîde  à  trois 
rebroussements.  et  si  l'on  imagine  un  angle  de  grandeur  constante  dont  le  sommet 
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/ 


tiècrit  celle  droilc  laiiilis  qu'un  de  ses  c«*»lés  demeure  tan^rent  à  la  courbe,  le  sccoml 
côté  de  cet  an(;le  enveloppe  une  autre  hypocycloïdo  égale  à  la  première,  tangente  a 
la  droite  D  et  passant  par  les  deux  points  où  cette  droite  coupe  la  première  hvpd- 

cycloïde. 

Borcftanit.  —  Sur  un  système  de  trois  équations  diiîérentielles 
totales  qui  déterminent  la  moyenne  aritlimético-géométrique  de 
quatre  éléments. 

Conclusions  du  beau  travail  de  l'auteur  inséré  dans  les  Mémoires  de  VAcadcmif 
de  Berlin,  année  1S7S.  p.  9M,  et  analyse  dans  le  Bulletin. 

llernnle.  —  Sur  l'indiee  des  fractions  rationnelles. 

U  et  V  étant  deux  polynômes  premiers  entre  eux  de  degré  n  et  n  — i,  l'aoleur 

V 
se  propose  de    montrer,   d'une   façon   élémentaire,  que   l'indice  de  la  fraction  - 

onlre  — x  et  -f-00  donne   la  différence  entre  le  nombre  des  racines  imaginairt*!» 
de  l'équation  U  -4-  /  V  ==  o  où  le  coeflicient  de  <  rst  positif  et  le  nombre  de  celles  uii 
ce  coefficient  est  négatif. 
Posant 

Ij  -+-  /  V  =  (  jr  —  a,  —  ib^  ){x  —  «,  —  1^,  ). . . (  jt  —  a^  —  ib^)^ 

on  aperçoit  do  suite  que  U,  et  U  sont  premiers  entre  eux  et  que  l'on  a 

V      y,  ^      ^(r;-hV!) 

U     u,  uu, 

Si  l'on  fait  croître  la  variable  de  —  x  à  +  oc  ,  l'indice  du  premier  membre  sera  la 

différence  des  indices  des  deux  fractions  y  ^t  -^»  puisque  U  et  U,  iies'annulenXpM 

V         V, 

simultanément. 

Or,  la  considération  du  second  membre  montre  de  suite  que  cet  indice  est  é^V 
à  -H  I  ou  h  —  I  selon  que  b^  sera  positif  ou  négatif;  la  proposition  se  trouve  aiiiM 
ramenée  au  cas  d'une  équation  dont  le  degré  est  moindre  d'une  unité,  etc.  M.  Her- 
mite  tire  de  cette  proposition  diverses  conclusions  intéressantes,  notamment  dans 
le  cas  où  toutes  les  quantités  b^,  /',,  •  •  •«  ^n  ^oi^t  de  mêmes  signes. 

Jung.  —  Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrangc  sur  le  centre 
de  gravité.  (i32-i38). 

Hermaiy.  —  Solution  simple  d*un  problème  de  Géométrie  des- 
erîptîve.  (i38-i4«). 

Haag,  —  Note  sur  les  relations  entre  les  éléments  caractéristiques 
d'une  courbe  gauelie  et  les  accélérations  du  point  qui  \cs 
décrit.  {141-143). 

Aoust,  —  Intégrales  des  courbes  dont  les  développantes  par  le 
plan  sont  égales  entre  elles,  (i  43-151)). 
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La  développée  par  le  plan  d'une  courbe  est,  d'après  Lancret,  l'arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface  enveloppe  du  plan  normal  à  cette  courbe  :  cette  dernière  est  la 
dèvrloppaiite  par  le  plan  de  sa  développée.  Si  l'on  considère  les  courbes  C  et  les 
rourbes  C,  dont  les  premières  sont  les  développantes  et  les  secondes  les  développées 
par  le  plan  des  courbes  C,,  le  problème  traité  par  M.  Tabbé  Aoust  consiste  à  déter- 
miner la  courbe  C,  de  façon  que  les  courbes  C  et  C,  soient  éf^ales.  En  faisant  usage 
drs  coordonnées  naturelles,  le  problème  se  {lartage  en  trois  opérations  :  1*  l'intèi^ra- 
tien  d'une  équation  diflerentielle  linéaire  du  quatrième  ordre;  3"*  Tintè^^ration 
d'une  équation  linéaire  du  troisième  ordre;  S**  une  triple  quadrature.  Les  deux 
équations  diflerentielles  se  ramènent  d'ailleurs  à  deux  équations  diflerentiellcs 
linéaires  du  troisième  ordre,  qui  sont  identiques.  M.  l'abbé  Aoust  indique  divers 
nis  intéressants  dans  lesquels  les  opérations  d'intégration  peuvent  être  eflectuées 
jusqu'au  bout. 

Rodet.  —  Sur   les   méthodes  d'approximation  chez  les  anciens. 
(159.167). 

Rectification  à  une  Communication  précédente.  Indication  d'une  règle  dite  de 
médiation  exposée  dans  une  Arithmétique  de  I^  Roche,  imprimée  à  Lyon  en  i520 
et  qui  conduit,  par  des  tâtonnements  faciles,  à  des  valeurs  approchées  d'une  ra- 
cine d'une  équation  quelconque,  valeurs  qui  ne  sont  autres  que  les  réduites  suc- 
cessives de  cette  racine  :  M.  Rodet  pense  que  cette  règle  était  pratiquée  très  ancien- 
nement par  les  Grecs,  peut-être  parles  Égyptiens. 

Àlexêief,  —  Sur  Textraction  de  la  racine  carrcSe  d'un  nombre. 

(167-171). 

A  propos  de  la  Communication  de  M.  Rodet,  M.  Alexéief  émet  l'opinion  que  les 
anciens,  pour  l'extraction  des  racines  cariées,  pouvaient  bien  procéder  par  l'em- 
ploi successif  des  moyennes  arithmétique  et  harmonique  et  donne  quelques  détails 
sur  les  calculs  auxquels  conduit  ce  procédé. 

Rodet,  —  Sur  un   procédé  ancien  pour  la  solution  en  nombres 
entiers  de  Téquatiou  indéterminée  ax -f-  hy^=>c.  (171- 174). 

Lemonnier.  —  Calcul  d'un  déterminant.  (175-177). 

L'auteur  démontre  l'égalité  suivante  : 


p-^'iq  P -h:\tjf    ...         p-^7 


(-0     «     y  ["^-^ — T"  J"     ■ 


Fouret  (G.).  —  Sur  les  faisceaux  ponctuels  plans  de  caractéris- 
tique V  ayant  un  point  principal  multiple  d'ordre  v»-. 

L'équation 
011  L,  M,  N  désignent  des  polynômes  de  degré  t'  en  x,  /  dont  le  premier  est  homo- 
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(;ènc,  définit  un  système  de  courbes  planes  satisfaisant  à  cette  double  condition, 
qu'il  y  ait  une  branche  du  système  passant  par  un  point  quelconque  du  plan  et  un 
nombre  t^  de  ces  branches  tangentes  à  un  point  pris  arbitrairement.  Dans  un  tel 
systèmCf  il  existe  f*-hv  -^\  points  en  chacun  desquels  la  direction  tangentielle  e&t 
indéterminée.  Ces  points  sont  en  général  asymptotiques  communs  à  toutes  les  courb<« 
du  faisceau  et,  dans  certains  cas,  des  points  de  croisement  de  ces  courbes.  Ils  com- 
prennent les  points  singuliers  de  ces  mêmes  courbes,  quand  il  en  existe.  M.  Fouret 
donne  à  ces  points  le  nom  de  points  principaux.  Plusieurs  points  principaux  pcuTcnt 
se  réunir;  c'est  ce  qui  arrive  quand  les  deux  équations 

Lx  —  M  ^=  o,     Lx  —  N  =:  o, 

se  coupent  en  un  point  qui  est  multiple  pour  l'une  d'elles.  M.  Fouret  examine  pn 
particulier  le  cas  où  il  existe  un  point  principal  multiple  d'ordre  y*;  nous  citerons 
le  théorème  suivant  :  «  Pour  un  tel  faisceau,  toute  droite  passant  par  le  point  prin- 
cipal multiple  d'ordre  v*  est  telle  que  les  tangentes  aux  courbes  du  faisceau,  aux 
points  où  elles  rencontrent  la  droite,  concourent  en  un  même  point  •. 
L'auteur  donne  plusieurs  applications  intéressantes. 


fro< 


ANNALES  DE  L.\  Société  Scientifique  de  Bruxelles.  —  Bruxelles,  F.  Hiiyrz. 

In-8MM- 

Tome  I;  1875-1876  (publié  en  1877). 

Gilbert  (P.).  —  Sur  la  démonstration  du  second  principe  de  la 
Thermodynauiîque,  due  à  M.  Sarrau.  (175). 

M.  Sarrau  (Journal  fie  d'Almeida,  '872)  considère  un  système  isotrope, 
soumis  à  une  transformation  infiniment  petite,  et  lui  applique  le  théorème  de 
Clausiussur  les  mouvements  stationnairos.  Mais  cette  formule  suppose  que  la  quan- 
tité désignée  par  S  mr'  reste  invariable,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  la  transformation 
considérée  par  M.  Sarrau,  où  le  corps  change  de  volume. 

Gilbert  (/^.).  —  Sur  renseignement  des  Mathématiques  dans  les 
collèges.  (A,  i5o-i53). 

Mansion  (P.).   —  Note  sur  renseignement  des    Malhématiqurs 
dans  les  collèges.  (A,  160-170). 

Perrj  [S,-J,).  —  Sur  l'observation  du  passage  de  Vénus  à  l'ile  de 
Kerguelen.  (A,  190-193). 


{*)  Deux  paginations,  que  nous  distinguons  par  les  lettres  A,  B.  Il  parait  environ 
un  Volume  de  600  à  700  pages  par  an ,  au  prix  de  ao  fr.  Chaque  Volume  contient 
des  Mémoires  relatifs  aux  Sciences  mathématiques,  physiques  et  nature^f».  Nous 
n'analysons  que  les  travaux  mathématiques. 
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A]>erça  d'enscmblo  sur  les  travaux  de  la  mission  anglaise  ci  de  quelques-uns  des 
résultats  (rénéraux  de  l'observation  du  passage  en  divers  endroits.  (Vapeur  d'eau 
daas  Tatmosphère  de  Vénus;  diflcrencc  entre  le  contact  oculaire  et  le  contac^  pho- 
tographique; possibilité  de  voir  Vénus  sur  la  chromosphère,  sans  le  secours  d'un 
spectroscope ;  absence  d'ellipticité  dans  la  planète). 

Hermite  [Ch.).  —  Sur  un  exemple  de  réduction  d'intégrales  abé- 
liennes  aux  fonctions  elliptiques.  (B,  1-16). 

Dans  une  Note  du  t.  VII  du  Journal  de  Crelle,  p.  4 16,  Jacobî,  en  généralisant 
no  résultat  obtenu  par  Legendre,  est  parvenu  k  ramener,  par  une  même  substitu- 
tion, deux  intégrales  hyperelliptiques,  de  genre  deux,  de  première  espèce  et  asso- 
ciées, à  deux  intégrales  elliptiques  de  première  espèce  et  de  module  différent.  Il  en 
a  dédoit  la  valeur  de  la  partie  réelle  et  de  la  partie  imaginaire  d'une  intégrale 
elliptique  de  première  espèce  à  module  imaginaire.  M.  Hermite  a  rencontré  un 
second  exemple  de  réduction  analogue.  Soient  <ix  =  4«' — 3ac,  3j^(z' — a)  =  a2*— ^, 
S*={x"— fl)(8s»  — 6a«  — *).  On  trouve 


/ifz  _  I    /• dx  Cl^^  —  JL.    C  *^^ 


b 


On  est  ainsi  conduit,  par  induction,  à  croire  qu'il  existe,  pour  les  fonctions  abc- 
lienoes  de  genre  p,  des  cas  de  réduction  aux  intégrales  elliptiques,  dans  lesquels 
tes/»  fonctions  de  première  espèce  seraient  eiprimées  par  autant  d'intégrales  ellip- 
(iqaes  différentes,  au  moyen  de  p  substitutions.  Cette  remarque  et  les  exemples  qui 
y  ont  conduit  font  entrevoir  une  voie  nouvelle,  même  après  les  belles  découvertes 
de  Clebsch,  dans  la  recherche  des  différentielles  algébriques  dont  l'intégrale  est 
réductible  aux  intégrales  elliptiques.  M.  Hermite,  sans  attaquer  cette  question  géné- 
rile,  en  traite  pourtant  une  qui  est  une  généralisation  des  recherches  de  Jacobi 
citées  plus  haut. 
Soient 

x(i-4-a«)(i-^-*s)=c*r,    jr{i-i-az){i-\-bz)=:c*Zt     c'=  (n-a)(i -h*), 
ke  =  ^-h^i     lc=.^  —  ^j    R(^«)  =  r(i  —  z){i-'  abz){i-haz){i'^bz), 

A«(x.i)  =  x(i-jr)(i-A«*).    A«C.r,0  =  rCi-.r)(i-^r). 

On  trouvera 

dx  edz     (  f—r    \  djr  cdz 


= z::^  (*  —  V^«^^)t  =  "     (1 — ^lïbz]dz. 


L'auteur  se  propose  d'abord  de  réduire  aux  fonctions  elliptiques  la  somme 

'fYdS 


/f\d\         Ç 


/X  étant  une  fraction  rationnelle,  X,  Y  les  racines  fonctions  de  x,  y  de  Téqiuation, 
dtt  second  degré  en  z, 

l^g^^-o.      •(z,x)  =  ,(.^«z)(.H-*x)-c.,. 

Fc  étant  une  fonction  du  troisième  degré,  telle  que  la  division  soit  possible. 
hulL  des  Sciences  math.,  2«  Série,  t.  IV.  (Avril  1880.)  R  .6 
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Supposons  d'abord /tt(«  —  ^)  =  I,  g  étant  iadéteriniDé,  puis  jr«,  x,  les  racines 
do  4>(z,T^  =  o,^r,,.?',  les  racines  de  ♦(c,^)  =  o.  Le  théorème  d'Abel  donne 


!(«)=   C ^V— 

J  («-g-)v'R('<) 

M.  Hermite  prouve  que  la  somme  I('e)  +  I('i)  se  réduit  aux  intéjjrales  elliptiques, 

la  somme  I C'g ) 'H  ^ O'i )  ^^  réduit  de  même  aux  intégrales 

r     dr  r  dr 

Donc,  enfin,  I(X)  +  I(Y)se  réduit  à  des  intégrales  elliptiques.  Le  tliéoréroe  annonce 
est  donc  établi  dans  le  cas  où  la  fonction /est  définie  par  la  relation /«(« — ^)  =  i« 
et,  par  suite,  à  cause  des  propriétés  des  fractions  rationnelles,  pour  le  cas  où/est 
une  fraction  rationnelle  quelconque,  sans  partie  entière. 

Si  /a  une  partie  entière,  les  intégrales  abéliennes  à  réduire  contiennent  les 
sommes 

YdY 


r  dx         r  d\         r^dx       r 
j  v^R(X)"^  j  v/RÔô'    J  y/HX)^  J 


v/RCY; 


dont  on  trouve  les  valeurs  en  égalant,  dans  la  formule  de  réduction  trouvée,  qaand 
fu(u  — g)  =  1,  les  coefficients  de  ff"*,  g~*,  les  deux  membres  étant  développés  en 
série  suivant  les  puissances  de  g-*.  Ce  dernier  problème  résolu,  on  peut  troaver 
les  fonctions  inverses  des  intégrales  abéliennes.  En  posant 

J       iv'R(X)  "^  J     WR(X) 

il  vient 

X,  Y  sont  des  fonctions  algébriques  de  x,jr  et  s'expriment,  par  conséquent,  algé- 
briquement en  sinam(ii,A),  sinam(i',/).  Cette  conclusion  donne  beaucoup  d'intérêt 
au  calcul  effectif  des  valeurs  de  X  et  Y  (par  lequel  M.  Hermite  termine  sod  travail), 
ou  plutôt  des  combinaisons  de  ces  fonctions  que  M.  Weierstrass  a  désignées  psr 
Al(u,c)g(,  a  étant  un  indice  unique.  Les  formules  trouvées  ouvrent  la  Toie  à  des 
recherches  ultérieures  auxquelles  M.  Hermite  reviendra. 

Gilbert  (P.).  —  Sur  certaines  conséquences  de  la  formule  électro- 
dynamique d'Ampère.  (B,  17-42). 

De  Tillj,  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  76-80). 

Dclsaux.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  80-84 )• 

Dans  la  première  partie  do  son  travail,  M.  Gilbert  démontre  les  théorèmes  stii* 
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vants,  dans  Thypothèse  de  l'exacUtude  de  la  loi  d'Ampère  :  i*  Il  n'y  a  pas  d'action 
réciproque  entre  deux  éléments  parallèles,  quand  la  droite  qui  les  joint  fait  avec 
leur  direction  un  angle  0^  tel  que  3cos'0  =  a.  i*  Un  courant  rectiligne  indéfini 
daos  un  sens  n'exerce  aucune  action  longitudinale  sur  un  élément  parallèle,  si  la 
droite  qui  joint  l'élément  à  l'origine  du  courant  fait  avec  leur  direction  un  angle  $, 

d  étant  égal  à  —  ;  l'action  normale  est  nulle  si  tang9  =  séc9.  3*  L'action  longitu- 
dinale d'un  courant  rectiligne  indéfini  dans  un  sens,  sur  un  courant  fini  parallèle, 
n'est  jamais  nulle  et  croit  indéfiniment  avec  la  longueur  du  courant  fini  ;  l'action 
normale,  au  contraire,  est  toujours  nulle  pour  une  certaine  position  relative  des 
deux  courants  ;  si  tous  deux  sont  indéfinis  dans  un  sens  et  de  direction  contraire, 
laction  normale  est  nulle  dans  le  cas  où  la  droite  qui  joint  leurs  origines  est  perpen. 
dicolaire  à  leur  direction.  4**  H  existe  une  position  relative  do  deux  courants  finis 
parallèles  où  leur  action  longitudinale  mutuelle  est  nulle.  5*  Deux  portions  con- 
lignés  d'un  même  courant  rectiligne  exercent  l'une  sur  l'autre  une  répulsion  infinie, 
ce  qni  prouve,  comme  l'a  remarqué  C.  Neumann,  que  la  loi  d'Ampère  n'est  pas 
vraie  pour  des  éléments  situés  à  une  faible  distance  l'un  de  l'autre.  6*  Sur  un  même 
condocteur  rectiligne  indéfini  dans  les  deux  sens,  deux  portions  indéfinies  do  cou- 
rant, l'une  vers  la  droite,  l'autre  vers  la  gauche,  et  non  contiguës,  se  repoussent 
avec  une  force  infinie.  (M.  De  Tilly  remarque  que  cette  conséquence  ne  prouve  rien 
contre  la  loi  d'Ampère;  car  les  attractions  de  la  partie  intermédiaire  du  conduc- 
teur entre  les  deux  portions  considérées  ne  peuvent  pas  être  négligées,  quand  on 
veut  comparer  les  résultats  du  calcul  à  l'expérience.  Dans  le  calcul,  il  faut  d'ailleurs 
tenir  compte  de  la  nécessité  de  fermer  le  courant.  Si  d'ailleurs,  pour  un  certain 
circuit,  la  répulsion  était  plus  grande  qu'une  quantité  M,  donnée  d'avance,  elle 
serait  plus  grande  encore  pour  un  circuit  moindre.  Pour  vérifier  la  conséquence 
tirée  par  M.  Gilbert  de  la  formule  d'Ampère,  il  ne  sert  donc  à  rien  d'allonger  lo 
circuit;  c'est  la  force  de  la  pile  qu'il  faut  augmenter.  Le  R.  P.  Delseux  arrive  aussi 
a  cette  dernière  conclusion  ).  ']"  II  est  possible  de  placer  deux  conducteurs  paral- 
lèles finis  de  manière  que  leur  action  normale  mutuelle  soit  nulle. 

Dans  la  seconde  partie,  l'auteur  traite  les  questions  suivantes  :  i*  Étant  donné 
an  élément  ds,  déterminer  la  figure  d'un  conducteur  tel,  que  chacun  de  ses  élé- 
ments soit  sans  action  sur  ds.  3*  Déterminer  la  forme  d'un  courant  linéaire  dont  un 
arc  quelconque  exerce  sur  un  courant  rectiligne  indéfini  (fini)  une  action  longitu- 
dinale (ou  normale)  nulle.  3*  Un  courant  rectiligne  indéfini  dans  un  sens  ne  sau- 
rait produire  aucune  rotation  sur  une  portion  quelconque  de  conducteur  circulaire, 
ayant  pour  centre  l'origine  du  courant  et  mobile  autour  de  ce  centre.  Ce  théorème 
te  prête  à  une  'vérification  expérimentale,  4*- Calcul,  au  moyen  des  fonctions  ellip- 
tiques, de  l'intensité  du  couple  moteur  dans  la  rotation  d'un  courant  rectiligne 
dans  un  plan  horizontal,  sous  Tinflu^nco  d'un  courant  circulaire  fixe  placé  dans  le 
même  plan. 

Le Paige  (C).  —  Sur  les  nombres  de  Bernoulli  et  sur  quelques 
fonctions  qui  s'y  rattachent.  (B,  43-5o). 

Relations  diverses,  les  unes  connues,  les  autres  données  ailleurs  par  l'auteur,  los 
autres,  enfin,  nouvelles,  obtenues  par  la  considération  de  la  somme  des  produits /j 
à  p  des  m  premiers  nombres  naturels. 

léC  Paige  (C).  —  Note  sur  certaines  équations  différentielles. 
(B,  5i-58). 
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Cas  divers  d'intéjrrabilité  do  Tcqualion  linéaire 

(\irhonnelle  (/.)  et  Ghyseris  [E.).  —  L'action  mécanique  de  l.i 
lumière.  (B,  59-74 )• 

Quand  un  point  doué  d'atlractîon  ou  de  répulsion  oscille  autour  d'une  position 
moyenne,  son  action  moyenne  peut  difTérer  notablement  de  l'action  qu'il  eierce- 
rait  en  restant  immobile  dans  la  position  moyenne.  Ce  principe  peut  senir  a 
expliquer,  partiellement  au  moins,  les  mouvements  des  comètes  et  sans  doute  aussi 
l'action  répulsive  du  Soleil  sur  la  queue  des  comètes. 

lleis  {E,),  —  E  pur  si  muove.  (B,  20i-2ofi). 

Ce  mot  apocryphe  de  Galilée  ne  se  trouve  dans  aucune  biographie  de  Galilée, 
avant  1789,  époque  où  on  le  rencontre  dans  le  Dictionnaire  historique  ou  Histoire 
abrégée,  par  une  Société^  7*  édition,  Caen,  Leroy,  t.  IV.  11  a  été  reproduit  par  tous 
les  auteurs,  jusqu'à  Bertrand  (186:)),  qui  en  a  fait  ressortir  l'invraiftemblance. 

De  Fierlant  (-^.).  —  Etude  sur  les  ressorts  de  suspension  et  de 
traction  à  feuilles  étagées,  suivie  d*une  Table  permettant  une 
détermination  facile  de  leurs  dimensions.  (B,  2o5-3oa). 

Secchi  (^.).  —  Lettre  (à  M.  Newcomb)  sur  la  structure  du  Soleil. 
(B,  3o3-3i2). 

Carbonnclle  (/.  ).  —  Calcul  de  la  chaleur  diurne  envoyée  par  le 
Soleil  en  un  point  quelconque  de  la  surface  terrestre.  (A,  126-129; 
B,  323-366). 

Cet  importent  travail  a  pour  objet  la  détermination,  par  le  calcul,  de  la  quantité  D 
de  chaleur  qui  tombe  en  chaque  endroit,  à  la  limite  de  l'atmosphère,  surunesur- 
fuce  plane'  égale  à  l'unité  de  surface,  pour  chaque  jour  de  l'année.  Cette  quantité 
dépend  de  la  hauteur  méridienne  du  Soleil  et  du  temps  que  cet  astre  reste  au- 
dessus  de  l'horizon,  temps  qui  augmente  d'une  manière  continue  depuis  l'équateur 
jusqu'au  parallèle  où  le  Soleil  rase  l'horizon  à  minuit.  La  quantité  D  est  donc  une 
fonction  de  la  latitude  et  du  temps  écoulé  depuis  l'équinoxe  du  printemps.  Pour 
un  jour  donné  de  l'année,  D  varie  avec  la  latitude,  de  manière  que  cette  quantité 
a  toujours  un  maximum  au  pôle  éclairé,  un  autre  maximum  M  entre  le  pôle  et 
l'endroit  où  le  Soleil  est  au  zénith  à  midi,  un  minimum  m  entre  ces  deux  maxima; 
D  va  en  diminuant  depuis  l'endroit  où  D  =  M  jusqu'au  pôle  non  éclairé  ou  au 
parallèle  de  perpétuelle  obscurité.  Le  jour  du  solstice  d'été,  D=  M,  sur  un  paral- 
lèle qui  passe  à  peu  près  par  Bayonne,  Marseille,  Pise,  Khiva,  Pékin,  San-Franciseo, 
New-York,  Boston;  D=  M  à  Christiania,  Saint-Pétersbourg,  etc.  A  mesure  que  le 
Soleil  s'éloigne  de  Téquateur,  à  partir  de  l'équinoxe  du  printemps,  les  points  oà 
D  =  M,  D  =  7?f  se  rapprochent  sans  cesse,  sans  s'atteindre  toutefois;  ils  s'attein- 
draient si  l'obliquité  de  l'écliptique  était  do  aS^.  Au  pôle,  O  croit  sans  cesse  avec 
la  déclinaison  du  Soleil  ;  le  10  mai,  D  a  la  mémo  valeur  au  pôle  et  à  l'équateur;  du 
10  mai  au  a  aoAt,  D  est  plus  grand  au  pôle  qu'à  l'cquatcur.  Du  23  mai  au  ig  juillet. 
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le  pôle  reçoit  chaque  jour  plus  de  chaleur  que  n'importe  quel  autre  point  de  la 
Terre,  et,  du  i3  mai  au  39  juillet,  l'équateur  en  reçoit  moins  que  n'importe  quel 
point  de  ]*hémisphére  boréal.  Ces  résultats  sont  appuyés  de  calculs  très  simples, 
dont  il  est  facile  de  Tériticr  l'exactitude.  Une  Table  numérique,  qui  termine  le 
Blémoire,  permet  de  construire  des  courbes  donnant  approximativement  D  pour 
rhaque  degré  de  déclinaison  du  Soleil.  Ce  travail  du  P.  Carbonnelle  a  des  appli- 
cations importantes  à  la  Géoc^raphie  :  il  explique  la  rapidité  et  la  vigueur  de  la 
végétation  dans  les  régions  polaires,  plaide  en  faveur  d*une  mer  libre  au  pôle,  et 
peut  même  servir  à  appuyer  la  théorie  géologique  de  Croll. 

Tome  II;  1877-1878  (publié  en  1878). 

Delgeur  {L.).  —  Note  sur  la  parole  attribuée  à  Galilée  :  «  E  pur 
si  muove.  )>  (A,  68-69). 

Inilh  (Augustin  Simon),  né  en  17 19,  mort  en  17941  rapporte  ce  mot,  t.  III,  p.  49> 
de  rOavrage  intitulé  :  Querelles  littéraires  ou  Mémoires  pour  servir  à  l* histoire  des 
révolutions  de  la  république  des  lettres,  depuis  Homère  jusqu  à  nos  jours,  Paris,  1761. 
Le  mot  apocryphe  de  Galilée  date  donc  au  moins  de  1761;  cependant  il  devrait 
être  d'invention  récente,  puisqu'il  était  inconnu  des  biographes  italiens  do  Galilée, 
à  la  même  époque. 

Mansion  (P-)-  —  Analyse  de  «  Kretscbmer,  Geometrische  An- 
scbauungslehre,  Posen,  1877.  »  (A,  79-80). 

L'enseignement  rationnel  de  la  Géométrie  devrait  être  précédé  par  un  enseigne- 
ment intuitif  de  cette  science,  bien  dirigé. 

Carbonnelle  (/.  ).  —  Examen  des  reclierclies  de  M.  Boussinesq 

sur  les  solutions  singulières  des  équations  diiTérenticlles  de  la 

Mécanique.  (A,  118-iao). 

L'instabilité  essentielle  aux  solutions  singulières  s'orppose  radicalement  (suivant 
le  E.  P.  Carbonnelle  )  aux  applications  philosophiques  de  la  découverte  de  M.  Bous- 
sinesq. 

Ilaton  de  la  Goupillière  {J.-N,),  —  Recherches  sur  les  dévelop- 
poïdcs.  (B,  1-24). 

Historique  :  Réaumur,  Lancret,  Habich,  Dewulf,  Chasles,  Aoust.  Solutions  de 
diverses  questions  intéressantes  sur  les  développoïdes,  en  partant  de  la  formule 

ô  =  r  sin  a  -+-  -.-  cos a, 
au 

où  M  est  l'angle  de  la  tangente  &  une  courbe  avec  une  direction  fixe,  p  son  rayon 
(le  courbure,  r  le  rayon  de  courbure  de  la  développoîde  (enveloppe  des  droitos 
faisant  avec  les  normales  à  la  première  un  angle  égal  à  a).  1**  Trouver  la  nt^>n« 
développoîde  inverse  d'un  point,  a"  Trouver  une  courbe  qui  ait  pour  /<ièma  déve- 
loppoîde une  ligne  semblable  (par  similitude  directe  ou  inverse).  3"  La  nl^ote  déve- 
loppoîde inverse  d'une  courbe  quelconque,  pour  11  =  oo ,  est  une  spirale  logarith- 
mique. 


o, 
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Le  Paige  (C).  —  jNole  sur  l'involution  des  ordres  supérieurs. 
(B,  25-36). 

Mansion  (P.)    el   Carnoj  («/.).    —    Rapport   sur   ce  Mémoire. 
(A,  54-60). 

Soient  r,,  r,,  ...,r^  les  racines  de/jc  =  0;^,,  p^^ ..., /s, celles  deç^x;  R,,R,,  ...,R. 
celles  de  fx-\-  kfx  =  0.  Les  relations  involutives  qui  existent  entre  les  r,  p,  R 
peuvent  so  mettre  sous  les  formes  suivantes  : 

'»     Sr^,      Sr^/^,      •••1     '*!  '"t  •  •  ■ '"« 

If     SRj-)     SRj-Ryf     •••«     R,R|..«Rj, 

(M  — N)P(x  — r)-h(IV— A)P(x  — />)-+-(A  — M)(x  — R)  =  o. 

P  est  un  signe  multiplicatoirc,  de  manière  que  P(ar  —  r),  à  un  facteur  constant 
près,  est  identique  à  /x;  A  est  Tabscisse  du  centre  des  moyennes  distances  des» 
points  r,  M  celle  du  centre  des  moyennes  distances  des  points  p,  N  celle  du  centre 
des  moyennes  distances  des  points  R.  Ces  remarques  sur  Tinvolution  des  3/i 
points  r,  p,  R  donnent  lieu  à  diverses  conséquences  et  s'étendent  à  mn  points. 

Delsaux  (•/.).  —  Sur  la  détermination  analytique  de  la  charge 
dans  une  bouteille  de  Leyde.  (B,  37-40). 

Gilbert  (-P.).  —  Sur  un  théorème  de  Mécanique  générale  et  sur 
quelques  conséquences  qui  en  découlent.  (B,  4 ''48). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  62-64)- 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  contenu  dans  ré{ra1ité  suivante,  relative  à  un  système 
quelconque  de  points  matériels  de  masses  m,  de  TÎtesses  v»  et  v  aux  temps  f,  et  /, 

1  ^"'«'î  —  ^  2""''  ^  2  2'^'*'^  ^^'7i  "^  Sty.rtv  -^wVcosCc',»'), 

u  désignant  la  vitesse  perdue  pendant  Tintervulle  de  temps  considéré,  S  indiquant 
une  sommation  qui  s'applique  à  tous  les  couples  de  points  du  système  pris  deux  a 
deuXi  r  désignant  la  distance  mutuelle  de  deux  points  m,m\  rw  une  vitesse  per- 
pendiculaire à  la  droite  mm'  et  due  à  la  rotation  w  de  la  droite  mm*  autour  dupoiot 
m  à  Tinstant  considéré,  u^  et  cr^  l'Impulsion  totale  do  la  force  produite  sur  m  par 
l'action  de  m'  projetée  sur  la  direction  mm'  ou  sur  la  direction  de  la  vitesse  rw\ 
enfin  vt'  désigne  l'impulsion  totale  d'une  force  extérieure. 

Voici  maintenant  quelques  conséquences.  Lorsque  deux  corps  d'élasticité  quel- 
conque viennent  à  se  choquer,  à  l'instant  de  la  déformation  maximum,  la  perte  de 
force  TÎve  produite  par  le  choc  est  égale  à  la  somme  des  forces  vives  correspoo- 
dantes  aux  vitesses  perdues. 

Dans  le  mouvement  d'un  système  matériel  quelconque,  la  demi-somme  des  foKcs 
vives  correpondantes  aux  vitesses  perdues  de  tous  les  points  entre  deux  époqaes  t, 
(>t  r,  changée  de  signe,  est  égale  à  la  somme  des  travaux  que  développeraient  toutes 
les  forces,  extérieures  et  intérieures,  si  h  chaque  instant  delà  durée  r — t^on  attri- 
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buait  à  chacun  des  points,  au  lieu  de  sa  vitesse  réelle,  la  TÎtesse  qu'il  perd  entre 
riostaot  considéré  et  l'époque  e. 

Gilbert  (P.).  —  Note  sur  T interprétation  géométrique  du  mou- 
vement apparent  d'un  point  à  la  surface  de  la  Terre.  (B,  49~^6)- 

LePaige  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  61-62). 

Si  l'on  imagine  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  soit  parallèle  à  l'a'xo  aus- 
tral, qu'on  lui  imprime  un  mouvement  uniforme  perpendiculairement  au  plan  du 

fcos  y 

méridien  vers  l'est,  avec  une  vitesse '-  «  où  1  désigne  la  latitude  du  lieu  consi- 

déré  et  u  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre;  que  sur  ce  cylindre  une  géné- 
ratrice PM  tourne  autour  de  l'axe  avec  une  vitesse  angulaire  double  de  la  rotation 
terrestre,  mats  en  sens  contraire;  qu'enfln  sur  cette  génératrice  un  point  M  se 
meuve  dans  le  sens  nord-sud,  d'un  mouvement  uniformément  varié,  avec  une 
accélération  ^  si n  il  proportionnelle  au  sinus  de  la  latitude,  on  aura  la  représenta- 
tion géométrique  exacte  du  mouvement  apparent  d'un  point  pesant  à  la  surface  de 
la  Terre. 

Si  l'on  conçoit  un  système  de  deux  axes  mobiles,  l'un  normal  au  plan  du  méri- 
dien vers  l'est,  Vautre  parallèle  à  l'axe  de  la  Terre  vers  le  sud  et  dont  le  point  com- 
mun, partant  de  la  position  initiale  du  mobile,  décrit  un  cercle  normal  à  l'axe 
terrestre,  en  sens  contraire  de  la  rotation  de  la  Terre  et  avec  une  vitesse  angulaire 
double  de  cette  rotation,  le  mouvement  apparent  du  point  mobile,  dans  le  plan 
de  ces  deux  axes,  sera  un  simple  mouvement  parabolique,  semblable  à  celui  d'un 
point  pesant  dans  le  vide  quand  on  fait  abstraction  de  la  rotation  terrestre. 

Belpaire  (T.),  —  Essai  d'une  théorie  des  voûtes  en  berceau,  eu 
arc  de  cercle  et  en  plein  cintre.  (B.  57-80). 

Lagasse  et  Cousin.  —  Rapports  sur  ce  Mémoire.  (A,  71-79). 

L'auteur  a  essayé  de  faire  disparaître  l'indétermination  que  présente  l'emploi  dn 
U  méthode  des  courbes  de  pression.  Pour  coin,  il  a  étudié  les  déformations  qun 
sabit  le  système  et,  moyennant  des  hypothèses'plus  ou  moins  plausibles,  il  est  arrivé 
à  deux  conditions  nouvelles  auxquelles  doit  satisfaire  la  courbe  des  pressions  et 
qui  permettent  de  la  déterminer. 

Gilbert  {P»)-  —  Sur  quelques  propriétés  relatives  aux  mouve- 
ments plans.  (B,  81-88). 

Ghjsens  (£".).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (65-66). 

L'auteur  donne  une  construction  simple  de  la  normale  commune  aux  centroîdes 
fiie  et  mobile,  qui,  en  roulant  l'un  sur  l'autre,  permettent  de  réaliser  le  mouve- 
ment d'une  figure  plane  dans  son  plan,  ainsi  que  du  pôle  des  inflexions,  lorsque 
l'on  connaît,  au  moment  considéré,  les  centres  de  courbure  des  trajectoires  de 
deux  pointa  de  la  figure  mobile;  le  point  d'intersection  des  deux  droites  qui  joignent 
respectivement  les  deux  points  de  la  figure  mobile  aux  deux  points  où  les  perpen- 
diculaires menées  aux  normales  aux  deux  trajectoires  en  leur  point  commun  (centre 
instantané  de  rotation  )  rencontrent  la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  appar- 
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tient  à  la  normale  commune.  La  construction  du  p^le  des  inflexions  est  cosuitr 
facile. 

M.  Gilbert  démontre  ensuite,  par  des  considérations  cinématiqucs,  la  proposittoa 
relative  au  centre  de  courbure  do  rcnveloppc  d'une  courbe  de  la  figure  mobile. 

Ghysens  (£".).  —  Sur  les  aîres  partielles  de  rellipsoïde.  (B,  89-98). 

Simplification  et  extension  des  recherches  résumées  dans  SaiLÔMiLai,  CompcR- 
di^m  der  hôhercn  Analjrsis,  B,  II. 

Delsaux  (/.).  —  Sur  la  démonstration  de  l'équation  AV  =  —  Jir.ù 
dans  la  théorie  du  potentiel.  (B,  99-102). 

Mansion  (-P.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  67). 

On  peut  réduire  la  démonstration  au  cas  où  le  corps  se  réduit  à  une  sphère  aos&i 
petite  qu'on  le  veut,  la  densité  étant  nulle  au  centre  si  le  corps  est  hétérogéno. 

•-r-  dty  V  étant  le  polentieli  v  le  volume,  9  la  surface,  a  la  oor- 

CdS 
maie  de  la  petite  sphère.  Mais,  d'après  la  théoriede  l'attraction,  |   -r-  </«•=  —  4  T^fp^^* 

p  étant  la  densité.  On  déduit  de  là  AV  =  — 4^Pi  ^^  moins  si  AV  ne  chaoge  pas 
de  signe  en  chaque  point  de  la  sphère. 

Turquau^  [L,'F .).  —  Mémoire  sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des 
corps  flottants.  (B,  i23-i56)« 

L'auteur  arrive  à  une  conclusion  contraire  à  celle  de  Clebsch  {Journal  de  Crelle, 
année  i85g);  les  petits  mouvements  du  liquide  n'ont  aucune  influence  sur  la  sta- 
bilité de  l'équilibre  du  corps  flottant. 

Hcrmite  {C),  —  Sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
en  fonctions  simples.  (B,  1 57-160). 

Soient  Fx  =  (x  —  a)(x  —  *)  (x  —  c) . . . , /.r,  ç?x  des  fonctions  entières;  ensuite 

fx  ABC 


tx       ^  X — a      X  —  b       X  —  c 

Dérivant  les  deux  membres  de  cette  égalité  (m  —  i)  fois  rapport  \k  a,  (n  —  i)rois 
par  rapport  à  ^,  {p  —  1}  fois  par  rapport  à  c,  etc.,  on  trouve  la  formule  do  décûm- 
position  de  [/r  :  (x  —  «)'"(x  —  *)"(  r  —  c/ . . .]  en  fractions  simples. 

Mansion  (/^.).  —  Généralisation  d'un  théorème  de  M.  H.-J.-S. 
Smith.  (B,  211-224). 

Valeur  de  tout  déterminant  symétrique  Sd=a,|a,, . . .  «i^,  où  0^=  a^^.^  â(<>^/- 
Conséquences. 

Gilbert  (P-)-  —  Etude  historique  et  critique  sur  le  problème  delà 
rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  (B,  255-355). 

Analyse  critique  des  principaux  travaux  sur  la  question,  en  laissant  de  côté  le* 
premiers  linéaments  de  la  théorie  à  son  origine,  les  écrits  sur  la  précession  des 
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éqoinoxes  et  ceux  qui  sont  relatifs  aux  projectiles  cylindro-conlques.  —  I.  lyAlem- 
bert,  Euler,  Lagrange,  Legendre,  Poisson.  Théorie  de  Poinsot  ;  critiques  de  Gascheau  ; 
recherches  de  Saint-Guilhem  et  do  M.  Folie.  M.  Gilbert  fait  remarquer  que  Poinsot 
est  loin  d'être  toujours  rigoureux  dans  ses  raisonnements.  —  II.  1.  Travaux  indé- 
pendants de  la  théorie  de  Poinsot,  ayant  leur  point  de  départ  dans  la  dissertation 
de  Rueb  :  Rueb,  Jacobi,  Soroof,  Gudermann,  Weierstrass,  Richelot.  2.  Mémoires 
où  la  théorie  de  Poinsot  est  rattachée  à  celle  de  Rueb  et  Jacobi  :  SyWester,  Radau, 
Dieu,  Chelini,  Siacci.  —  III.  Mouvement  de  la  toupie,  de  la  machine  de  Bohnen- 
berger,  du  gyroscope  de  Foucault;  autres  appareils  analogues.  Explications  élé- 
mentaires par  la  cinématique  des  mouvements  observés  :  Sire,  Hirn ,  Heynen,  Jouf- 
fret.  Leurs  défauts.  —  IV.  Théories  analytiques  sur  le  même  sujet:  Poisson,  Puiseux, 
Resal,  Heynen,  Somof,  Lottner.  —  V.  Analyse  des  recherches  où  Ton  tient  compte 
des  phénomènes  manifestés  par  le  gyroscope  sous  l'influence  de  la  rotation  terrestre  : 
Lamarle,  Quet,  Resal,  Bertrand  (pas  rigoureux),  Yvon  Villarceau,  Lottner  (erroné), 
Bour.  —  Yl.  Bibliographie  contenant  une  liste  de  nombreux  Mémoires  qui  n'ont 
pu  être  analysés  par  M.  Gilbert,  en  particulier  ceux  de  MM.  Brill  et  Hermite. 

De  Saint'Venant.  —  De  la  constitution  des  atomes.  (B,  4i7"456, 
et  Supplément,  i-Sp). 

Développement  de  Tidée  de  Boscowich.  Les  derniers  éléments  des  corps  sont  des 
points  mathématiques  agissant  les  uns  sur  les  autres,  avec  des  intensités  fonctions 
de  leurs  distances  mutuelles,  ou  mieux  doués  de  mouvements  dont  la  loi  dépend 
des  dérivées  secondes  de  ces  distances  par  rapport  au  temps.  La  théorie  de  l'élas- 
ticité de  Navier,  Poisson  et  Cauchy,  selon  l'auteur,  ne  permet  pas  l'admission  d'une 
matière  continue.  Dans  le  supplément,  M.  de  Saint-Venant  cite  l'autorité  de  quelques 
philosophes  en  faveur  de  sa  théorie  et  répond  aux  objections  d'ordre  métaphy- 
sique* II  n'explique  pas  d'où  peut  nous  venir  l'idée  de  continuité  dans  son  système. 

Belpaire  {T.),  —  Tables  permettant  d'eûec tuer  rapidement  les 
calculs  relatifs  à  la  stabilité  des  voûtes  en  berceau,  en  arc  de 
cercle  et  en  plein  cintre  (B,  457-477  )•  !*•  Mamsiow. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'académie  des  Sciences. 

Tome  XG;  1880,  i*'  semestre. 

N°  1  i  5  jaDTÎer. 

Sainte-Claire  Deuille  {H.),  —  Du  mouvement  engendré  par  la 
diffusion  des  gaz  et  des  liquides.  (18). 

Janssen,  —  Remarques  sur  une  Communication  récente,  relative 
au  réseau  pbptosphérique.  (a6). 
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Trêve,  —  Sur  une  application  de  la  préexistence  des  courants  d'Am- 
père dans  le  fer  doux.  (35). 

Trêve.  —  Sur  de  nouveaux  lubcs  lumineux.  (36). 

N°  2;   12  jaTier. 

Faye,  —  Sur  les  observations  météorologiques  du  mois  de  mai  à 
Zi-ka-wei,  en  Chine.  (5o). 

Saint-Venant  [de),  —  Sur  la  géométrie  cinématique  des  défor- 
mations des  corps  soit  élastiques,  soit  plastiques,  soit  fluide:». 
(53). 

Moncel  (Th.  du).  —  Influence  de  la  nature  des  charbons  sur  la 
lumière  électrique.  (64)- 

Lalanne  (Z.)  et  Lemoine  (G.).  —  Sur  le  désaccord  apparent  entre 
les  hauteurs  observées  récemment  sur  la  Seine  et  les  prévisions 
du  Service  hydrométrique  dans  la  traversée  de  Paris.  (65). 

Huggins  (  W.).  —  Sur  les  spectres  photographiques  des  étoiles. 

(70). 

Colladon.  —  Etat  des  travaux  de  percement  du  Saint-Gothard. 

(73). 

Callandreau.  —  Détermination,  par  la  méthode  de  M.  Gyldénfdu 
mouvement  de  la  planète  Héra  (1^.  (82). 

Darboux  (G.).  —  Sur  les  polygones  inscrits  à  une  conique  et  cir- 
conscrits à  une  autre  conique.  (83). 

Toutes  les  fois  que  Ton  aura  un  polygone  d'urdre  h  inscrit  à  une  conique  et  cir- 
conscrit à  une  autre  conique,  on  pourra  obtenir  une  transformation  rationoelic 
d'ordre  n  d'une  intégrale  elliptique  dans  une  autre. 

Soient  * 

Pj=o,     ...,    P,  =  o 

les  équations  des  côtés  du  polygone  inscrit  à  la  conique  (  C)  ;  tous  les  points  de  cette 
conique  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 

a.       <î,  « 

_^-|+...^^  =  o, 

où  les  a  sont  des  constantes.  Soient  (C)  une  conique  inscrite  au  polygone,  )  un  pa- 
ramètre au  moyen  duquel  on  détermine  individuellement  les  points  do  (C');uu  point 
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quelconque  du  plan  est  déterminé  par  les  deux  yaleurs  p,  p^  de  jl,  qui  répondent  aux 
points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point;  l'équation  précédente,  avec  ce 
système  de  coordonnées,  prendra  la  forme 

pCp)     pC/>i)* 

oû/j  f  désignent  des  polynômes  d'ordre  n  — 1,11.  L'équation  f{p)  —  ^/(p)  =  0  dé- 
linit,  lorsque  A  Tarie,  tous  les  polygones  inscrits  à  (C)  et  circonscrits  à  (C),  c'est-à- 
dire  qu'elle  donne,  pour  chaque  valeur  de  k,  les  paramètres  des  points  de  contact 
des  dliTérents  côtés  du  polygone  correspondant. 

Soient  maintenant  R,,  B„  B,,  B^  les  points  de  contact  avec  la  conique  (C)  des 
bngentes  communes  aux  deux  coniques  (C),  (C),  et  ^,,  ^,,  ^„  ^4  les  paramètres  des 
points  de  contact  avec  C  de  ces  tangentes  communes.  Supposons  d'abord  n  impair; 
si  l'on  des  sommets  du  polygone  inscrit  &  (C)et  circonscrit  à  (C)  vient  en  B,,  Tun 
des  côtés  de  ce  polygone  se  réduira  à  la  tangente  en  ce  point,  et  l'on  reconnaît 
sans  peine  que  tous  les  autres  côtés  sont  deux  à  deux  confondus.  11  suit  de  là  que, 
pour  une  Taleur  A,  de  A,  on  aura  Tidentité 

?(/>)-*./(/>)  =  (p-^)UN 

l',  étant  no  polynôme  entier  en  p;  de  même 

?(p)-*./(f  )=(/»-*.)«:. 

eu  par  suite,  la  formule 

r-ïiPl 
^      J\P) 

donnera  une  transformation  des  deux  différentielles 

tfr dfi ^ 

Le  cas  de  n  pair  conduit  à  des  conclusions  analogues;  il  y  a  alors  deux  espèces 
distinctes  de  polygones  à  côtés  confondus. 

Tliollon.  —  Cyclone  solaire.  (87). 

Villari  (-R.).  —  Sur  les  loîs  thermiques  des  étincelles  électriques 
produites  par  les  décharges  ordinaires,  incomplètes  et  partielles 
des  condensateurs.  (89). 

Denza  (JP.).  —  Variations  de  la  déclinaison  magnclique,  déduites 
des  observations  régulières  faites  à  Moncalieri  dans  la  période 
1871.78.  (92). 

Griffe  {A.).  —  Sur  le  galvanomètre  de  Thomson.  (94)- 
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jN°  3;  19  jaofier. 

Hermite,  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  cilipliqucs. 
(io6). 

Suite  des  belles  recherches  de  Tauteur  sur  les  équations  analog^ues  à  réqiiation 
de  Lamé.  L'ensemble  de  ces  recherches  sera  analysé  dans  la  première  Partie  du  Bul- 
letin, 

Picard  {£,). —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 

(128). 

Si  les  coeflicients  d'une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  quelconque  sont 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  première  espèce,  aux  périodes  2K  et  a/K', 
et  si  cette  équation  admet  une  intcjrrale  uniforme  n'ayant  dans  tout  le  plan  que  des 
pôles,  cette  intégrale  pourra  être  exprimée  au  moyen  des  fonctions  H,  d  de  Ja- 
cobi. 

Si,  en  effet,  une  fonction  uniforme /(x)  jouit  des  propriétés  déOnies  par  les  deux 
équations 

/(x-H    2mK)r--A,/(x)-f-A./(x-t.2K)    n- . . . -h  A^/[xH- 2(w  — i)K], 
/(x-+-a/iMK')  =  B,/(x)-f-B,/(x-HaiK')-h...-hB„/[x-t-2(m  — i)/K'], 

où  les  A  et  les  R  sont  des  constantes,  on  reconnaît  aisément  que,  pourra  que 
certaines  équations  algébriques  de  degré  m  aient  leurs  racines  inégales,  /(x)  est  la 
somme  de  m*  fonctions  périodiques  de  seconde  espèce.  Dans  le  cas  où/(x)  estune 
intégrale  d'une  équation  linéaire  de  la  classe  considérée,  cette  fonction  jouit  évi- 
demment des  propriétés  précédentes;  on  reconnaît  alors  que  m* — m  des  fonctions 
de  seconde  espèce  sont  nulles. 

L'auteur  donne  comme  application  l'équation 

^4-{A  — 6A*8in«x)^-^A.^  =  o, 

où  A,  A,  sont  des  constantes  quelconques,  et  qui  admet  trois  intégrales  de  la  forme 


^^     e(on 
H(x-+-«w)    L       el^J 


•^-    e(x)    ^ 

ji  et  u  étant  des  constantes  convenablement  choisies. 


N«  4^  26  jaBYicr. 

Resal  [H.).  — De  Tinfluence  delà  température  et  de  rélaslicîlé 
sur  les  câbles  des  ponts  suspendus.  (i49)- 

D'ArsonvaL  —  Sur  un  nouveau  condensateur  voltaïque.  (i66). 
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ÀppelL  —  Sur  des  fonctions  de  deux  variables  à  trois  ou  quatre 
paires  de  périodes.  (  I  ^4  )  • 

Soient  b  et  ^  deux  Gonstantes  données,  m  un  entier  quelconque,  <7j,a,...  .,«7,, 
«„«„...,  oc,  des  constantes  assujetties  à  la  condition 

posons 

et  loit  f{jr  )  une  fonction  uniforme  de  j  admettant  la  période  h.  I^  fonction 

est  une  fonction  uniforme  de  x  et^  admettant  trois  paires  de  périodes  conjuguées, 

b3 
à  ssToir  pour  x  les  périodes  ai,  ùà',  o  et  pour  j^  les  périodes  correspondantes  o,  —  i  ^. 

Formons  un   nombre  quelconque  de  fonctions  telles  que  (i),  puis  prenons  une 
fonction  rationnelle  de  ces  fonctions,  de  fonctions  doublement  périodiques  dexaux 

périodes  ai  et  tu',  et  de  fonctions  doublement  périodiques  de  jr  aux  périodes  -^ 

et  b\  nous  obtiendrons  ainsi  une  fonction  uniforme  F(x,/-)  admettant  les  trois 
paires  de  périodes  déjà  indiquées  et  dont  les  dérivées  partielles  sont  des  fonctions 
composées  de  la  même  façon  que  la  fonction  elle-même. 
Si  parmi  ces  fonctions  on  considère  celles  qui  sont  des  fonctions  rationnelles  de 


«r» 


e  ^  ,  leurs  dérivées  partielles  seront  composées  de  la  même  façon.  Entre  trois  de 
ces  fonctions  UfV,w  existe  une  relation  algébrique.  En  particulier,  il  existe  une 

du    du 
telle  relation  entre  u,-j-^  ^— 

Ox    oy 

Mittag'Leffler.  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce .  (177). 

Soit  F(jr)  une  telle  fonction,  en  sorte  que 

F(*-*-aK)     =/*F(ar), 
F(x-i-2iK')  =  /t'F(x), 

et  soit,  dans  le  voisinage  d'un  p4le  a, 

F(rt-+-5)=A«-'-+-A,D«-'H-  ...H-A.D««-'-hB-+-B,«-4-.... 

M.  Hermite  a  montré  que  F(j:)  peut  être  représenté  par  la  formule 

F(x}  =  2[A/(*  — a)-l-A,D/(*  — a)-h...-hA^D«/(-'-«)]. 
t)ù  lu  sommation  embrasse  tous  les  p61es  a  situés  dans  le  parallélogramme  des  pé- 
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riodcs  et  où/(x)  est  une  fonction  définie  par  régalité 

•'^'^    '"■       H(«)H(x)  ' 

los  constantes  A  et  di  étant  telles  que  l'on  ait 


Il  est  clair  que  cette  formule  est  en  défaut  toutes  les  fois  que  Ton  a 

&i=.d=3mK:±:3  nîK'  ; 
les  constantes  u  et  fi'  prennent  alors  la  forme 


M.  Miltag-Lefller  établit  comme  il  suit  la  formule  qui,  dans  ce  cas  d'aoBceplion,  cioit 
remplacer  la  formule  de  M.  Hermite. 
Partant  de  la  formule  fondamentale 

Jo 

Jo 

qui  donne  la  somme  des  résidus  des  pôles  d'une  fonction  ^(z),  uniforme  et  n'ayant 
pas  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le  point  oo  ,  dans  l'intérieur  du  parallélo- 
gramme p-\-2K^-h2iK'rjy  on  applique  cette  formule  à  la  fonction 

où  F(z)  est  une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce,  se  Irourant 
dans  les  conditions  d'exception  et  où 


on  trouve  alors 


A  =  <r-^'  j     ir->^'/»+»KOF(/*H-aKr)«/r. 


Si  maintenant  x  est  situé  dans  le  parallélogramme  des  périodes  et  si  l'on  a  dans 
le  voisinage  d'un  pôle  a 

F(a-+-f)=Af-'-*-AjDe-'-h...-4-A,D*«~'-4-B-+-..., 

le  résidu  de  la  fonction  ^  correspondant  à  ce  pdie  devient 

Ay(x  — a)-hAjDs?(*—fl)-+-...-HA,D*çp(x— a), 
et  l'on  a 

F(x)  =  A,e^-t-S[Aj»(x  — a)-hAjDj»(x  — a)-H...-+.  A.D«p(jr  —  <t)], 
où 


A,=  r  r-Mp  +  i^t)¥{p-h2Ke)dt, 
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et  où  la  sommation  s'étend  k  tous  les  pôles  du  parallélogramme;  en  remplaçant  x 
parx-f-aiK',  on  Toit  immédiatement  que 

2(A -*- A, i-+- . . . -4- A,;«)ff-^«=  o. 

Laguerre.  —  Sur  la  déterminalion  d'équations  numériques  ayant 
un  nombre  donné  de  racines  imaginaires.  (180). 

Si  l'on  désigne  par/^  le  dénominateur  de  la  ml^me  réduite  de  la  transcendante 

qoi  satisfait  k  l'équation 

x;'*H-(4r-f-i)y  — «^=  o, 
et  si  l'on  pose 

V  '='fnjm~^fmJn% 

l'équation  y  =  0  a  2/1  racines  imaginaires. 

Amey.  —  Sur  la  photographie  de  la  portion  infra-rouge  du  spectre 
solaire.  (182). 

K«  5^  2  féfrier. 

Hermitc,  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 

{201). 

Gyldérim  —  Sur  une  équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre.  (ao8}. 

Il  s'agit  de  l'équation 

_       .,  sn^r  cnx    ,        ,  ,   , 

r"  -h  A*  —-3 W-h  tt*dn*xr  =  o, 

aux 

dont  l'intégrale  générale  est 

^  =  acos/i(amx)-4-&  sin/ui(amx). 

Saint'Venant  [de).  —  Complément  à  la  Note  du  12  janvier  1880 
sur  la  déformation  des  corps.  (209). 

Cailletet.  —  Expériences  sur  la  compression  des  mélanges  gazeux. 

(210). 

Mittag'Leffler.  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  li- 
néaires. (218). 


Les  recherches  de  M.  Fuchs  sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  intégrales 
règalières  donnent  bien  le  moyen  de  constituer  un  système  fondamental  d'intégrales 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier»  mais  la  solution  complète  du  problème  de 
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rinté(;rat!on,  qui  consiste  cvidcmment  à  trouver  une  expression  analytique  de  l'in- 
lé(;rale  Talable  dans  tout  le  plan  n'a  point  encore  été  obtenue.  M.  Mitta(;-LcfOer  y 
est  parvenu  dans  le  cas  où  l'intéj^rale  générale  est  uniforme  et  n'admet  pas  d'autrt' 
point  singulier  essentiel  que  le  point  ao  . 
Soit 

une  telle  équation. 

/(x),  /,  (jr)  seront,  d'après  M.  Fuchs,  des  fonctions  uniformes  n'ayant  pas  d'autre 
point  essentiel  que  le  point  oo  ;  en  outre,  dans  le  voisinage  d'un  pdle  a,  on  devra 
avoir 

M.  Mittag-Lefncr  montre  en  outre  que  les  coefficients  A,  et  A,  sont  nécessaire- 
ment des  nombres  entiers  tels  que  l'on  ait 

4A.-»-(iH-A.)«=m«, 

m  étant  un  entier  positif,  puis  que  les  coefficients  suivants  sont  liés  par  l'équation 
algébrique  obtenue  en  éliminant  c,fC,.. .  .^c^,  ,  entre  les  équations 

(i  —  m)c^=.nk^-+-  A,, 
2(2  --m)Cj=/iA,-HA,-t-  [(«-Hï)A,-^  Aj]c,, 
3(3  —  m) r,=  /i A, -h  A, -+-[(«  -^i) A, H- A,] c, -h  [(«-»- 5) A, -H  A,] Tj, 

où 

Les  conditions  étant  remplies,  Tinlégralc  complète  est  toujours  une  fonction  uni' 
forme  avec  le  seul  point  singulier  oc  et  l'auteur  montre  comment  on  peut  former 
cette  intégrale. 

N°  6;  9  féTrier. 
Crovai^A.).  —  Mesure  spectrométrique  des  hautes  températures. 

(252). 

TVolf  (R.)-  —  Statistique  des  taches  solaires  de  l'année  1879. 

(254). 

N«  7^  16  féTrier. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  Greenwich  (  transmises  par  l'Astronome  Royal 
M.  ^irj)  et  à  TObservatoirc  de  Paris  pendant  le  quatrième  tri- 
mestre de  Tannée  1879.  (a6i). 
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lawy  et  Oppolzer.  —  Détermination  de  la  différence  de  longitude 
entre  Paris  et  Bregens.  («64). 

Sylvester.  —  Sur  les  diviseurs  des  fonctions  cycloto iniques.  («87). 

Soiti  un  nombre  entier;  que  Ton  Torme  la  série 

C08 >!  -7- )  cos /,  -7-  »  •  •  •  »  C08 y^  -,  » 

'il  ^t<---*  ^t  étant  les  -f{k)  nombres  premiers  à  A  et  moindres  que  —  Le  produit 
de  toDS  les  facteurs  x  >  leosi  -7-  est  la  fonction  cjrelotomique  d'indice  A;  elle  est 

ce  que  défient  le  facteur  primitif  de  c* —  1  quand  on  le  divise  par  <>  *      et  que  Ton 

écrit  t  -+-  -  =s  X. 
t 

Les  nombres  qui  divisent  la  fonction  sans  diviser  l'indice  sont  nommés  diviseurs 
extérieurs;  ceux  qui  divisent  en  même  temps  la  fonction  et  l'indice  sont  dits  divi- 
seurs  intérieurs. 

En  posant 

J(cos5)  =  co»(p^$)  —  cos  (^-'  e)t 

J(c(m6),  regardé  comme  fonction  algébrique  de  cos  0,  est  divisible  par^  pour  toute 
Tileur  réelle  et  entière  attribuée  à  costf.  M.  Sylvester  déduit  de  là  diverses  propo- 
Mtions  relatives  aux  diviseurs  tant  extérieurs  qu'intérieurs,  propositions  qu'il  résume 
(dans  une  Communication  postérieure)  par  le  théorème  suivant  : 
«Tout  diviseur  de  la  fonction  cyclotoroique  à  Tindice  A  est  de  la  forme  iA±i, 

excepté  dans  le  cas  où  A  =  ^ p^j  dans  lequel  cas/>  (et  non  /»*)  est  aussi  diviseur. 

Réciproquement,  tout  nombre  dont  les  facteurs  sont  des  puissances  arbitraires  de 
nombres  premiers  de  la  forme  ik  ^  i  est  diviseur  de  la  fonction  cyclotomique  à 
l'indice  k.  • 

Ainsi  la  fonction  cyclotomique  à  IMndice  9, x* —  3x-»-  i,  a  pour  diviseur  3  et  les 
nooibres  premiers  de  la  forme  18/1  d=  i. 

Léauté[H.).  —  Equations  des  petites  oscillations  d'un  (il  inexten- 
sible en  mouvement  dans  Tespace.  (290). 

M.  Léauté  traite  le  cas  où  la  courbe,  assujettie  à  rester  plane,  étant  tout  d'abord 
en  mouvement  permanent  dans  l'espace,  est  légèrement  déviée  de  sa  position  de 
repos  apparent. 

Picard  (E.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  coeffi- 
cients doublement  périodiques.  (393). 

Srtit 

d*  y  dy 

une  telle  C(|uation,  les  périodes  des  coefllcients  étant  3K.  et  aïK^et  dont  rintégralc 
générale  soit  uniforme  et  composée  d'intégrales  régulières.  M.  Picard  établit  nette- 

BuU,  des  Sciences  mathem.  a*  Série,  t.  IV.  (Mai  1880.)  '^  •  7 
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ment  quo  cetto  équation  admet  comme  lnté[;ra]e  une  fonction  doublenieat  p(^rlo- 
dique  de  Hccondû  espèce  ^(-r  );  dès  lors,  la  seconde  intégrale  sera 


ot  la  fonction 


''^^^-:^f''" 


est  doublement  périodique  de  seconde  espèce.  Dans  le  cas  général,  comme  le  montra 
la  formule  de  réduction  de  M.  Hermitc,  l'inté^jrale  de  cette  fonction  est  elle-mènK' 
une  fonction  de  même  nature,  ainsi  que^;  dans  le  cas  d'exception  signalé  réccm- 
nient  par  M.  Mittag-Leiller.  il  convient  d'employer  la  formule  de  réduction  donne*' 
pnr  ce  dernier,  et  l'on  trouve  alors 

u4f)pelL  —  Sur  les  séries  liypergéométrîques  de  deux  variables  cl 
sur  des  équalions  lîuéaîres  aux  dérivées  partielles.  (^96). 

P<»saiit 

(;,A)  =  ;(;-4-i)...(;-*-A-i).   (ji,o)  =  i» 

M.  Appcll  considère  les  quatre  séries 

v     -,  r      ■■  ,.    ^_Y'(»-"«-+-")f;9."')f/3'-"')      _. 
f..  0...  ?,  ,1 .  -/.  y  .  x,^)  -2,(,.™)C/.«)(..».)C..«)     '^^  • 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  nombres  entiers  m,R  de  zéro  k  l'infini.  Coi 
quatre  fonctions  satisfont  à  des  équations  linéaires  du  second  ordre  aux  dérîree» 
partielles  qui  rappellent  l'équation  de  la  série  hypergéom étriqué;  par  exemple,  la 
première  satisfait  à  l'équation 

(or  — x')r-h^(i  —  x)5-+-  [r— («4-iS-+-0jr](f  — /e^-y)  — a/3x  =  o. 

M.  Appoll  montre  commentées  séries  donnent  naissance  à  des  polyudmesà  deux 
variables  analogues  aux  polynômes  de  Jacobi. 

Mittag-Leffler .  —  Sur  les  équations  linéaires  à  coefficients  dou- 
blement périodiques.  ( 299 ) . 

La  méthode  suivie  par  M.  Picard,  et  qui  donne  la  forme  de  l'intégrale  dans  le  ca» 
général,  ne  suffit  pas  pour  donner  la  forme  plus  particulière  dont  l'intégrale  est 
susceptible  dans  des  cas  plus  spéciaux.  M.  Mittag-Letller  établit  que  l'éqoatioo  a 
toujours  une  intégrale  doublement  périodique  ;  dès  lors,  les  intégrales  étant  sup- 
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posées  onlformes  et  n'ayant  que  le  point  ao  pour  point  singulier  essentiel,  on  peut 
dédoire  de  l'intégrale  supposée  connue  les  /i  —  i  autres. 

Genocchi  (^.).  —  Sur  la  loi  de  récîpi-ocîté  de  Legendre  étendue 
aux  nombres  non  premiers.  (3oo). 

Korkine  (^•)»  —  Sur  Fimpossibilité  de  la  relation  algébrique 
X"4-Y'*+Z"=o.  (3o3). 

Liguerre,   —  Sur  Tapproximation  des  fonctions  circulaires  au 
moyen  de  fonctions  algébriques.  (  3o5  ). 

En  désignant  pary(j:)  =  o  une  équation  dont  toutes  les  racines  sont  réelles  et 
paras  une  quantité  arbitraire,  les  deuxTalcurs  dex  déterminées  par  l'équation 


i  -/'(«)drv'C"-OV"'a)-'i(/i-i)/C«)/''(a) 


X  —  a  ti/\  a  ) 

sont  respectÎTément  comprises  entre  a  et  les  deux  racines  de  l'équation  proposée  qui 
avoisinent  a. 
Cette  formule  fournit,  par  exemple,  la  valeur  approchée 

a  I  —  cos  a 

cos  -  =  I "— -  —  • 

n  -+-  (^/i  —  i)i/  n' —  — ^ .  (1  —  cosa) 

Goujr.  —  Sur  de  nouvelles  franges  d'interférence.  (307). 

N«  8;  25  féYrier. 

G^ldén,   —  Sur  quelques  équations  difierentielles  linéaires   du 
second  ordre.  (  344  )  • 

Les  équations 

,      _      %xix  Aux    ,        -     , 

sn'jtr^H y^  itrzxvxy  =  o 

en  JT 

ont  pour  intégrales  générales 

•''='''"''(r^'*')^''''""(T^*:'*')' 


ou 


et 


Sylvester.  — Sur  les  diviseurs  des  fonctions  cyclototuiques.  (34^) 
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M.  Sylvcster  cnoncc  comme  très  probable  la  poMÎbilité  de  toujours  résoudre  en 
nombres  entiers  l'équation 

où  D  est  un  diviseur  de  la  fonction  ryclotomiquc  à  indice  9. 

Elliot.  —  Généralisation  de  deux  théorèmes  sur  les  fonctions  6. 

(352). 

Extension  à  la  fonction  @(^',  considérée  par  MM.  Clebsch  et  Gordan.  des  deux 
théorèmes  qui  servent  de  base  au  problème  deTinTersion  d'après  la  méthode  dcRie- 
mann. 

Leauté,  —  Détermination  des  tensions  moyennes  développées  aux 
extrémités  d'une  corde  pesante  oscillant  autour  d*uae  position  de 
repos  apparent.  (354). 

Pedro  [S.  M.  don).  —  Dépeclie  donnant  les  éléments  de  la  nou- 
velle comète.  (357). 

Tacchini  (P.  )•  — Observations  des  taches  et  protubérances  solaires 
pendant  les  troisième  et  quatrième  trimestres  de  1879.  (358). 

Mondésir  (P.  de),  —  Comparaison  entre  les  courbes  des  tensions 
des  vapeurs  saturées.  (36o). 

Chanibrier,  — Sur  un  nouvel  électro-aimant.  (363). 

Ducretet.  —  Emploi  du  verre  trempé  pour  la  construction  des 
condensateurs.  (  363  ) . 

N°  9^  1"  iirs. 
Séance  publique  annuelle. 

N«  10^  g  un. 
Hermite.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 

(478). 

M.  Hermite  traite,  dans  cette  Communication,  de  la  courbe  élastique.  Il  s'occupa* 
d'abord  du  cas  où  la  courbe  est  plane  et  donne  les  premiers  termes  des  dévelop- 
pements en  séries  des  deux  coordonnées. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  est  ii  double  courbure,  Wantiel  a  mis  les  équations 
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MUS  la  forme 

z' x*  —  z'  x'  =  «.y —  ^x, 
x'y" —  3fy=.  OLZ'  -\-  y, 

où  les  dérÎTées  sont  prises  par  rapport  à  l'arc  s  et  où  «y/9,y  sont  des  constantes  dont 
lei  deux  premières  sont  positives. 
Oq  en  déduit,  en  remplaçant  x'  par  Ç, 

ç"=  1(8(5 -*)(i-Ç')-(-/Ç-t-«)'. 

c  étant  une  constante. 
Faisant  alors 

;"=-î,9(ç-«)(ç-*)(?-c), 

on  reconnaît  que  les  racines  a^h^e  sont  réelles  et  que,  en  supposant  a  >  6>  r,  Ç  a 
pour  limites  a  et  b.  En  posant 

a  —  c  a  —  c 


'"*¥  ""7"^'     ««^^t*  — ^)» 


on  obtiendra  alors 

U  =  sn««     Ç  =  « — (« — 4)sn'«, 

a  — (a  —  c)-Jtt-HCa  — c;g^. 

On  a,  d'un  autre  c<Vté, 

Le  second  membre  est  une  fonction  doublement  périodique  de  u;  en  la  décomposant 
en  éléments  simples  et  en  in  tarant,  on  panrient  à  la  relation 


.     ,H(o)H(«-ii)  ,, 
i^  =  (x.+  ,^.)-^^-^^^-pe 


où 


Si  l'on  pose  a»  =  K  -h  iV,  f'  sera  réel  et  l'on  aura  finalement 

.       e(o)H(iV  — tt^e^- 

les  constantes  x«.^,  étant  liées  par  l'équation 
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Phillips.  —  De  la  compensation  des  températures  dans  les  chrono- 
mètres. (483). 

t 

Leauté  [H,  ).  —  Recherche  du  coefficient  de  régularité  du  mouve- 
ment dans  les  transmissions  par  cables.  (49^)* 

Bresse.  —  Fonction  des  vitesses  ;  extension  des  théorèmes  de  La- 
grange  au  cas  d'un  iluide  imparfait.  (5oi). 

Callandreau,  —  Ëphéméride  de  la  planète  Héra  pour  l'opposition 
dei88o.  (5i7). 

Gaussin,  —  Lois  concernant  la  distribution  des  astres  du  système 
solaire.  (5i8). 

Radau  (  A.  ).  —  Sur  les  formules  de  quadrature  à  coefficients  égaux. 

(52o). 

■ 

La  formule 

possède  le  degré  de  précision  n-^m  —  i,  si  les  an  constantes  a,  b.  . . . ,  A,  B,  ... 

satisfont  aux  relations 

/.+  t 
2Aa*=    I        x^dx    (A  =  0,  I,  ^. .,  m-m — i); 

le  cas  de  m  =  /t  est  celui  de  la  formule  de  Gauss.  M.  Radau  étudie  le  cas  où  tous 
les  coefficients  ont  la  même  valeur  numérique. 

Darboux  (G.).  —  Sur  les  systènies  formés  d'équations  linéaires  à 
une  seule  variable  indépendante. 

Considérons  le  système  d'équations  linéaires  du  premier  ordre 

dx^  . 

« 

où  les  a  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  r.  Ce  système  a,  en  (général,  w  ioté- 
grales  linéaires  de  la  forme 

mais  il  peut  avoir  des  intégrales  de  degré  supérieur  au  premier.  Soit 

f\  -^i  »  ■''i»  •••»•*"«)  =  c 

une  telle  intégrale.  On  voit  aisément  que  l'on  peut  supposer  la  fonction  /faomo- 
ncne  par  rapport  à  .r,,  x^^  . . .,  .r„;  M.  Darboux  établit  que  tout  covariaot  de  cette 
forme  multiplié  par  une  puissance  convenable  d'une  fonction  connue  do  t  kt* 
également  une  intégrale  du  même  système. 
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Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  substitution 

oùx'l,  ...,  x^  constitue  un  système  de  solutions  particulières,  chan(jo  /en  une 

fonction 

?(Ci»  C„  .. ..  C.), 

Indépendante  de  t.  Tout  covariant  F  de /multiplié  par  une  puissance  couTenablo 
(négative)  du  déterminant  de  la  substitution  (où  les  C  sont  regardés  comme  les 
variables  substituées  à  x,,  ..,,x^)  se  change  dans  le  covariant  analogue  delà 
fonction  9;  quant  au  déterminant  de  la  substitution,  il  est  égal  à 

La  démonstration  s'étend  au  cas  où  Ton  a  plusieurs  intégrales  et  où  l'on  consi- 
dère un  covariant  quelconque  du  système  de  formes. 

Enfin,  la  proposition  s'étend  aux  contrevariants,  comme  on  le  voit  en  considérant 
le  système  adjoint 

On  reconnaît  d'abord  que,  si  x^,  a-,,  . . .,  x^  sont  des  fonctions  satisfaisant  au  pre- 
mier système,  Ut^  u^f  •  •.<  tt„  des  fonctions  satisfaisant  au  second,  on  a 

«,  jc,  -h. .  .-h  u^x^  -—  const., 

en  sorte  que  l'intégration  de  Vun  des  systèmes  entraîne  celle  de  Tautro.  On  voit  en 
passant  que  les  deux  systèmes  adjoints  peuvent  s'écrire  sous  la  forme  canonique 

dt  -'du'     dt  -^      dx' 
ra  faisant 

Si,  maint enantt  on  considère  différentes  intégrales 

// (  •'i »  •  '  •  t  ^H'*  "1  «••••''«)  ^^  y/t    (  y  ^=  '  »  •  •  •  I  /*  }i 

homogènes  par  rapport  aux  x  et  par  rapport  aux  u,  toute  forme  invariante  de  ce  sys- 
tème d'intégrales  multipliée  par  une  fonction  connue  de  t  sera  encore  une  in- 
tégrale du  système. 

Pépin  (P.  ).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Sylvestcr  sur 
les  diviseurs  d'une  fonction  cyclolomique.  (526). 

Mondésir  (JP.  de),  —  Comparaison  entre  les  courbes  des  tensions 
des  vapeurs  saturées.  (528). 

IV"  11^  15  lars. 

Tisserand.  —  Sur  un  développement  particulier  de  la  fonction 
perturbatrice.  (357). 
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Phillips,  —  De  la  compensation  des  températures  dans  les  chrono- 
mètres. (56i). 

Faye.  —  Sur  l'hypothèse  de  Laplacc.  (565). 

Léauté,  — Règles  pratiques  pour  rétablissement  des  transmissions 
télodynamiques.  (567). 

Deprez  {M.).  —  Sur  le  rendement  économique  des  moteurs  élec- 
triques et  sur  la  mesure  de  la  quantité  d'énergie  qui  traverse  uu 
circuit  électrique .  (  D90  ) . 

Gille  [D.).  —  Observation  de  la  nouvelle  comète,  visible  à  la 
ville  du  Cap.  (SpS). 

Gaussin  (//•).  —  Lois  concernant  la  distribution  des  astres  du  sys- 
tème solaire.  (SgS). 

Darboux  (  G.  ).  —  Sur  les  systèmes  formés  d*équations  linéaires  n 
une  seule  variable  indépendante.  (596). 

Voir  plus  haut. 

Jordan  (  C) .  —  Sur  la  réduction  des  substitutions  linéaires.  (098 '. 

Deux  substitutions  linéaires  S  et  S',  à  n  variables  et  à  coefficients  réels  oa  com- 
plexes de  la  forme  a  -f-  bi  peuvent  être  considérées  comme  équivaUiUes  et  apparte- 
nant à  la  même  classe  si  l'on  a  une  relation  de  la  forme 

S'  =  ESE', 

E  et  E'  étant  des  substitutions  à  coefficients  entiers  (réels  ou  complexes)  et  de  dé- 
terminant I.  Cela  posé  :  «  Une  substitution  S  de  déterminant  D  est  toujours  équiva- 
lente à  une  substitution  réduite  dont  tous  les  coefficients  ont  leurs  normes  infé- 
rieures il  A^  y/ A»  A  désignant  la  norme  de  D  et  A,  une  constante  qui  ne  dépend  que 
de  /i. 

Picard  {£.),  —  Sur  Téquation  aux  dérivées  partielles  dupolenliel. 

(601). 

Une  fonction  V  do  x,^,  z,  déterminée  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  pour 
tout  système  de  valeurs  de  x,  y^  z  satisfaisant  à  l'équation 

ne  peut  rester  comprise  entre  deux  limites  fixes,  à  moins  qu'elle  ne  se  réduise  a 
une  constante. 

Landolt,  —  Sur  un  nouveau  télémètre.  (6o3). 
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Resio  {€.).  —  Application  du  téléphone  à  la  mesure  de  la  torsion 
de  Tarbrc  moteur  des  machines  en  mouvement.  (6o4). 

Crajts  (/. )  et  Meier  [F,),  —  Sur  un  procédé  pour  la  mesure 
des  températures  élevées.  (606). 

IN*'  12-,  22  nan. 

Fayc,  —  Sur  l'origine  du  système  solaire.  (637). 

Herniite.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 
(643). 

Phillips.  —  De  la  compensation  des  températures  dans  les  chrono- 
mètres. (649)- 

Poincaré.  —  Sur  les  courbes  définies  par  une  équation  différen- 
tielle. (673). 

Pellet,  —  Sur  les  intégrales  de  fonctions  algébriques.  (676). 

Fuclis.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  plusieurs  variables  tirées 
de  l'inversion  des  intégrales  de  solution  des  équations  différen- 
tielles linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ration- 
nelles. (678). 

Résumé  d'un  important  Mémoire  publié  dans  le  Journal  de  Borchardt  et  qui 
sera  analysé  dans  le  Bulletin, 

Fernct.  —  Analyse  des  phénomènes  lumineux  produits  par  les 
décharges  électriques  dans  les  gaz  raréfiés.  (680). 

Fillari.  —  Sur  les  lois  thermiques  des  étincelles  électriques  pro- 
duites par  les  décharges  ordinaires,  incomplètes  et  partielles  des 
condensateurs.  (685). 

Righi  (-^.  ).  —  Sur  un  cas  de  polarité  rémanente  de  l'acier,  op- 
posée à  celle  de  Thélice  magnétisante  qui  le  produit.  (688). 

Concke.  —  Sur  la  photographie  du  spectre  solaire.  (689). 

N«  13  5  29  mars. 
Villarceau    (1^.).  —  Application  de   la    théorie  des  sinus  des 
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ordres  supérieurs  <i  l'intégration  des  équations   diirérentielle.s 
linéaires. 

Sainte-Claire  Deuille  (H,)  et  Troost,  —  Sur  la  détermination  des 
températures  élevées.  (727). 

u4ppell.  —  Sur  les  séries  hypergéométriques  de  deux  variables  ei 
sur  les  équations  différentielles  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

(73.). 

L'auteur  développe  une  suite  d'analogies  intéressantes  entre  la  série  hypergéonié- 
trique  ordinaire  et  les  quatre  séries  à  deux  variables  qu'il  a  définies  dans  nno 
Communication  précédente. 

Fuchs.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  plusieurs  variables  tirées 
de  l'inversion  des  intégrales  de  solution  des  équations  différen- 
tielles linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ration- 
nelles. (735). 

Boussinesq.  —  Sur  la  manière  dont  les  frottements  entrent  en  jeu 
dans  un  fluide  qui  sort  de  l'état  de  repos,  et  sur  leur  effet  pour 
empêcher  l'existence  d'une  fonction  des  vitesses.  (737). 

Mathieu  (E.  ).  —  Mémoire  sur  des  intégrations  relatives  à  l'équi- 
libre d'élasticité.  (739). 

Joulin,  —  Recherches  sur  la  diffusion.  (74')- 


MÉMOIRES  DE  LA  Société  royale  de  Liège.  —  :&'  série,  Bruxelles,  Hayez  {'). 

Tome  VI;  décembre  1877. 

Gloesener  (M.).  —  Études  sur  l'électrodynamique  et  sur  1  elec- 
tromagnétisme.  (ii-ii  i  p.). 

Exposé  du  principe  du  renTersement  alternatif  du  courant  électrique  daot  1m 
électro-aimants. 

Catalan  {E.).  —  Théorie  analytique  des  lignes  à  double  cour- 
bure. (79  p.). 


(*)  Voir,  pour  t.  l-V,  Bulletin^  2«  série,  t.  1,  V  Partie,  p.  69.  Les  Mémoires  <wnt 
pagines  séparément. 
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Dans  cet  écrit,  M.  Catalan  traite,  avec  son  élégance  habituelle,  la  plupart  des 
questions  classiques  relatives  aux  courbes  gauches,  et  trouve,  chemin  faisant,  bon 
Dombre  de  théorèmes  nouveaux. 

Catalan  {£.).  —  Théorèmes  d'Arithmétique.  (4  P-)" 

Conséquences  immédiates  de  la  théorie  des  équations  binômes.  Exemple  :  Les 
nombres  11...  iT  m  chiffres),  11  . . .  i  (nchiffires)  ont  pour  plus  grand  commun  divi- 
seur 11  ...  I  (/vchiffres),^  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m,  n, 

Houtain  (L.).  —  Quelques  réflexions  sur  renseignement  supé- 
rieur. (79  p.)- 

Critique  de  divers  détails  de  l'enseignement  supérieur  belge.  Essai  de  classifica- 
tion des  Sciences  mathématiques. 

Terssen  (E.).   —  Mémoire  sur  la  résistance  des  canons  frettés. 
(5o  p.). 

Hermile  (C).  —  Note  sur  une  formule  de  Jacobi.  (7  p.  ). 

Démonstration  de  la  formule 

(«-+-i)D"(i  — jr»)'^i=(— i)"i.3.5...(aii-hi)sin[(/i-M)arccosx], 
au  moyen  de  la  théorie  élémentaire  des  fractions  continues  algébriques. 

Tome  Vn;  décembre  1878. 

Imschenetshjr  (/^.).  —  Note  sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. (6  p.). 

Soient 

00  aora  (H,G)=:  0,  (H, G)  étant  le  symbole  de  Poisson,  usité  dans  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  Conséquences  pour  Tintégration  d'un  système 
caoonique  d'ordre  ^n  et  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  correspondantes. 

t'olie  (F.),  —  Eléments  de  la  théorie  des  faisceaux,  (m  p.). 

Analysé  dans  le  Bulletin,  3*  série,  t.  III,  première  Partie,  p.  378-388. 

Tome  VIII;  décembre  1878. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ou  d'Astronomie. 

p.  M. 
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BERICHTE  ÛBBa  die  Verbandlungbn  der  Rôniglich  Sacrsiscuen  Gesellschaft 
DER  WissENSCHAFTEN  zu  LEIPZIG  ;  Malhematisch-phydische  Classe  ('). 

Tome  XXVII;  1876. 

Neumann  (C).  —  La  loi  de  Webcr  dans  son  application  aux 
points  de  glissement.  (i-a8). 

Si  le  circuit  du  courant  électrique  contient  deux  conducteurs  linéaires  qui  m* 
touchent  en  un  certain  point  et  entrent  par  ce  point  de  contact  en  communieatioo 
électrique,  on  peut  considérer,  dans  le  mouvement  du  circuit,  plusieurs  cas  diffé- 
rents. Le  point  de  contact  peut  se  déplacer  sur  un  seul  des  deux  conducteort  oti 
sur  les  deux  à  la  fois;  en  outre,  l*ang1e  formé  par  les  deux  conducteurs  en  leur 
point  de  contact  peut  être  ou  constant  ou  variable  d'un  instant  à  l'autre.  De 
tous  ces  cas,  un  seul  jusqu'ici  a  été  examiné;  car,  dans  les  recherches  de  li^'eber, 
les  seules  que  nous  connaissions  sur  ce  sujet,  on  suppose  que  le  point  de  contact 
est  mobile  sur  un  seul  des  deux  conducteurs,  et  en  même  temps  que  l'aDgle  de 
ceux-ci  est  constamment  nul. 

L'auteur  se  propose  dans  ce  Mémoire  de  reprendre  à  nouveau  ces  recherches  et 
de  montrer  que,  dans  tous  les  cas  énumérés  ci-dessus,  la  loi  de  Weber  est  eo  con- 
cordance parfaite  avec  la  loi  intégrale  électromotrice ^  c'est-à-dire  avec  le  principe 
général  des  courants  induits,  établi  par  son  père,  F.  Neumann.  Cette  loi  intécrsie 
n'est  vraie  que  pour  des  courants  uniformes;  l'auteur  soumettra  donc  ses  recherches 
à  celle  restriction. 

S  1.  Remarques  préliminaires.  —  §  2.  Sur  certaines  intégrales.  —  J  3.  Action 
d'un  courant  uniforme,  ayant  des  points  de  glissement,  sur  une  particule  électrique 
isolée.  —  S  4.  Suite.  Étude  du  cas  où  la  vitesse  de  la  particule  électrique  donnée 
éprouve  des  changements  brusques.  —  §  5.  Action  pondéromotrioe  et  électro- 
motrice  d'un  courant  ayant  des  points  de  glissement.  —  $  6.  La  loi  intégrale  ponde- 
romotrice  pour  deux  courants  circulaires  ayant  des  points  de  glissement.  —  $7.  Sur 
certaines  équations  différentielles  complètement  analogues  à  celles  de  Lagrange.  — 
S  8.  La  loi  intégrale  électromotrice  pour  deux  courants  circulaires  ayant  des 
points  de  glissement. 

Hanhel  [W,),  —  Sur  l'état  électrique  des  métaux  plongés  dans 
Teau  ou  dans  des  dissolutions  salines  et  exposés  à  Tirradiation 
du  Soleil  ou  d'une  lampe.  (299-321). 

Tome  XXVIU;  1876. 

Wiedemann  {G.).  —  Sur  les  lois  du  passage  de  rélectricité  à 
travers  les  gaz.  (i-58,  i  pi.). 


(•)  Voir  Bulletin,  1„  267. 
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Zôllner  (F.  ).  —  Sur  les  relations  physiques  entre  les  phénomènes 
hydrodynamiques  et  électrodynamiques.  (59-226,  a  pi-)*  ^^^~ 
tien  à  ce  Mémoire.  (240-202). 

Zôllner  [F.).  —  Réfutation  de  la  loi  potentielle  élémentaire  de 
Helmholtz  par  des  expériences  électrodynamiques  sur  des  courants 
fermés,  (227-239,  i  pi.)* 

Neumann  {€.).  —  Deux  théorèmes  sur  les  éléments  superGciels 
corres pondants .  (253-255). 

1.  Soient  {xy^t  ^)^  (^>  >?•  Ç)  deux  points  correspondants  liés  par  trois  équations 
données,  </r,  dv  deux  éléments  superficiels  correspondants,  a,  by  c  et  a,  /S,  /  les 
cosinus  de  direction  de  leurs  normales  respectives;  on  a 


dJi     dl  dÇ 

Ox     Or  Oz 

• 

Ot]     Ofi  On 

Ox    Or  f)z 

0*;    f);  f)r 

âx     Oj-  Oz 
abc 


ds 


-r    •/ 


On  peut  appliquer  cette  formule  à  la  démonstration  de  Texpression  de  la  mesure 
do  la  courbure  de  Gauss. 

2.  Si  les  six  coordonnées  sont  exprimées  en  fonction  de  deux  paramétres  p^  7, 
ce  qui  détermine,  par  l'élimination  de  ces  paramètres,  deux  surfaces  (x,^-,  z  ), 
'>^*  >Vf  Ç)i  alors  les  éléments  superficiels  correspondants  ds^  d^  seront  liés  par  la 
relation 


dx      Ox 
Op      Oq 

ai    di 

Op      ôq 

Or     âr 
Op     0, 

m 
m 

Op      Oq 

Oz     Oz 
Op     Oq 

Op      Oq 

a. 


V 


Neumann  (C).  —  Sur  la  loi  d'Ampère.  (256-267). 

ta  faveur  dont  la  loi  d'Ampère  a  joui  durant  un  demi-siècle  pourrait  avoir  été 
ébranlée  par  les  attaques  auxquelles  elle  a  été  exposée  dans  ces  derniers  temps, 
d'autant  plus  que  cette  loi,  aux  yeux  de  la  plupart  des  physiciens  et  des  géomètres, 
repose  encore  sur  l'hypothèse  douteuse  que  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un 
seul  élément  de  courant  est  perpendiculaire  à  cet  élément. 

L'auteur  montre  dans  cette  IVolc  que  in  ht  d'Ampère  est  indépendante  de  Vhypo' 
thèse  en  question,  ce  qui  résulte  déjà  implicitement  des  recherches  de  Stefan. 

%  1.  Deux  théorèmes  mathématiques.  —  §  2.  On  peut  remplacer  les  courants 
électriques  par  des  surfaces  magnétiques.  —  §  3.  Les  hypothèses  d'Ampère.  — 
S  4.  Déduction  de  la  loi  d'Ampère,  indépendamment  de  deux  fonctions  qui  restent 
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cncoro  inconnues.  —  §  5.  Détermination  do  ces  fonctions  Inconnues.  —  §  G.  Re- 
marque finale. 

Drohisch  [M. -TV,).  —  Quelques  considérations  élémentaires  sur 
Tespacc  à  trois  dimensions.  (268-274)- 

Considérations  sur  la  manière  dont  on  peut  arriver  à  la  conception  d'un  espace  a 
plus  de  trois  dimensions. 

Tome  XXIX;  1877. 
Drobisch  [M.-W,  ],  —  Sur  la  tonalité  purfe  et  la  gamme  tempérée. 

(1-67). 

Hanhel  (  W,),  —  Sur  le  radiomètrc  de  Crookes.  (67-70). 

Harikel[  TV.).  — Sur  la  photo-électricité  du  spath  fluor.  (71-85, 
ipl.). 

Mayer  (^.  )•  —  ^^^  l'expression  la  plus  générale  des  forces  po- 
tentielles intérieures  d'un  système  de  points  matériels  en  mouve- 
ment. (86-100). 

Si  Ton  pose 


1=11 


T= ^2  "'<''' "^•^'*  •*"'■'>• 


et  si  W  représente  une  fonction  quelconque  de  (,  des  3ii  fonctions  ineonnaes  x,, 
j^j,  Z|  de  ty  et  de  leurs  dérivées  ^/>^f  2^1  le  problème 

$  C  '(T-HWyr  =  o 

conduit  aux  3  n  équations  différentielles  du  second  ordre 


m,x''.=  '^ ^  -— —  9     etc. 


Si  Ton  considère  rn^^  m,,  . . .,  m^  comme  les  masses  de  n  points  et  Jt.,Jr^, z^  comme 
leurs  coordonnées  rectangulaires  pour  le  temps  (,  les  équations  différentielles  pré- 
cédentes seront  celles  du  mouvement  d'un  système  libre  de  points  matériels,  dans 
lequel  les  composantes  agissant  à  l'époque  t  sur  le  point  mi  sont 

(\)  dW       d  dW 

^  ^  '~  dx^       de  dx'i' 

Des  forces  exprimées  analytiquement  sous  cette  forme  s'appellent  forées  poten- 
tielles, et  la  fonction  W,  dont  la  connaissance  les  détermine  complètement,  cstdil« 
leur  potentiel.  En  outre,  l'auteur  entend  ip9x  forces  intérieures  du  système  celles  qui 


REVOB  DBS  PUBLICATIONS.  m 

proTleonent  uulqucment  des  actions  mutuelles  des  points  du  système  ot  qui,  par 
conséquent,  se  feraient  à  chaque  équilibre  sur  le  système,  si  leurs  points  d'applica- 
tion se  trouTaient  reliés  à  cet  instant  par  des  droites  rigides,  dont  Tintroductioii 
changerait  le  système  en  un  corps  solide.  Le  problème  qui  fait  l'objet  principal 
de  cette  ÎVotc  consiste  à  trouver  l'expression  analytique  la  plus  générale  des  forces 
intérieures  d'unsjrstème  matériel  en  mouvement,  dans  l'hypothèse  que  ces  forces  ont 
un  potentiel. 

D'après  leur  détinition,  les  forces  intérieures  sont  caractérisées  par  les  six  équa- 
tions de  condition 


(11)  2x,=  o, 


i  =  n 


('")  ^Lri^i-zJu'j^o. 


i=l 

S  1.  Détermination  du  potentiel  effectif  d'après  les  conditions  (11). —  §  2.  Dé- 
termination du  potentiel  effectif  d'après  los  conditions  (III).  —  §  3.  Le  principe 
de  la  force  vive.  —  §  4.  Récapitulation  des  résultats  obtenus  et  conséquences. 

Schlomilch  ( O. ) .  —  Sur  quelques  séries  infinies .  (ioi-io5}. 

Schloinilch  (O.  ).  —  Sur  les  sommes  de  puissances  des  inverses  des 
nombres  naturels.  (106-109). 

L'auteur  a  établi,  en  1849»  ^'^^  relation  entre  la  fonction 

et  la  fonction  complémentaire  ^(i  —  /«)•  H  cherche,  dans  la  présente  Note,  à  établir 
une  relation  analogue  entre  les  fonctions 

et  9(1  —  /a).  11  parvient  à  la  formule 

f(i—fi)_    at*— 1     ar(jui)cos|jtt?r 
y(^)      "-2'n*-i  (3^)1^ 

Mayer  (-^.  )•  —  Les  critériums  du  maximum  et  du  minimum  dans 
les  problèmes  des  isopérimètres.  (1 14-1 32). 

D'après  la  théorie  admise  dans  les  Traités  élémentaires,  le  problème  isopérimé- 
trique,  qui  consiste  à  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  relatif  de  l'intégrale 
donnée 

/('«.Ti»  ••M.^'mJi»  •  •  •  ï 7"» ) "•''1 
où  Von  ne  considère  que  les  fonctions  ^i*  •  •  "^  Jm  telles  qu'une  suite  d'autres  inté- 
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Qfrales  données 

X, 


conservent  des  valeurs  fixées  d'avance,  ce  problème  sera  complètement  identique 
avec  celui  de  la  recherche  du  maximum  ou  du  minimum  absolu  de  l'intégrale 


X 


(/-+- ^i/. -+- ^,/. -+-••.-+- ^«/«y«^. 


^.i,  •...  it^  étant  des  constantes  indéterminées,  qile  Ton  déterminerait  ensuite  de 
manière  que  les  intégrales  Y^^  prissent  les  valeurs  indiquées.  Cette  règle  est  tout  à 
fait  exacte  tant  qu'il  ne  s'agit  que  de  la  simple  résolution  du  problème,  c'est-à-dire 
de  la  détermination  des  fonctions  inconnues^.  Mais,  si  l'on  posait  aussi  la  question 
de  savoir  si  les  fonctions  trouvées  y  correspondent  réellement  à  an  maximum  ou  a 
un  minimum  de  Y,  et  entre  quelles  limites,  alors,  en  donnant  pour  les  deux  pro- 
blèmes la  même  réponse,  on  serait  amené,  par  exemple,  à  cette  conclusion,  que  le 
centre  de  gravité  d'un  fil  homogène,  suspendu  par  ses  deux  extrémités,  ne  prendrait 
la  position  la  plus  basse  possible  qu'autant  que  la  distance  de  ses  extrémités  dc 
surpasserait  pas  une  certaine  limite,  ce  qui  est  évidemment  absurde.  Il  est  donr 
clair  que  les  critériums  du  maximum  ou  du  minimum  ne  peuvent  être  identiques 
dans  les  deux  problèmes.  C'est  ce  qu'a  fait  voir  Lundstrôm,  dès  l'année  1869  ('), 
pour  le  cas  d'une  seule  fonction  inconnue  x,  dont  les  dérivées  d'ordres  quel- 
conques entrent  dans  l'intégrale  proposée,  et  il  a  donné  en  même  temps  les  crité- 
riums exacts  du  maximum  et  du  minimum  pour  les  problèmes  d'isopérimètres. 

Mais,  outre  quelques  inexactitudes  d'expression  et  de  calcul  que  contient  le  Né* 
moire  de  Lundstrôm,  il  serait  impossible,  en  suivant  sa  marche,  de  démontrer  que 
les  critériums,  reconnus  nécessaires,  sont  aussi  suffisants.  On  n^y  peut  parvenir 
qu'en  ramenant,  comme  l'ont  fait  Jacobi  et  Clebsch,  la  seconde  variation  à  sa  forme 
la  plus  simple. 

M.  Mayer,  après  avoir  développé,  dans  sa  dissertation  publiée  en  1866  (')f  1^  '"' 
tériums  du  maximum  et  du  minimum  dans  le  cas  général  qui  comprend  tons  les 
problèmes  à  une  seule  variable  indépendante,  traite,  dans  le  présent  article,  le  cas 
particulier  du  problème  des  isopérimètres,  en  s'attachant  à  y  introduire  toute  la 
rigueur  possible.  C'est  l'objet  du  $  1. 

Dans  le  §  2,  il  considère  une  loi  de  réciprocité  remarquable,  qui  se  présenta 
dans  les  problèmes  d'isopérimètres,  et  d'après  laquelle  à  tout  problème  de  cette 
classe  avec  m  conditions  isopérimétriques  correspondent  m  autres  problèmes  de 
même  nature,  qui  se  résolvent  en  même  temps  que  le  premier. 

Le  S  3  est  consacré  à  l'application  à  un  problème,  traité  déjà  pour  le  plan  par 
Lundstr&m,  des  critériums  et  de  la  loi  de  réciprocité. 

Grassmann  [H,-E.).  —  Sur  la  théorie  des  rayons  réciproques. 
(i33-i34). 


(')  A'ova  Acta  Rfgiof  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis^  Z*  série,  t.  Vil,  iS^o.  — 
\o\r  Bulletin,  V,  168. 

(*)  lieitràgr  zur  Théorie  der  Mojcima  und  Miiiima  der  einfachen  Intégrale,  Leip^'g 
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Xeumann[C.).  —  Sur  les  coordonnées  pérîpolaircs.  (i34-i53). 

DiDS  ce  système  de  coordonnées,  un  point  de  l'espace  est  déterminé  d'une  part 
aojDOTeo  de  son  azimut  relativement  à  un  axe  Yertical  et  à  un  plan  horizontal; 
d  aotrc  part  par  l*angle  que  fait  avec  le  pion  horizontal  la  surface  d'une  calotte 
spbrique  ayant  pour  base  un  cercle  fixe  dont  le  centre  est  la  trace  horizontale  de 
l'axe  rertical  et  passant  par  le  point  considéré,  et  en  troisième  lieu  par  le  rapport 
de  la  pins  grande  et  de  la  plus  petite  distance  rectiligne  du  point  donné  à  la  circon- 
(ifnnee  du  cercle  fixe. 


Tomo  XXX;  1878. 

Xeumann  (  C  ).  —  Nouvelle  mélliode  pour  la  réduclion  de  certains 
problèmes  sur  Je  potentiel.  (i-9)- 

Le  problème  de  trouver  une  fonction  4('(^)  qui  dans  une  aire  donnée  3  satis- 
fasse  aox  conditions  du  potentiel,  savoir,  que  ^,  -—t-r- soient  uniformes  et  con- 

tiones,  que  A^  soit  nul,  et  que  ^  ait  sur  le  contour  de  Taire  des  valeurs  données, 
peal,  comme  on  sait,  se  réduire  à  la  recherche  de  \%.  fonction  de  Green,  M.  ISeu- 
maon  montre  dans  cette  Note  que  le  problème  peut  encore  so  réduire  d'une 
antre  manière,  qui  d'ailleurs  n'offre  aucun  avantage  essentiel  sur  celle  de  Green. 
J  t.  Sur  un  paradoxe  apparent.  —  J  2.  Sur  la  fonction  U  considérée  plus  haut, 
laquelle  est  importante  pour  les  recherches  qui  suivent.  —  $3.  Exposition  de  la 
ooarelie  méthode  pour  une  aire  3  dont  le  contour  présente  partout  vtne  courbure 
cootinoe.  —  J  4.  Sur  le  cas  particulier  où  les  valeurs  /  de  U  données  sur  le  eon* 
tour  de  3  y  sont  discontinues.  —  §  5.  Possibilité  d'appliquer  les  considérations 
précédentes  à  la  théorie  du  potentiel  de  Newton  dans  l'espace. 

Xeumann  (  C  ) .  —  Sur  deux  formules  données  par  Green .  (  1  o- 1  a  ) . 

Seumann  {€.)»  —  Sur  la  composition  des  accélérations  produites 
suivant  la  loi  de  Weber.  (i2-i3). 

Brulins  (  C  ).  —  Présentation  de  deux  planches  contenant  des  des- 
sins de  Mars  et  de  la  lumière  zodiacale,  faits  par  M.  Weinek. 
ii4-i5,  a  pi.). 

Mayer  (^.).  —  Sur  le  problème  le  plus  général  du  calcul  des  va- 
riations, dans  le  cas  d'une  seule  variable  indépendante.  (iti-Sa). 

5  1.  La  première  variation  et  les  équations  différentielles  du  problème.  —  §  2.  La 
seconde  variation  et  la  valeur  Hmile  des  limites  inférieures.  —  §  3.  Les  crité- 
riums du  maximum  et  du  minimum. 

Neumann (^C .) .  — Développement  suivant  les  potentiels  élémen- 
taires. (47-90). 

$  I.  La  courbe  fermée  donnée  «>.  —  $  2.  Considération  préliminaire.  —  J3.  Sur 
la  dérivée  normale  de  la  fonction  potentielle  de  l'aire  intérieure  ou  extérieure 

Uull.  des  Sciences  Math,  a*  Série,  t.  IV.  (Mai  18S0.)  R.8 
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do.  la  coiirbo  <t. —  §  \.  Sôrio  do»  Ihôorcmcs  qui  servent  de  base  aux  rpchrrchcs  sui- 
vantes. —  §  T).  Les  |»oteiitiels  élémentaires  Z  correspondants  aux  fonctions  trii^o* 
iioinctriqiies  \.  —  (')().  Iiitroduelion  ilvs  nouvelles  fonctions  X,  qui  tint  à  IV;;ai-il 
des  ^  lu  même  relation  que  les  V  avec  les  Z.  —  §  7.  Dévelop|M»meiil  des  V  sui- 
vant les  Z.  —  §  H.  Uestimé  des  formulfs  obtenues.  —  §  9.  Théorèmes  {♦eiifraiii 
sur  le  dévelo|)penienl  d'une  fonction  donnée  suivant  les  Z.  —  ^  10.  Appliralioii 
des  théorèmes  (généraux  à  quelques  cas  simples.  —  §11*  Considérations  et  Ibrmiilf» 
douteuses.  —  §  l"2.  Éclaircissements  sur  les  formules  douteuses  ohtenues  au  para- 
(jraphe  précèdent.  —  ^  13.  Dévelop]>enient  du  logarithme  de  l'inverse  de  la  dis- 
lance de  deux  fioirits.  —  §  1-4.  La  densité  de  la  couche  deGreen.  —  §  15.  Développa 
nuMit  de  l.i  f«)nrtion  de  Green.  —  §  IG.  Considérations  accessoires  de  nature  a<»«'z 
inrorlaine.  Introduction  de  nouvelles  fonctions  2,  H,  Z  à  la  place  de  X,  Y,  7..  — 
§  17.  (iomplénient  des  recherches  précédentes  sur  X,  Y,  Z.  —  §  18.  Reraarqm* 
lin  il  les. 

Briihns  (C).  —  Sur  Téclipse  lunaire  du  3  avril  de  l'année  33  de 
l'ère  chrélienue.  (98-100). 

D'après  les  calculs  revus  par  Newcomb,  l'éclipsc  commença  et  finit  auxinstants 
où  la  Lune  passait  au  zénith  des  méridiens  correspondants  aux  longitudes  orien- 
tales de  129"  et  de  108"  du  méridien  de  Paris.  Elle  se  leva  à  Jérusalem  verso**!)*, 
et,  par  conséquent,  lorsqu'elle  était  déjà  éclipsée.  L'éclipsé  finit  au  moment  où  m 
hauteur  au-dessus  de  l'horizon  était  de  9*. 


ABllANDLUNGEiN  der  HATHEHATiscn-PHTSiscHEN  Classe  DEftKëMGUcH  Sachs- 
isciihN  Gesellsciiaft  der  WissBNSGHAFTE."f.  Leîpzlg.  —  In-4*  (')• 

Tome  X  (suite);  1871-1874. 

•  • 

Bruhns  (C),  —  Déterminalion  de  la  diQërence  de  longitude 
entre  Leipzig  et  Vienne,  exécutée  par  voie  télégraphique,  par 
MM.  C.  Brubn.s  et  E.  iWeiss.  (-aoS-ajo). 

D'après  les  résultats  obtenus,  le  centre  de  TObscrvatoire  de  Leipzig  est  à  l'oacst 

du  cercle. méridien   de  l'Observatoire  de  Vienne  de  i5'"57*,663=ho%oi5.  LesdilTe- 

reuccs  on   longitude  entre  les  sommets  du   triangle  Bcrlin-Vieone-Leiptig  sool 

donc  : 

m    •  s 

Leipzig-Berlin -  4  •  0*89  d=  0,02 

Berlin-Vienne 11 .56,78  db  o,oa 

Leipzig- Vienne ij.57,G7  dr  0,02 

Hankel  (  TV.).  —  Recherches  électriques.  Neuvième  Mémoire  :  Sur 


(•)  Voir  nitlletin,  V,  ai',. 
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les  propriétés  ihermo-électriques  du  spalh  pesant.  {'^y^-Wio.^ 

4pJ.)- 

llankel  (  //^).  —  llecherches  électriques.  Dixième  Mémoire:  Sur 
les  propriétés  thermo-éleetrîques  de  Tarragonite,  avec  un  aperçu 
sur  le  développement  de  la  théorie  de  la  thermo-électricité  des 
cristaux.  (345-4 ^6^  3  pL). 

Neumann  (C).  —  Sur  les  lois  élémentaires  qu'on  doit  attribuer 
aux  forces  d'origine  électrodynamique.  (4 19-524). 

I.  Sur  une  certaine  classe  d*  intégrales.  —  §  1.  Pré  liminaires.  —  §  '2.  Smf  la  trans- 
formation des  inté^rralesannulairoftcn  hilcjrales  suiierficielles.  —  §  3.  Sur  certaines 
intégrales  dépendant  de  deux  anneaux  donnés.  —  §  4.  Sur  une  certaine  inlc^^mle 
dépendant  d'un  anneau  et,  en  outri'i  d'un  seul  élément  linéaire.  —  §  5.  Sur  cer- 
taines inté{;ra1es  dépendant  de  deux  anneaux  donnés  et  du  mouvement  communiqué 
à  ces  anneaux.  —  §  G.  Suite.  Considération  d'anneaux  qui  sont  flexibles  et  doués 
de  points  de  glissement. 

II.  Sur  le  principe  général  de  la  force  vive,  —  §  1.  Équations  pondéromotrices 
fondamentales.  —  §  2.  Équations  électroroot rices  fondamentales.  —  §  3.  Attraction 
mutuelle  entre  les  courants  et  les  cliarges  électriques.  —  §  4.  Détermination  du 
système  matériel  que  l'on  a  h  considérer.  —  J  5.  Les  quantités  de  force  vive  et  de 
chaleur  introduites  dans  le  système  donné  pendant  un  élément  de  temps.  — 
J  6.  Le  principe  ou  axiome  de  la  force  vive.  —  §  7.  Sur  les  forces  intérieures  d'ori- 
gine ordinaire.  —  §  8.  Sur  les  forces  intérieures  d'origine  électrostatique.  — 
J  9.  Conséquence  du  principe  de  la  force  vive. 

III.  Étude  des  forces  découvertes  par  Ampère  et  Faraday.  Première  méthode,  — 
S  l.  Propriétés  fondamentales  de  ces  forces.  — "Ç  2.  Formules  qui  se  déduisent  des 
propriétés  fondamentales  pour  les  forces  pondéromotrices.  —  §  3.  Formules  qui  su 
déduisent  des  formules  fondamentales  pour  les  forces  électromotrices.  —  §  4.  Appli- 
cation du  principe  de  la  force  vive.  —  §  5.  Sur  une  certaine  somme  de  forces  élec- 
trorootrices.  —  $  6.  Application  d'un  cas  spécial  do  la  loi  intégrale  électromolrice. 

—  S  7.  Lois  intégrales  qui  découlent  de  la  théorie  exposée.  —  §  8.  Lois  élémentaires 
qui  découlent  de  la  théorie  exposée.  —  §  9.  Lois  élémentaires  pour  le  cas  des 
^ndes  distances.  —  §  10.  Application  dos  lois  obtenues  aux  conducteurs  matériels. 

IV.  Étude  lies  forces  découvertes  par  Ampère  et  Fareulajr.  Seconde  méthotle.  — 
5  1.  Propriétés  fondamentales  de  ces  forces.  —  §§  2  et  3.  Formules  qui  résultent 
des  propriétés  fondamentales.  —  §  4.  Application  du  principe  de  la  force  vive.  — 
S  5.  Sur  une  certaine  somme  de  forces  électromotrices.  —  §  G.  Application  de  la  loi 
intégrale  électroraotrice.  —  §  7.  Lois  Intégrales  qui  découlent  de  la  théorie  exposée. 

—  J  8.  Lois  élémentaires  résultant  do  la  théorie  exposée  pour  le  cas  des  grandes 
distances. 

Hansen  (P,--^.).  —  De  la  détermination  de  Terreur  de  graduation 
d'une  règle  divisée.  (527-667,  6  Tableaux). 

•  Quand  je  publiai,  dans  le  Tome  XVII  des  Astron.  Nachrichten^  la  disposition, 
ÎDveutéepar  moi,  qui  permet  de  réduire  à  \\n  très  petit  nombre  K>8  traits  de  division 
d'uQ  cercle  destine  aux  mesures  angulaires,  on  connaissait  déjà  le  mo)cn  de  déter- 


\ 
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minar  les  crraurs  des  divisions  d'un  cercle,  et  l'on  pouvait  recourir  ii  celui  qu'avait 
donné  Bessel.  Par  ma  nouvelle  disposition^  il  était  devenu  possible  d'étendre  faci- 
lement ce  procédé  à  chacun  des  traits  do  division  du  cercle,  tandis  que,  avec  la 
disposition  habituelle,  cette  vérification,  bien  que  théoriquement  possible,  aurait 
nécessité  un  trop  énorme  travail  pour  être  mise  en  pratique.  11  en  est  autrement 
pour  les  divisions  auxiliaires  qu'exige  ma  disposition.  Ici  l'ancien  procédé  pour  la 
détermination  des  erreurs  des  traits  de  division  ne  suffisait  plu&:  il  fallait  le  rem- 
placer par  un  autre,  essentiellement  différent  et  non  employé  jusqu'alors,  que  j'ai 
décrit  et  expliqué  dans  le  Mémoire  cité.  Ce  procédé,  alors  nouveau,  peut  aussi  sap- 
ptiquer  sans  modification  à  la  détermination  des  erreurs  de  division  d'une  rêijle 
graduée,  et  il  a  été  utilisé  dès  cette  époque.  Toutefois,  comme  on  ne  peut  pa< 
assurer  qu'il  ait  toujours  été  convenablement  appliqué,  j'ai  cru  qu'il  n'était  pas 
Inutile  de  revenir  sur  ce  sujet  et  do  l'exposer  plus  en  détail.  » 

Hansen  (P.--^.).  —  Recherches  dioptriques,  en  ayant  égard  à  la 
dispersion  et  à  Taberralion  de  sphéricités  Deuxième  Mémoire. 

(697.784). 

Tome  XI;  1874-1878. 

Fechner  [G.-Tli.).  —  Sur  la  valeur  initiale  de  la  somme  des  écarts 
niiniina,  sur  sa  détermination,  son  emploi  et  sa  généralisation. 
1874.  (3-76). 

1.  Introduction.  —  II.  Emploi  de  la  valeur  centrale  dans  le  champ  de  rechercha 
des  objets  collectifs.  Relations  plus  générales  de  ces  objets,  auxquelles  elle  t'ap- 
plique. —  III.  Moyen  de  détermination  et  relations  diverses  de  la  valeur  ceotrale 
par  rapport  à  la  moyenne  arithmétique.  —  IV.  Formules  pour  la  variation  de  la 
somme  des  écarts  lorsqu'on  déplace  son  point  de  départ,  et  démonstration  qui  en 
résulte  de  la  propriété  potentielle  de  la  valeur  centrale.  —  V.  Sur  les  valeurs 
moyennes  des  puissances  en  général.  —  VI.  Remarques  sur  la  question  de  la  valeur 
du  principe  de  la  moyenne  arithmétique.  —  VII.  Lois  de  la  probabilité  des  écarts 
par  rapport  aux  diverses  moyennes  de  puissances,  dans  l'hypothèse  de  la  vérité  de 
leur  principe.  —  VllI.  Défense  de  la  loi  de  probabilité  des  écarts  de  Gauss  dans  les 
écarts  thermiques  mensuels.  Comparaison  empirique  de  la  sûreté  des  trois  moyenne» 
de  puissances  les  plus  basses.  —  IX.  De  quelques  moyennes  qui  ont  en  commun 
avec  les  moyennes  de  puissances  la  moyenne  arithmétique  et  le  passage  de  celle-ci 
aux  ordres  supérieurs. 

Neumann  (C).  —  Sur  la  loi  établie  par  Webcr  pour  les  forces 
électriques.  1874.  (79-200). 

Introduction, 

I.  Considérations  générales  sur  la  loi  de  JVeber,  —  §  1,  Transformation  delà 
loi  de  Webor.  —  §  2.  Application  de  la  transformation  à  un  cas  particulier.  — 
§§  3-5.  L'objection  élevée  par  Helmholtz  contre  la  loi  de  Weher.  Sur  répreure 
d'une  loi  physique  par  l'application  à  un  cas  particulier.  Sur  l'imperfection  de  la 
loi  de  Weber.  —  §  6.  Le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  —  §  7.  Applica- 
tion du  principe  de  l'énergie  ii  un  cas  particulier.  —  §§  8-9.  Réduction  de  la  loi  de 
Weber  à  un  certain  potentiel,  par  l'application  du  principe  d'Uamiltou.  Rédaction 
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dn  potentiel  obtenu  à  un  plus  simple,  en  admettant  une  transmission  successÎTe. 
J  10.  Récapitulation.  Remarque  sur  la  rotation  ma{;nétique  du  plan  de  polarisation 
de  la  lumière.  —  §  11.  Sur  le  potentiel  introduit  par  Weber. 

II.  La  loi  de  Weber,  fondée  sur  les  considérations  dualistiques  habituelles,  — 
S§  1-4.  Application  de  la  loi  de  Weber  aux  courants  uniformes.  Los  lois  intégrales. 
Les  lois  élémentaires.  Vérification  des  lois  élémentaires.  —  §§  5-9.  Application  de 
ia  loi  de  Weber  à  des  courants  quelconques  (uniformes  ou  non).  Hypothèses  sur 
la  oature  des  mouvements  électriques.  Sur  la  densité  de  Télectrlcité  libre.  Calcul 
des  forces  agissantes.  Sur  l'action  en  partie  pondéromotricc,  en  partie  électromo- 
trioe  des  forces  agissantes.  Déduction  des  équations  difTérentielles  de  KirchhofT.  — 
S  10.  Sur  les  assertions  de  Helmholtz.  —  S  ^^*  ^^^  ^^*  assertions  de  Weber  et  de 
I^rberg. 

III.  La  loi  de  Weber ^  fondée  sur  certaines  considérations  unitaires,  —  §  ^.  Dclcr- 
mination  précise  de  ce  point  de  vue  unitaire.  —  §  2.  Établissement  des  équatiobs 
différentielles.  Déduction  de  la  loi  de  Joule.  —  §  3.  Sur  la  décomposition  des  dépla- 
cements et  des  traTBUz  en  généraux  et  en  relatifs.  —  §  4.  Deux  théorèmes  découlant 
des  équations  difTérentielles.  —  §  5.  Sur  une  remarque  de  Helmholtx.  —  §  6.  For» 
raaies  de  Tcnergie  mécanique  et  calorique.  —  §  7.  Formules  de  l'énergie  mécanique 
et  calorique  pour  un  système  de  deux  corps.  —  §§  8-9.  Formules  de  l'énergie  méca- 
nique et  calorique  pour  un  système  d'un  nombre  quelconque  de  corps.  Loi  de 
l'énergie  et  du  potentiel.  —  §  10.  La  loi  intégrale  pondéromotrice  et  électromotrire 
pour  des  conducteurs  matériels.  —  §  11.  La  loi  intégrale  pondéromotrice  et  élec- 
Iromotrice  pour  des  conducteurs  linéaires.  —  J§  12-14.  Formules  do  l'énergie  méca- 
nique et  calorique  pour  àe^  portions  dos  corps  considérés.  Application  au  cas  des 
courants  uniformes.  Application  aux  conducteurs  linéaires,  et  déduction  de  la  loi 
d'Ampère.  —  §  15.  Remarques  finales. 

IV.  Sur  les  recherches  et  les  remarques  de  Hebnhoitz  qui  se  rattachent  au  contenu 
du  présent  Siémoire,  —  §  1.  L'objection  (A)  de  Helmholtz  contre  la  loi  de  Weber. 
—  S  2.  L'objection  (B)  de  Helmbolts  contre  la  loi  de  Weber.  —  §  3.  Sur  une  faute 
de  calcul  attribuée  à  Fauteur  par  M.  Helmholtz.  —  $  4.  Sur  la  loi  du  potentiel  et 
de  l'énergie.  —  §  5.  Sur  la  relation  de  la  loi  de  l'énergie  avec  la  loi  de  l'induction. 

y.  Conclusions  relatives  aux  discussions  précédentes  et  au  présent  Mémoire, 

Hankel  (  W,).  —  Recherches  ëleclriques.  Onzième  Mémoire  :  Sur 
les  propriétés  électriques  du  spalh  calcaire,  du  béiyl,  de  i'ido- 
crase  et  de  Tapophyllite.  1875.  (aoS-aji,  3  pi.). 

Ilansen  (P.-^.).  -^  Sur  les  pcrlurb-ilions  des  grosses  planètes  et 
en  particulier  de  Jupiter.  iSjS.  (275-476)« 

S  1.  Développement  do  la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  dérivées  dont  il  est 
fait  usage  ici.  —  §  2.  Développement  des  termes  généraux  des  perturbations  de  la 
longitude  moyenne  et  du  rayon  vecteur.  —  §  3.  Développement  des  perturbations 
génénles  de  la  troisième  coordonnée.  —  §  4.  Développement  des  termes  de  la  lon- 
gitude moyenne  et  du  rayon  vecteur  qui  correspondent  au  cas  de  /=  o  dans  les 
coeiBcients  de  la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  dérivées.  —  §  5.  Développement 
des  termes  de  la  troisième  coordonnée  qui  correspondent  au  cas  de  i  =  o  dans  les 
coeffieients  de  la  dérivée  de  la  fonction  perturbatrice  par  rapport  à  Z.  —  §  6.  Déve- 
loppement général  des  termes  dépendant  des  carrés  et  des  produits  des  forces 
perturbatrices,  et  qui  sont  multipliés  par  l'.  —  $  7.  Application  des  développements 
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précrWlonts  :i  Jiipitor.  Cnictil  dos  i>erturbations  de  la  latitude  de  Jupiter,  dnos  h 
l'aclioii  de  S.it  ini(\  —  §  8.  Calcul  dos  porlurbations  de  Jupiter  dues  à  ractioii 
d'Uranus.  —  §  0.  P<Mtiirbations  de  Jupiter  dues  à  l'action  de  Neptune.  —  §  10.  Prr- 
lurbalious  «U-  Jupiter  par  Mars.  —  §  lî«  Perturbations  de  Jupiter  par  la  Terre, 
Véiuis  et  iMercuro.  —  §  12.  Calcul  de  la  partie  des  termes  des  perturbations  de 
Jupiter,  multiplies  par  /',  qui  dépend  de  la  variation  des  coordonnées  de  Jupiter. 
—  §  13.  Calcul  des  variations  séculaires  des  autres  planètes,  qui  sont  nécessaires 
pour  obtonirla  partie  des  perturbations  de  Jupiter,  multipliées  par  r',  qui  provient 
des  variations  des  coordonnées  des  planètes  troublantes.  —  §  14.  Calcul  de  la 
partie  des  perturbations  de  Jupiter,  multipliées  par  t*,  qui  dépend  des  Tariations 
des  planètes  troublantes. 

Hankcl  [TV,).  —  Recherches  électriques.  Douzième  Mémoire: 
Sur  1rs  propriétés  thermo-électriques  du  gypse,  de  la  diopside, 
de  l'orlhoclase,  de  Talbite  et  de  la  péricline.  iSjS.  (479*539, 

4  pi.)- 

Schcihncr  [TV).  —  Recherches  dioptrîques,  en  particulier  sur 
l'objectif  de  llaiisen.  1876.  (i-viii,  541-620). 

§  1.  IS'otations  et  formules  rigoureuses.  —  §  2.  Développements  en  séries  pour  les 
distances  de  converffence.  —  §  3.  Fractions  continues.  —  §  4.  Grandeur  des  images. 
Points  caractéristiques  du  système.  —  §  5.  Mesure  de  la  confusion  résultant  de  ^abe^ 
ration  de  sphéricité.  Influence  de  l'absorption  et  de  la  réflexion.  —  §  6.  Minimum 
du  corde  de  dispersion.  —  §  7.  Introduction  de  l'achromatisme.  —  §  8.  Calcul  du 
coeflicient  de  dispersion.  —  §  9.  Corrections  à  cause  de  Tachromasie  des  images  et 
de  l'accommodation  pour  difl'érentcs  distances.  — .§§  10-11.  Développement  des 
équations  de  condition.  —  §  12.  Équations  de  condition  pour  trois  ou  quatre 
réfractions.  —  §  13.  Méthode  {générale  d'approximation.  Équations  de  la  première 
approximation  pour  trois  rérractions.  —  §  14.  Calcul  de  l'objectif  de  Hansen.  — 
§§  15-10.  Deuxième  approximation.  —  §  17.  Première  approximation  pour  quatre 
réfractions.  —  §  18.  Système  de  deux  lentilles  séparées.  Objectif  de  Gauss.  .— 
§  10.  Système  de  trois  lentilles  continues.  —  §§  20-21.  Étude  d'un  objectif  dialytique 
à  six  réfractions.  —  §22.  Conclusion. 

Neiimaiin  (C).  —  La  loi  de  Weber,  établie  au  point  de  vue  uni- 
taire. 1876.  (623-639). 

§  1.  Préliminaires.  Les  points  de  vue  unitaire  et  dualistiqne.  Force  d'un  courant. 
Formules  collectives.  —  §  2.  Les  lois  élémentaires.  —  §  3.  Action  des  points  de 
glissement.  —  §  4.  La  loi  inté{;rale  pondéromotrice.  —  §  5.  La  loi  intégrale  elec- 
troniotrice. 

JVcher  (  TV,\  —  Détermination  de  mesures  électrodynamiqucs, 
en  particulier  sur  Ténergie  de  l'action  réciproque.  1878.  (643" 
696,  I  pi.)- 

§  1.  Guide  des  recherches  expérimentales  en  Éleclrodynamique.  —  §  2.  L'cnergie 
de  l'action  réciproque  ramenée  à  une  mesure  absolue.  —  §  3.' La  loi  potentielle 
éleclrodynamique  déduite  de   la  lui  poleiitielle  électrostatique  au  moyen  du  priu' 
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cipo  de  Ténergic.  —  $  4.  Le  principe  ordinaire  de  1  cncrgic  déduit  du  principe  do 
la  conserration  de  l'énergie.  —  §  5.  La  lui  générale  de  la  force  électrique.  — 
$  (3.  Lois  du  mouvement  de  deux  particiilcs  électriques  soumise»  à  leur  seule 
action  mutuelle.  —  §  7.  Rayonnement  électrique;  en  particulier,  réflexion  et  dis- 
persion des  rayons.  —  §  8.  Application  de  la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la  disper- 
sion des  rayons  électriques  à  Téther  lumineux  et  aux  gaz,  d'après  la  théorie  des 
chocs  moléculaires  de  KrOnig  et  Clausius.  —  §  9.  Lois  du  mouvement  de  deux  par- 
tieules  eleetiiqucs  soumises  à  leur  action  mutuelle  et  à  une  action  extérieure.  — 
$  10-11.  Lois  du  mouvement  d'une  particule  électrique  renlermce  dans  une  sphère 
électrique  creuse  et  soumise  à  l'action  réciproque  électrique  et  à  une  action  exté- 
rieure :  I*  diflicullés  provenant  des  obstacles  qu'oppose  la  nature  des  corps  aux 
forces  électriques  d'expansion  ;  'i*  diflicullés  qui  se  lattachcnt  à  l'hypothèse  d'une 
valeur  constante  de  L.  —  §  12.  Conclusion. 


M1TTHE1LUNGEN  der  NATiRPORSCuEiiiDEN  Gesellschaft  in  Bern  C). 

Année  1870;  n-  711-744. 

Kufter.  —  Des  lois  mathématiques  de  raccroîssement  des  arbres 
forestiers  et  des  taillis,  (i  lô-iSy). 

Cherbuliez.  —  Aperçu  historique  des  recherches  sur  la  vitesse  de 
propagation  du  son  dans  Tair.  (iDi-igi). 

1.  Recherches  sur  la  vitesse  du  son  dans  l'air  jusqu'au  temps  de  Newton.  — 
II.  Recherches  sur  la  vitesse  du  son  dans  l'air  depuis  l'établissement  do  la  théorie 
de  Newton  jusqu'à  la  correction  de  Laplace:  A.  Théorie  de  Newton.  B.  Expériences 
faites  depuis  le  temps  do  Newton  jusqu'au  mflieu  du  xvni*  siècle. 


Année  1871;  n**  745-791. 

Cherbuliez.  —  Aperçu  historique  des  recherches  sur  la  vitesse  de 
propagation  du  son  dans  Tair  (suite).  (i-a8). 

U.C.  Recherches  théoriques  depuis  rétablissement  do  la  théorie  de  Newton  jus- 
qu'à la  correction  de  Laplace. 

Cherbuliez,  —  Communications  coitcernantriiistoire  de  la  théorie 
mécanique  de  la  chaleur.  (291-324). 


(,')  Publié  par  livraisou  in-8,  formant  chaque  année  un  Volume. 


j^o  SECONDE  PARTIE. 


Année  1872;  n°*  792-8  H. 

Buss  (  JV,-À ,  ).  —  Sur  un  nouveau  régulateur  pour  les  machines 
à  vapeur,  les  roues  hydrauliques,  les  turbines,  etc.  (4o"77)- 

Forster  [A,),  —  Sur  la  pluie  d'étoiles  filantes  du  27  novembre  1 872. 

(77-82). 

Année  1873;  n-  812-827. 

Sidler  (G.)-  —  La  trisection  d'un  arc  de  cercle  et  la  conchoïdc 
circulaire.  (3i-63,  4  ?'•)• 

S  1.  Trisection  d'un  arc  de  cercle.  —  $  2.  NooTeau  mode  de  génération  de  Id 
ronchoîdc  circulaire.  —  $3.  Normales  à  cette  courbe,  cercles  doublement  taii- 
(;ents,  etc.  —  §  4.  Centres  de  courbure  et  développée  de  la  conchoide.  —  $  5.  Aire 
et  longueur  de  Tare  de  la  conchoîde  circulaire. 

Année  1874;  n^  828-873. 

Benteli  {A.).  —  Sur  les  constructions  d'ombre  et  de  lumière. 
(80-92). 

Schonliolzer  {J-)-  —  Sur  une  application  de  la  formule  de  Cauchj. 
(a55-263). 

Détermination  d'intégrales  déGnîés  à  l'aide  de  la  formule 


Année  1876;  n'"  874-905. 

Benteli  [A,),  —  Sur  le  point  de  fuite  en  perspective.  (229-239, 
2  pi.  ). 

Année  1876;  n"  906-922. 

Budde  (-£*.).    —    Notices  sur    la  théorie  du  courant  électrique 
stationnaire.  (39-55). 
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Année  1877;  n"  923-936. 


Graf[J •-!!.).  —  Echange  du  chemin  du  paramètre  et  du  chemin 
de  l'argument  dans  une  intégrale  normale  de  troisième  espèce  de 
fonctions  algébriques.  (  64-7 1  ) . 

Année  1878;  n"*  937-96i. 

Hilfiher  (•/•)-  —  ^^^  la  détermination  de  la  constante  de  la  paral- 
laxe du  Soleil,  en  ayant  égard  principalement  aux  observations 
d'oppositions .  (  86- 174)- 

Notice  historique  sur  la  question  des  parallaxes.  Discussion  des  résultats  obtenus 
par  diverses  méthodes. 

Benteli  (^.).  —  Quelques  mots  sur  la  projection  circulaire.  (177- 
184 ')  1  pi*)- 

Année  1879;  n**  962-978. 

Verty^Astérios  :  la  physionomie  de  la  Lune  ;  essai  d'une  nouvelle 
interprétation  des  travaux  de  Mâdler,  Nasmyth  et  Carpenter. 

(23.39). 

Notice  sur  cet  OuTrage  d'un  pseudonyme,  publié  en  1879  a  Nordlin(jcD. 


JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruclicn 
de  cet  établissement. 

XLIV  Cahier,  t.  XXVII;  1874. 

Marie  (M.),  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  simples  et  de 
leurs  périodes.  ( i  -26  ) . 

Marie  (M.),  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  doubles  et  de 
leurs  périodes.  (27-50). 

Marie  {M.).  —  Extension  de  la  méthode  de  Caucliy  à  la  théorie 
des  intégrales  doubles.  (  3 1  -89 } . 


iM  SECONDE  PARTIE. 

Marie  {M.),  —  Théorie  élémentaîrc  des  intégrales  d'ordre  quel- 
conque et  de  leurs  périodes.  (90-102). 

Marie  [M,),  —  Théorie  des  résidus  des  intégrales  d'ordre  quel- 
conque. (102-107). 

Marie  {M.).  —  Classification   des   intégrales   quadratiques  des 
courbes  algébriques.  (109-121). 

Dans  ces  divers  Mémoires,  l'auteur  poursuit  ses  recherches  sur  la  théorie  des  in- 
tégrales prises  entre  des  limites  imaginaires,  recherches  dont  les  principes  sont  con- 
tenus dans  le  Mémoire  sur  les  périodes  des  intégrales  simples  et  doubles  présente  par 
lui  à  rAcadémic  des  Sciences  en  i853. 

Badoureau.  —   Note    sur  le  problème  des  parties  applique  aux 
jeux  de  calcul.  (i23-i32). 

Supposons  que  deux  joueurs  soient  conTenus  d'avance  que  le  premier  qui  aora 
gagné  N  parties  prendra  les  deux  mises;  supposons  qu'ils  aient  gagné  respectivement 
m  et  n  parties  (m  et  li  <  M  )  :  ils  arrêtent  le  jeu,  et  l'on  demande  comment  ils  doivent 
en  partager  l'enjeu.  L'auteur  traite  cette  question  d'abord  dans  le  cas  où  le  jeu 
est  un  jeu  de  calcul,  où  le  hasard  n'a  aucune  part,  puis  dans  lo  cas  où  le  jeu  est 
mixte;  il  rencontre,  chemin  faisant,  quelques  identités  intéressantes. 

Cornu  (  ^.  ).  —  Détermination  nouvelle  de  la  vitesse  de  la  lumière. 
(i32-i8o). 

M.  Cornu  expose  dans  ce  Mémoire  ses  belles  recherches  sur  la  vitesse  de  la  lu- 
mière; quelques  pages  d'introduction  contiennent  Thistoriquo  et  la  critique  tlos 
méthodes  aslronomiqucs  pour  la  détermination  de  cette  vitesse,  ainsi  que  de  Vei' 
périence  faite  par  L.  Foucault  on  1862.  On  sait  que  M.  Cornu  a  repris  les  vi\té- 
rieuces  de  M.  Fizeau,  dont  ce  dernier  avait  donné  le  principe  en  18)9.  Au  point 
de  vue  optique,  la  méthode  de  M.  Cornu  ne  diflTèrc  nullement  de  celle  de  M.  Fiicau 
et  consiste  toujours  à  lancer  un  rayon  de  lumière  entre  les  dents  d'nne  roue 
dentce,  animée  d'une  vitesse  de  rotation  très  rapide,  et  à  le  renvoyer  au  point  de 
départ  au  moyen  d'un  miroir;  on  observera  un  minimum  ou  un  maximum  dans  l'in- 
tensité «iu  rayon  réfléchi,  selon  que  ce  rayon  tombera  sur  la  saillie  d'une  tient 
ou  sur  le  vide  laissé  par  deux  dents  consécutives,  circonstances  qui  df|)endent 
évidemment  de  la  vitesse  de  rotation  do  la  roue.  C'est  dans  la  détermination  de 
cette  vitesse  au  moment  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  que  les  oxpériencrs  do 
M.  Cornu  difTèrent  essentiellement  de  celles  de  M.  Fizeau.  Ce  dernier  s'eiïorrait 
d'obtenir  et  de  mesurer  une  vitesse  constante  :  M.  Cornu  détermine,  au  contiairv, 
la  vitesse  à  chaque  instant  au  moyen  d'appareils  enregistreurs.  On  trouvera  dan» 
son  Mémoire  la  description  de  ses  appaieils,  ainsi  que  le  risunié  et  la  critique  de 
ses  observations.  On  sait  que  sfs  expériences  ont  confirmé  d'une  favon  siugulière 
lo  résultat  obtenu  par  Foucault. 

Ilermile.  —  Sur  quelques  intégrales  définies,  (i  81-1 1)6). 
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La  recherche  de  la  Taleur  des  intégrales 

•  11! 

«.'0 


/(sînx,  cosx)x</x, 


oîï/(siox,  cosjt)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  sinx  et  de  cosjt,  se  ramène 
sisément,  en  partant  d'une  formule  de  décomposition  donnée  par  M.  Hcrmite  dans 
son  Court  d* Analyse,  à  la  recherche  de  la  valeur  de  l'intégrale 


I       cot- (x  —  a)xdx\ 


il  faut  nécessairement  supposer  que,  en  faisant 

k  ne  soit  pas  nul,  sans  quoi  la  quantité  sous  le  signe  /  deviendrait  Infinie  entre 
les  limites  d'intégration.   En   posant  a  =  e*^^  z  =  e^,  remplaçant  dans  l'Intégrale 

précédente  cot-(x — a)  par  / 9   ou  plutôt  par  le  développement  de  cette 

fonction  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  de  ai  selon  que  h  est 
posiiif  ou  négatif,  on  trouve  de  suite,  selon  que  l'on  se  trouve  dans  l'un  ou  l'autre 
de  ces  deux  cas, 

fcot-(x  — fl)x</x=       2iw«— iiw( --+-  —  -+-  ^  -+■•••  I» 

J       coti(x-fl)x«/x===-aiV— 45r(^  H- j^-+-3~i  ■♦-•••)• 
L'auteur  traite,  comme  exemple,  l'intégrale 


et  parvient,  en  particulier,  aux  formules 

'•'       xdx 


r     __xdx__ 
l      »in(x  — «)' 


— jprr_-^^=  — 4 lettre tange-*    (A>o), 


X 


xsinx//r       -jt* 
ç      i-hcos'j:        4 


11  s'occupe  ensuite  de  l'intégrale 

.fi! 

.-0 


fîi: 
log/(sinx,  cosx)r/x, 


que  l'intégration  par  parties  raméoc  à  l'intégrale  précédemment  étudiée;  il  montre 
que  la  détermination  de  la  valeur  de  cette  intégrale  revient  à  la  détermination  de 
la  valeur  des  intégrales  de  la  forme 


I     log8in-(x  — «)Jx, 

•  0 


ijii  .     .   SECONDE  PARTIE. 

et  il  parvient  au  résultat  suivant. 


— /loR    ïsln-.(.r  — /Il  Hh-rt 


en  prenant  le   si<;ne  supérieur  ou  le  signe  inférieur  selon  que  le  coefficient  de  / 
dans  a  est  positif  ou  néfjalif. 

Enfin  les  fonctions  doublement  périodiques  conduisent  à  des  résultats  analojrues; 
en  employant  la  formule  de  décomposition,  si  féconde,  que  M.  Hermite  a  doiineo 
pour  CCS  fonctions,  on  ramène  la  recherche  de  la  valeur  de  rintègralc 


où  la  fonction  /(x),  aux  deux  périodes  2K  et  3iK',  n'admet,  dans  le  rectangle  dr> 
périodes,  qu'un  nombre  fiui  de  pôles^  à  la  détermination  de  la  valeur  de  l'intégrali' 

Z(a: — a)xdx. 


ou 


et  l'on  a 


.'</ 

vù 


aK 


ou 


XLV  Cahier,  t.  XXVIII;  1878. 
Aloulard.  —  Sur  la  construction  des  équations  de  la  forme 

(i-ii). 

Pour  qu'il  existe  une  expression  formée  avec  x,  x^  une  fonction  arbitraire  expH* 
cite  et  ses  n  premières  dérivées,  qui,  mise  à  la   place  de   x,  vérifie  l'équaiioa 

1    <)*z 

^  =  jl,  il  faut  et  il  suffit  que,  si  l'on  pote 

A,=  i,     A,  =  A, — - — f      A,  =  A| f     •••! 

Oxôy  Oxdjr 

<^MocA,A,...A,_, 
la  quantité  A.  soit  nulle  identiquement.   A.,  A,,  ...,  A^.,  n'étant  pis  nulles;  de 
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plus,  l'intégrale  (*êncrale  de  l'équation  i=  Ax  peut  s'écrire 


125 


en  tlési|piant  par  X,  X',  ...,  X(")  une  fonclion  arbitraire  de  jr  et  ses  n  dérivées, 
par  Y,  Y',  . . . ,  Y'^*)  une  fonction  arbitraire  dej^  et  ses  n  dérivées  et  par  A,,  A,  . . . ,  A^, 
B,,  B,,  ...,  B,  des  fonctions  de  x  et  de  ^  que  l'on  exprimé  aisément  au  moyen 
des  dérivées  successives  de  A„  A|,  . . .,  A,_,.  Cela  posé,  l'auteur  s'occupe  de  l'inté- 
gration de  l'équation  d'ordre,  a/i,  A,  =  o;  cette  intégration  peut  être  effectuée  sous 
forme  finie  par  voie  de  récurrence;  Ç  et  w  étant  deux  fonctions  de  x  et  de  t*  telles 
que  l'on  ait 

Ç  dxdy       Oè  ôxô/ 

M.  Moutard  montre  que  l'on  peut  toujours  trouver,  par  une  quadrature,  une 
ronctioii  0  telle  que  l'on  ait 


w     t)x  ôx 


I 


ot  par  suite 


d^H 


01 


Oy 


■=■  ftl 


0  ôjlOj-         âxf)r* 

de  plus,  SI  Ton  rejrarde  m  comme  une  solution  particulière,  d'ailleurs  quelconque, 
de  l'équation  «  =  iz,  X  étant  supposé  choisi  de  manière  que  A,  =  o,  et  que  Ç  dé- 
si{rne  rinté{|^rale  (jénérale  do  la  même  équation,  la  fonction  0  pourra  toujours  être 
mise  sous  une  forme  linéaire  par  rapport  à  deux  fonctions  arbitraires,  l'une  de  x, 
l'autre  de  r«  et  leurs  n  -hi  premières  dérivées,  et  cette  expression  sera,  en  général, 
irréductible  quant  au    nombre  des  dérivées.  On  déduit   de  là  que,  si  Ton   pose 

,  d'à  ^  Z 

=  fi  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ai  :=  /ut,  et  qu'on   désif^ne  par  Mj^  la 


(f  àxdr 


dxdjr 


quantité  formée  avec  jot  comme  A^  l'est  avec  ji,  la  fonction  /ut  annulera  M,^,,  sans 
anunler,  en  général,  aucune  des  quantités  Mj^  dont  l'indice  est  inférieur  à  n-hi. 
Si  l'on  remarque  maintenant  que  «,  étant  une  intégrale  particulière  quelconque  de 
l'équation  x=:  ix,  peut  désigner  l'intégrale  générale  elle-même,  on  obtient  la  con- 
clusion suivante,  qui  renferme  la  solution  du  problème. 

Concevons  que  l'on  ait  trouvé  la  forme  la  plus  générale  de  X  qui  annule  A^;  on 
pourra  écrire  explicitement   la  valeur  la  plus  générale  de  z  qui  vcriCe  l'équa- 


tion - 


d^z 


z  dxôr 


=  >,  et  l'on  introduira  par  là  deux  fonctions  arbitraires;  cela  fait. 


f>«- 


àxàr 


sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  A«^,  =  o.  Dès  lors,  on  peut  construire 


successivement  les  intégrales  générales  des  équations  A,  =  o,  A,  rr  o,  A,  =  o,  ...; 
la  première  a  déjà  été  traitée  par  M.  Liouville;  d'ailleurs,  le  raisonnement  précé- 
dent s'applique  à  cette  même  équation  et  permet  d'en  obtenir  l'intégrale  générale. 

Poincaré  {If-).  —  Note  sur  les  propriétés  des  fuiiclîoiis  définies 
par  les  équalioiis  diiVérciitielles.  (i3-a()). 


1^6  SECONDE  PARTIE. 

L'auteur  s'occupe  des  équations  diOerenticIIcs  de  la  forme 

où  /(jfO')  est  holomorphc  en  x  et  cn^-. 

En  désignant  par  p  la  valeur  (le  ^'  pour  j:=^=ro,   MM.  Briot  et  Bouquet  ont 

montré  que  :  si  p  n*cst  pas  entier  positif,  l'équation  admet  une  intégrale  holo- 
morphe  s'annulant  avec  x;   si  ç>  est  commcnsurable  et  positif,  mais   non  entier, 

l'équation  admet  une  infinité  d'intégrales  holomorphes  en  x'",  m  étant  le  déiio- 
miiiatciir  de  p;  si  j;  a  su  partie  réelle  négative,  l'équation  n'admet  pas  d'autre  in- 
té(;ralc  s'évanouissant  avec  x  que  l'intégrale  holomorphc;  si  p  a  sa  partie  réelle 
positive,  l'équation  admet,  outre  l'intégrale  holomorphc,  une  infinité  d'inté^r^ilos 
non  hdiomorpbes  s'annulant  avec  x.  C'est  de  ces  intégrales  non  holomorphes  que 
s'ocrupc  M.  Poincaré;  il  prouve  que,  si  ^,  ayant  sa  partie  réelle  positive,  n'e»t 
pas  entier  positif,  elles  sont  holomorphes  en  x  et  x?  et  que.  si  9  est  entier  posilif, 
elles  sont  holomorphes  en  x  et  xlogx. 

Halphen,  —  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques  cl 
des  surfaces  du  second  ordre.  {27-89). 

Si  l'on  considère  un  système  de  coniques  (^u,  v\  il  pinit  admettre  les  singularités 
suivantes  :  \^  les  singularités  A,  où  la  conique  se  réduit  à  deux  droites  en  coor- 
données ponctuelles,  à  un  point  en  coordonnées  tangentielles;  3**  les  singularili's 
corrélatives  A';  3°  les  singularités  d'ordre  plus  élevé  B  où  la  conique  se  réduit  a 
une  droite  en  coordonnées  ponctuelles,  à  un  point  en  coordonnées  tangentielles. 
Cela  posé,  si  le  système  considéré  n'admet  que  les  singularités  ordinaires  A,  A',  le 
théorème  de  M.  Chasies  e^t  toujours  vrai,  c'est-à-dire  que  le  nombre  des  coniques 
du  système  qui  sont  assujetties  à  une  condition  donnée  est  a/t-h  /3y,  où  les  nombres 
a,y3  ne  dépendent  que  de  cette  condition.  Il  n'en  est  plua  de  même  nécessairement 
si  le  système  admet  des  singularités  quelconques  :  le  théorème  de  M.  Cha&lcs 
peut  ou  non  s'appliquer.  M.   Halphen  établit  que: 

«  Pour  que  ce  théorème  s'applique  à  une  condition  donnée,  quel  que  soit  le  sys- 
tème, il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  cette  condition 
et  touchent  une  courbe  donnée  en  deux  points  donnés  soit  le  même  que  celui  des 
coniques  qui  satisfont  à  cette  condition  et  ont  avec  une  courbe  donnée,  en  as 
point  donné,  des  contacts  du  troisième  ordre.  » 

Mais  le  résultat,  pour  un  système  à  singularités  quelconques,  ne  peut  pas  se  tra- 
duire par  une  formule  telle  que  «/a  -f-/3y,  même  en  y  ajoutant  d'autres  termes  ana- 
logues en  nombre  fini  et  déterminé.  On  peut  cependant  en  obtenir  une  ima^e 
simple.  Tous  les  éléments  utiles  relatifs  à  un  système  quelconque  se  trouvent 
représentés  dans  une  courbe  que  l'on  peut  dire  attachée  au  système  et  qui  est 
donnée  par  une  équation  en  coordonnées  rectilignes.  Cette  courbe  passe  à  l'origine 
des  coordonnées  dans  le  cas  seulement  où  le  système  contient  la  singularité  B. 

De  même  aussi,  tous  les  éléments  utiles  relatifs  à  une  condition  quelconque 
sont  représentés  dans  une  courbe  attachée  à  cette  condition.  Voici  maintenant 
le  théorème  qui  fournit  la  solution  générale  de  la  question  proposée  : 

«  Soit  a/ut  -H  ^v  le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  une  condition  donnée  et  fai- 
sant partie  d'un  système  (/i,  v)  à  singularités  ordinaires.  Le  nombre  des  coniques 
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$atisf:ii<(ant  à  la  mémo  condition  et  faisant  partie  d'un  système  (yui,  v)  quelconque 
est  ilirérieur  h  a/&  -f-  ;3v  et  en  diflTêro  d'un  nombre  égal  à  celui  des  points  qu'ont  en 
c  immun,  à  ruri«;iiit;  des  cuorduiiiiées,  la  courbe  attuclicc  au  système  et  la  courbe 
allachce  à  la  condition.  • 

Callandreau  (O.).  — Note  sur  l'cmploî  des  fractions  continues 
algébriques  pour  le  calcul  des  coeflicîents  A^"  de  Laplacc.  (91- 

104). 

Haton  de  la  Goupillière,  —  Formules  nouvelles  pour  Tétude  du 
mouvement  d'une  figure  plane.  (105-172). 

L'auteur  traite  d'abord  )c  problème  suivant  : 

«  Supposons  qu'à  chaque  point  d'une  courbe  on  en  fasse  correspondre  un  autre 
dans  son  plan  au  moyeu  d'une  abscisse  portée  sur  la  normale  et  d'une  ordonnée 
comptée  suivant  la  tan^jcntc,  ces  deux  coordonnées  étant  des  fondions  absolument 
quelconques,  mais  spécifiées  dans  chaque  cas,  de  la  direction  du  rayon  de  courbure  : 
trouver  le  lieu  de  ces  points.  » 

La  question  est  résolue  par  des  formules  qui  restent  les  mêmes,  quel  que  soit  le 
ni(Mle  de  construction  qui  définit  le  (jenro  des  lieux  géométriques  demandés;  elle 
se  trouve  en  effet  ramenée,  une  fois  pour  toutes,  à  une  simple  élimination  à  effec- 
tuer dans  chaque  cas,  quand  les  fonctions  qui  expriment  l'abscisse  et  l'ordonnée 
auront  été  spécifiées.  L'auteur  traite  ensuite  le  problème  inverse  qui  consiste  à 
trouver  la  courbe,  d'où  l'on  déduirait,  par  1a  procédé  qui  vient  d'être  expliqué,  un 
lieu  donné.  Les  résultats  obtenus  sont  alors  appliqués  à  l'étude  du  mouvement 
d'une  ligure  plane  dans  son  plan,  en  supposant  le  mouvement  défini  au  moyen 
d'une  courbe  (directrice)  et  d'une  droite  (caractéristique)  qui  roule  et  glisse  sur 
b  courbe  d'après  une  loi  déterminée.  M.  U.  de  la  Goupillière  traite  une  suite  de 
problèmes  concernant  des  enveloppes  de  droites,  des  trajectoires  de  points,  le  lieu 
des  centres  instantanés  pour  des  mouvements  ainsi  définis;  citons,  par  exemple, 
le  problème  suivant  : 

«  Quelle  doit  être  la  directrice  pour  que  l'enveloppe  d'une  droite  de  la  figure 
soit  semblable  à  la  (/9  —  lyvm»  développée  de  cette  directrice?  » 

Enfin,  il  traite  le  cas  où  le  mouvement  est  défini  par  les  enveloppes  de  deux 
droites  faisant  entre  elles  un  angle  constant. 

Collignon  (E.), —  Note  sur  le  mouvement  des  planètes.  (lyS- 
300). 

Picquet.  —  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  des  combinaisons 
à  la  théorie  des  déterminants.  (2oi-a44)- 

L'auteur  réunit  en  un  corps  de  doctrine  une  suite  de  propositions  sur  les  déter- 
minants ayant  leur  point  do  départ  dans  le  théorème  de  Laplace  sur  la  décompo- 
sition d'un  déterminant  en  produits  de  déterminants  complémentaires  et  dans  le 
théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants;  il  donne  au  début  les  propriétés 
des  déterminants  dont  les  éléments  sont  les  mineurs  d'un  déterminant  donné  et 
des  mineurs  de  ces  déterminants;  d'autres  propositions  concernent  le  déterminant 
dont  on  déduit  les  éléments  de  deux  déterminants  A,  B  d'ordre  n,  en  substituant  de 
toutes  les  façons  y  colonnes  de  B  à  ^  colonnes  de  A,  etc. 


r 
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Mathieu  [E.).  —  Sur  rapplication  du  problème  des  trois  corps  à 
la  détermination  des  perturbations  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
(245-269  ). 

XLVT  Cahier,  t.  XXVIII;  1879. 
Lucas  (/*'.).  —  Géométrie  des  polynômes.  (i-33). 

Soit  r(z)  un  polynûmo  algébrique  du  dcfp^^,  fonction  d'une  Tariablc  imaginaire 

z  =rx-4-  r  ^  — I.  A  chaque  valeur  X  de  ce  polynôme  correspondent  p  Taleurs  de  ;, 
racines  de  l'équation 

F(s)  =  i; 

on  peut  représenter  1  par  un  point  directeur  L  et  les  Talcurs  de  x  par  des  poiots- 
racines  M. 

Si  L  décrit  un  lieu  déterminé,  le  système  des  points  M  en  décrit  un  autre  plus 
ou  moins  complexe.  L'auteur  se  propose  d'étudier  dans  ce  Mémoire  les  corrélations 
qui  existent  entre  le  lieu  des  points-racines  et  celui  du  point  directeur. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Lucas  établit  quelques  relations  (géométriques;  il 
donne  une  interprétation  par  la  Mécanique,  en  supposant  que  les  points  M  foienl 
doués  do  masses  égales  à  l'unité  et  repoussent  en  raison  inverse  de  la  distance,  et 
il  introduit  ensuite  la  notion  des  points  centraux  et  des  points  critiques.  Les  points 
centraux  sont  ceux  qui  satisfont  à  l'équation 

F'(r)  =  o, 

et  les  points  critiques  ceux  qui  donnent  à  F(z)  la  même  valeur  que  le  2  d'un 
point  critique.  La  suite  du  travail  est  consacrée  à  l'étude  de  la  transformation  des 
contours  fermés,  des  droites  et  à  l'application  des  résultats  gcuéraux  an  cas  des 
polynômes  cubiques. 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  les  caractéristiques  des  fonctions  6. 
(32-63). 

MM.  AYeber  et  Nothcr  ont  publié  récemment  d'intéressantes  recherches  sur  les 
fonctions  à  trois  et  quatre  variables.  Les  travaux  de  ces  deux  géomètres  (')  ont 
pourpoint  de  départ  commun  l'étude  de  certains  groupements  en  systèmes  des  carac- 
téristiques de  ces  fonctions.  £n  dehors  de  son  application  à  la  théorie  des  trans- 
cendantes, cette  étude  a  conduit  M.  Weber  à  ce  fait  algébrique  remarquable  que 
le  premier  groupe  hypo-abélien  â  trois  couples  de  variables  est  isomorphe  à  celui 
de  l'équation  générale  du  huitième  degré. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  d'étendre  ces  résultats  ii  un  nombre  quelconque  de 
variables.  Pour  y  parvenir  aisément,  l'auteur  a  dû  généraliser  la  question  en  con- 
sidérant, parallèlement  à  la  répartition  des  caractéristiques  en  paires  et  impaires 
adoptées  par  MM.  Weber  et  Piôther,  l'autre  mode  de  répartition  qui  donne  nais- 
sance au  second  groupe  hypo-abclien. 


(')  AVeoEB,  Théorie  fier  itbeUchen  Functionen  i*om  Geschlecht  3,  1876. 

MÙTUCA,  Xur  Théorie  der  Thetajuitctionen  ifon  vier  Argumeatea  (^Uatk,  A.^  t.  XIV) 
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Soient  S,,  T^,  . . .,  S^,  T,  des  substitutions  d'ordre  3  et  échangeables  entre  elles. 
Leur  combinaison  donnera  un  groupe  G  d'ordre  3*"  et  dont  les  substitutions  Sft, 
T^t,  ....  S^",  TJ«  pourront  être  représentées  d'une  manière  abrégée  par  le  sym- 
bole (x,,  rn  .  • .»  -"^B»  J'j»)»  auquel  les  géomètres  déjà  cités  ont  donné  le  nom  de  carac~ 
tiristique. 

M.  Jordan  appelle  exposant  déchan^  de  deux  substitutions  A  =  (jr,^>*, ...  , 
B  =  (x',, y,,  . . .  )  Texpression 

(A,B)  =  jr,y,  H- y,^,-!-...     (mod.  3), 

et  il  montre  d'abord  que  le  groupe  G  résulte  de  la  combinaison  de  in  substitu- 
tions 

A,,   Aj,    •  •  •  f    A^, 
**ii    "t»    •  •  •  »   ''il» 

telles  que  (  A^B^)  soit  congru  à  i  ou  à  o  suivant  que  k  est  égal  ou  diflerent  de  <.  il 
résout  ensuite  les  quatre  problèmes  suivants  : 

«  Déterminer  dans  G  les  systèmes  complets  de  substitutions  telles  que  leurs  ex- 
posants d'échange  mutuels  soient  tous  égaux  à  l'unité.  • 

«  Déterminer  dans  G  un  système  complet  tel  que  les  exposants  d'échange  (ST), 
(TU),  (US)  de  trois  quelconques  de  ses  substitutions  aient  une  somme  égale  à 
l'unité. 

«  Déterminer  les  systèmes  complets  de  substitutions  dont  les  exposants  d'échange 
mutuels  sont  tous  nuls.  » 

«  Déterminer  les  systèmes  complets  de  substitutions  telles  que  la  somme  des  ex- 
posants d'échange  de  trois  d'entre  elles  soit  nulle.  » 

Léauté  (H,  ).  —  Etude  géométrique  sur  les  fondions  elliptiques 
de  première  espèce.  (65-99). 

L'auteur  s'est  proposé  d'étudier,  dans  ce  travail,  les  diverses  relations  qui  existent 
entre  les  fonctions  elliptiques  de  première  espèce  et  les  coordonnées  des  points 
d'une  biquadratique  gauche.  Celte  question,  qui  avait  été  résolue  d'une  manière 
générale  par  Clebsch  et  qui  a  fait  le  sujet  de  différents  travaux  de  MM.  Laguerre 
et  Darboux,  a  été  reprise  dans  ces  derniers  temps  par  M.  Harnack  ;  mais  l'auteur 
fait  remarquer  que  son  Mémoire  a  été  communiqué  à  l'Académie  une  année  avant 
la  publication  de  celui  de  M.  Harnack.  Du  reste,  M.  Léauté  emploie  une  méthode 
qui  lui  est  propre,  et  il  obtient  directement  et  d'une  manière  rapide  les  expressions 
des  coordonnées  d'un  point  de  la  biquadratique  gauche. 

Clarinval  (-E*.). —  Méthode  nouvelle  pour  mesurer  la  dépense 
des  déversoirs.  (  1  o  i - 1 65  ) . 

léauté  {H,),  —  Méthode  d'approximation  graphique  applicable  à 
un  grand  nombre  de  questions  de  Mécanique  pratique.  (167- 

223). 

La  méthode  d'approximation  exposée  par  l'auteur  consiste  dans  la  substitution  \x 
un  arc  de  courbe  fini  de  l'arc  de  cercle  qui  l'épouse  le  mieux,  c'est-à-dire  do  l'arc 
de  cercle  tel  que,  si  l'on  considère  les  dislances  maxima  qui  le  séparent  de  lu 
courbe,  la  plus  grande  est  moindre  que  pour  tout  autre  cercle. 

Bull,  fies  Sciences  math.,  3*  Série,  t.  IV.  (Juin  i8fto.)  ^^«9 
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Ce  travail  est  divise  en  quatre  Parties. 

Dans  la  première,  l'auteur  étudie  d*abord  le  cas  où  l'arc  de  courbe  n'a,  danii 
l'étendue  que  Ton  considère,  aucune  singularité  ;  il  examine  ensuite  le  cas  parti- 
culier où  cet  arc  présente  un  point  de  courbure  maxima  ou  mînîma. 

Dans  la  deuxième,  l'auteur  donne  le  tracé  du  cercle  quand  l'arc  considéré  pré- 
sente un  point  do  rebroussement  à  l'une  de  ses  extrémités,  et  il  applique  les  région 
trouvées  aux  engrenages  h  épicycloide,  où  le  cercle  doit  passer  par  le  point  de  re- 
broussement,  et  aux  engrenages  à  développante,  où  il  n'est  plus  assujetti  à  celte 
condition.  Il  est  ainsi  conduit  au  tracé  par  arcs  de  cercle  de  ces  divers  engrenages, 
et  le  procédé  très  simple  qu'il  est  conduit  à  donner  fournit  le  maximum  d'approxi- 
mation. 

Dans  la  troisième  Partie.  M.  Léauté  étend  ces  recherches  au  cas  plus  complique 
où  l'arc  de  courbe  présente  deux  points  de  courbure  maxima  ou  minima,  et  il  Câl 
amené  à  faire  une  étude  générale  des  relations  qui  lient  les  particularités  d'un  arc 
de  courbe  et  le  degré  de  rapprochement  qu'il  peut  avoir  avec  un  cercle. 

Enfin,  dans  la  quatrième  Partie,  il  montre  comment  on  peut,  dans  chaque  appli- 
cation, obtenir  que  l'arc  de  courbe  considéré  ait  précisément  les  singularités  qui 
permettent  de  réaliser  le  degré  d'approximation  qu'on  veut  atteindre,  et  il  donne, 
comme  exemple  de  la  portée  de  la  méthode,  la  solution  pratique  et  simple  du 
problème  le  plus  général  du  système  articulé  à  trois  tiges. 

La  méthode  suivie  en  général  par  l'auteur  repose  sur  les  beaux  travaux  de  M.  Tche- 
bychef  et  sur  les  propriétés  et  la  détermination  que  cet  illustre  {réométre  a  fait 
connaître  de  la  fonction  qui,  dans  un  intervalle  donné,  di0ère  le  moins  possible 
de  zéro. 

Dans  l'étude  du  problème  des  trois  tiges  (IV*  Partie),  M.  Léauté  est  conduit  à  exa- 
miner quelques  propriétés  générales  du  mouvement  d'une  figure  dans  son  plan. 


ARCHIV  DER  Mathematik  cnd  Physik;  gegriindet  von  J.-A.  Grunert,  fort- 
geselzt  von  R.  Hoppe  ('  ). 

Tome  LXlî;  1878. 

fVendlandt  [H,).  —  Les  fonctions  de  Sturni  de  seconde  espèce. 

('-77)- 

Dans  son  célèbre  «  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numériques  »,  art.  21, 
Sturm  a  indiqué  une  seconde  manière  de  former  une  suite  de  fonctions  auxiliaires 
pouvant  servir  aux  mêmes  usages  que  les  fonctions  V„  qu'il  a  considérées.  «  Quand 
on  a  deux  fonctions  consécutives  V„_,  et  V^,  on  peut  former  la  suivante  V,^,  en 
divisant  V^.,  par  V„,  après  avoir  ordonné  ces  polynômes  suivant  les  puissance» 
croissantes  de  jr,  au  lieu  de  les  ordonner  suivant  les  puissances  décroissantes, 
comme  on  a  coutume  de  le  faire.  La  division  donnera  un  quotient  de  la  forme 
p-hqx  et  un  reste  divisible  par  j:';  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes  de 


(•)  Voir  liuUetin,  11„  5. 
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ce  reste  et  le  divisant  par  j:',  on  aura  la  fonction  V^^,,  qui  est  ainsi  liée  à  V^_,  et  V, 
par  la  relation 


V 


N-l 


V.(;'-H7x)-V.^,x'.. 


Ij  combinaison  de  ce  procédé  avec  le  procédé  ordinaire  conduit  encore  à  d'autres 
suites  de  fonctions  V^  pouvant  être  employées  pour  le  même  but. 

La  série  des  fonctions  ordonnées  suivant  les  puissances  croissante*  de  la  variable 
présente  l'avanta^je  de  pouvoir  être  employée  dans  la  discussion  des  racines  dos 
équations  transcendantes.  M.  Wendlandt  leur  a  donné  le  nom  de  fonctions  de  Sturin 
de  seconde  espèce.  11  fait  sur  leurs  propriétés  une  étude  parallèle  à  celle  qui  a  été 
développée  par  divers  auteurs  sur  les  fonctions  de  première  espèce. 

Ihstor  (G.).  —  Les  trois  sphères  des  polyèdres  réguliers  étoiles. 
.(78-102;  fr.). 

L'auteur  introduit  la  considération  de  la  sphère  tangente  aux  arêtes  du  polyèdre 
étoile. 

§  1.  Notice  sur  les  polyèdres  étoiles.  —  §  2.  Relations  générales  entre  les  rayons 
des  trois  sphères,  l'une  inscrite  à  un  polyèdre  régulier  étoile  quelconque,  l'autre 
tangente  aux  arêtes  et  la  troisième  circonscrite  au  polyèdre  étoile.  —  §  3.  Inclinai- 
son mutuelle  des  faces  adjacentes  dans  les  polyèdres  réguliers  étoiles.  —  §  4.  Rela- 
tions numériques  entre  les  rayons  des  trois  sphères  dans  les  divers  polyèdres  régu- 
liers. —  §  5.  Expressions  générales  des  rayons  des  trois  sphères  en  valeur  de  l'arête 
des  polyèdres  réguliers  étoiles.  —  §  6.  Valeurs  numériques  des  rayons  des  trois 
sphères  en  fonction  de  l'arête  des  divers  polyèdres  réguliers. 

Dostor  (G.).  —  Inscription  dans  le  cercle  des  polygones  réguliers 
de  i5,  3o,  60,  120,  . . .  côtés.  Calcul  des  côtés.  (io3-iio;  fr.). 

Zahradnïk  {K.).   —  Nouvelle  propriété  des  sections  coniques. 

(11 1-112). 

Curtze  [Max.),  —  «  Inedita  Coppernicana  »,  tirés  des  manuscrits 
de  Berlin,  de  Frauenburg,  d'Upsala  et  de  Vienne.  (ii3-i47» 
337-373). 

1.  Le  Commentarioliis  de  Copernic  sur  son  Livre  De  reuolutionibus.  —  II.  La 
Lettre  de  Copernic  au  chanoine  Wapowski,  à  Cracovie,  sur  le  Livre  de  Jean  Werner 
Demottt  octava  sphœrœ,  —  III.  Autres  Notices  astronomiques.  —  IV.  Notices  mathé- 
matiques. —  V.  Copernic  comme  médecin.  —  VI.  Quelques  nouvelles  données 
sur  la  vie  de  Copernic. 

Dostor  (G.).  —  Nombres  relatifs  des  polygones  réguliers  de  n  et 
de  2/1  côtés,  suivant  que  n  est  un  nombre  impair  ou  un  iiombre 
pair.  (i48-i52^  fr.). 

Il  s'agit  ici  des  polygones  étoiles  des  divers  ordres. 

Hoppe  (iî.).  — Théorie  purement  géométrique  des  proportions 
(i53-i64). 
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Lo  but  de  l'auteur  est  d'éviter  la  considération  des  nombres  irrationnels,  en  h 
remplaçant  par  une  définition  de  la  similitude  des  polygones,  fondée  uniquement 
sur  des  égalités  d'an^^les. 

Hoppe  {R-)'  —  Sommation  de  quelques  séries.  {i65-i74)- 

u4ppell  (P.).  —  Sur  une  classe  particulière  de  courbes  gauclios 
unicursales  du  quatrième  ordre.  (ijJ-iSa^  fr.). 

Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences,  18  décembre  1876. 

^4ppell  (P.).  —  Sur  les  fractions  continues  périodiques.  {i83- 
188;  IV.). 

Bartl  [Cari).  —  Sur  le  chemin  suivant  lequel  un  point  pasM* 
dans  un  temps  minimum  d'un  milieu  au  milieu  contîgu^  ('^9' 
201). 

Bartl  [Cari.).  - —  Contribution  à  l'interpolation.  (202-211). 

Mehmhe  [R-)*  —  Remarque  sur  le  rayon  de  torsion  de  courbes 
gauches.  (  2 1 2-2  j  4  )•  —  Deux  théorèmes  sur  les  surfaces  du  second 
degré,  [ii/^-ii^). 

Hoppe  {R')'  —  Problème  de  minimum.  (2i5-2i8). 

Trouver  l'ellipse  d*airc  minimum  ayant  un  foyer  donné  et  passant   par  d^ui 
points  donnés. 

Fuhrmann  (^^.).  —  Sur  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
(218-219).  —  Développement  de  log(i -h  J?).  (220). 

Spitzer  (*$.).  —  Détermination  de  la  valeur  d'une  intégrale  définie- 

(221-222). 

Cnbr  [E.),  —  Calcul  du  troisième  côté  d'un  triangle  dont  ou 
connaît  deux  côtés  et  l'angle  qu'ils  comprennent.  (222-224)- 

Nouvelle  manière  d'obtenir  une  prétendue  abréviation  du  calcul,  à  Kaîde  d*un 
angle  auxiliaire. 

Netto  {£.).  —  Introduction  à  la  théorie  des  substitutions  et  ses 
applications.  (220-258). 

Cubr  (E.).  —  Détermination  de  la  projection  centrale,  déduite 
d'une  projection  orthogonale  cotée,  (  259-266). 

Cubr  (E.).  —  Comparaison  de  deux  hypothèses  concernant  la 
valeur  morale  de  l'argent.  (  267-284). 
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SuÎTant  l'une  de  ces  hypothèses,  la  valeur  morale  d'un  changement  d'avoir  est 
eiprimée  par  le  rapport  de  la  grandeur  absolue  du  changement  à  celle  de  l'avoir 
après  la  modification  brusque. 

Suivant  l'autre  (celle  de  Bernoulli),  cette  valeur  morale,  qu'il  y  ait  perte  ou  gain, 
est  mesurée  par  l'intégrale  du  rapport  de  la  grandeur  absolue  d'un  changement 
iaâniment  petit  k  la  grandeur  de  l'avoir  au  moment  où  se  fait  ce  changement. 

Dostor  (G.).   —  Propriétés  relatives  des  polyèdres  réguliers  qui 
sont  conjugués  entre  eux.  (aSS-aSg-,  fr.  ). 

Dostor  (G.).  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  les  foyers  des 
courbes  du  second  degré.  (aSp-agS  ;  fr.  ). 

Hoppe  (/?.).  —  Mouvement  d'une  tige  suspendue  à  un  fil.  (296- 
309). 

J  1.  Équations  différentielles  générales  du  mouvement.  —  $  2.  Rotation  perma- 
nente. —  S  3.  Stabilité  de  la  position  verticale. 

Hoffmann  [K,'E.).  —  La  forme   finie  des  fractions  continues 
périodiques.  (3io-3i6). 

Scholtz  (^.)'  —  Six  points  d'une  section  conique.  (317-324). 

Mamhe  (G.).  —  Problème  sur  la  construction  d'une  section  co- 
nique. (325-329). 

Zahradnik  [K.).  —  Contribution  à  la  Trigonométrie.  (33o-332). 

CD 

Ligowski.  —  Sommation  de  la  série  y  — j*  (334-335). 

o 

Hoppe  (/î.).  —  Une  équation  aux  dérivées  partielles.  (336). 

L'équation     ' 


dxdjr  dx  dy 

a  pour  intégrale 

/rf«e-J*/(-)''-=ç,(x)H-z(j). 

Wassmuth  (-^.).  —  Sur  les  formes  de  courants  plans  de  même 
potentiel  électromagnétique.  (374*389). 

Hoppe  [R')'  —  Mouvement  de  deux  points  matériels  liés  entre 
eux  par  un  fil  élastique,  sans  Tintervention  de  forces  étrangères. 
(390.404). 

Mock  {L,).  —  Sur  le  cercle  contenu  dans  la  définition  de  la  ligne 
de  puissance  (axe  radical).  (405-4^0' 
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llain  {i!')-  —  Recherches  sur  le  triangle.  (42a-44^)- 

Voir  Bulletin,  H,,  9. 

IV.  Exemples  de  systèmes  symétriques  de  transversales.  —  V.  Les  anli-puiiUsî  de 
la  circonférence.  —  VI.  Sur  quelques  sections  coniques  de  symétrie.  —  VII.  Points 
d'affinité  steinérienne.  —  VIII.  I^s  polaires  coniques.  —  l\.  Les  polaires  droites. 
—  X.  Un  point  de  symétrie  de  premier  ordre. 

Zahradnik  {K.),   —  Nouvelle   contribution  h  la    théorie  de  la 
cissoide.  (443-447)' 

Voir  les  articles  du  même  auteur,  Bulletin^  VIII,  172,  et  XI,  217. 

ffassmuth  {■^.)-  —  Note  sur  l'expression  du  potentiel  intérieur 
d'un  ellipsoïde  homogène.  (44^)- 

Tome  LXIII;  1879. 

Meyer  (G.)-  —  Sur  la  théorie  des  résidus  quadratiques  et  cu- 
biques. (1-49). 

Stern,  dans  son  Mémoire  intitulé  Recherches  sur  la  théorie  des  résidus  quadra- 
tiques, a  commencé  par  quelques  études  sur  les  combinaisons  de  résidus  quadra- 
tiques et  de  non-résidus  quadratiques.  Ces  études  se  rapportent  principalement  aux 
combinaisons  de  la  deuxième  classe,  c'est-à-dire  aux  combinaisons  résultant  de  la 
réunion  de  deux  résidus  quadratiques  ou  de  deux  non-résidus.  Stem  fait  la  remarque 
que  ces  considérations  pourraient  aisément  être  étendues  aux  combinaisons  des 
classes  supérieures.  L'objet  du  présent  travail  est  de  développer  les  résultats  in- 
diqués par  Stern  et  de  traiter  les  combinaisons  des  classes  de  troisièmei  de  qua- 
trième et  de  cinquième  classe,  avec  ou  sans  répétition.  L'auteur  étend  ensuite  ses 
recherches  aux  résidus  cubiques. 

u4ppell  (P.).  —  Sur  les  familles  de  courbes  orthogonales  unique- 
ment composées  de  coniques.  (oo-SS^  fr.). 

TVallentin  (J.^G»).  —  Sur  la  théorie  des  séries  de  diflérences. 
(56-6i). 

I.  Sur  quelques  séries  finies  de  TAnalyse  combinatoire.  —  II.  Sur  la  théorie. 

Herwegen  (-^.).  —  Sur  la  théorie  du  courant  électrique  slation- 
naire.  (6a-8o). 

Iloppe  (-B.).  —  Sur  les  lignes  de  longueur  minimum  sur  les  sur- 
faces des  centres  de  courbure.  (81-92). 

On  sait  qu'à  chaque  ligne  de  courbure  répond  une  ligne  de  longueur  rainimuni 
sur  la  surface  des  centres  de  courbure  correspondante.  Cette  ligne  miniraum  a.  par 
conséquent,  une  propriété  qui  la  distingue  de  toutes  les  autres  lignes  mînima  par- 
tant du  même  point.  On  peut  se  demander  quelles  sont  les  lignes  de  la  surface 
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primitive  qui  correspondent  en  général  ii  des  lifpies  miniroa  de  la  surface  des  centres 
de  courbure.  La  solution  de  ce  problème  fournirait  pour  la  théorie  des  surfaces 
deai  nouveaux  systômes  de  lignes,  dont  chacun  rcnformerait  une  des  deux  séries 
de  lignes  de  courbure.  Le  problème  se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation  diflTé- 
rentielle  des  lignes  rainima  sur  la  surface  des  centres  de  courbure,  exprimée  au 
moyen  des  éléments  de  la  surface  primitive.  La  formation  de  cette  équation  pourrait 
présenter  en  elle-même  un  intérêt  suffisant,  en  ce  qu'elle  se  trouve  être  plus  simple 
qu'on  aurait  pu  s'y  attendre.  Elle  est  du  second  ordre  et  en  général  non  linéaire. 
Le  présent  travail  se  borne  à  l'étude  des  cas  où  elle  est  linéaire  et  où,  comme  on 
le  i^ait,  une  solution  particulière,  autre  que  la  ligne  de  courbure,  suffit  pour  obtenir 
l'expression  du  système  tout  entier. 

$  1.  Équation  différentielle  de  la  ligne  minimum  en  général.  —  $  2.  Équation 
difTéreotielle  de  la  ligne  minimum  sur  la  surface  des  centres  de  courbure.  —  §  3.  Re- 
lations avec  les  grandeurs  fondamentales  de  la  surface  primitive.  —  §  4.  Condi- 
tions pour  que  l'équation  différentielle  soit  linéaire.  —  $  5.  Solution.  —  $  6.  Solu- 
tions particulières. 

Zahradnïk  [K,).  —  RcctiGcatîon  au  Mémoire  intitulé  «  jNouvelle 
propriété  des  sections  coniques  ».  (pS). 

Fo<>  ci-dessus,  p.  ii5. 

Zaliradnik  {K,),  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  cardioïde. 
(94-97)- 

\oirj4rch.  der  M,  u.  Ph,,  t.  UX  (Bulletin,  1„  i6i;. 

Schubert  {H.).  —  Le  nombre  constant  d'un  polyèdre  et  le  théo- 
rème d'Euler.  (97-99). 

Ou  entend  par  nombre  constant  d'un  polyèdre  le  nombre  des  conditions  simples 
qui  suffisent  pour  le  déterminer.  Ce  nombre  est  égal  à  celui  des  arêtes  aug- 
menté de  6. 

Hoppe  {R.).  —  Complément  du  théorème  d'Euler  sur  les  po- 
lyèdres. (ioo-io3). 

Démonstration  d'un  théorème  analogue  pour  les  polyèdres  non  convexes. 

Sinram  i^Tli.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  séries.  (io3-io8). 
Sinram  (  Th,),  —  Quatrième  théorème  de  Pythagore.  (108). 
Dobihshi  (  G.  ).  —  Un  développement  en  série.  (108-1 10). 

Développement  de  e    . 

Jieinhold  (-^•).  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  capillarité,  (i  10- 

iia). 

Dostor  (G.).  —  Nouvelle  détermination  analytique  des  foyers  et 
directrices  dans  les  sections  coniques  représentées  par  leurs  équa- 
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lions  générales,  précédée  des  expressions  générales  des  divers 
éléments  que  Ton  distingue  dans  les  courbes  du  second  degré,  et 
suivie  de  la  détermination  des  coniques  à  centre  par  leur  cenlrr 
et  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués,  (i  i3-2o4;  fr.). 

lloppe  (/{.).  —  Surfaces  des  centres  de  courbure  qui  sont  des  sur- 
faces développables.  (2o3-ai4). 

§  1.  Condition.  —  §2.  Situation  de  la  surface  développable  des  centres  de  eonr- 
buro.  —  §§  3  et  4.  Premier  et  second  cas.  —  §  5.  Surface  des  centres  de  courbun* 
d'une  surface  dcveluppable. 

Hellwig  {€.).  —  Les  cônes  circonscrits  à  l'angle  trîèdre.  (2i5- 
219). 

Dostor  [G.].  —  Limite  de  Terreur  que  Ton  commet  en  substituant 
dans  un  calcul  la  moyenne  arithmétique  de  deux  nombres  à  leur 
moyenne  géométrique.  (220^  fr.  ). 

Dostor  (6r.  ).  —  Propriétés  élémentaires  des  nombres.  (221- 
224^  fr.  ). 

Entleutner  [yl.-F,),  —  Développement  de  toutes  les  propriétés 
des  logarithmes  et  des  fonctions  circulaires,  en  partant  de  Tinlé- 
grale  définie.  (225-266). 

Diekniann  («/.).  —  Sur  un  problème  d'élimination  de  la  Géométrie 
métrique.  (267-284). 

Hoppe  (/î.).  —  Sur  la  condition  que  doit  remplir  une  surface 
pour  appartenir  à  un  système  de  surfaces  triplement  orthogonal. 
(285-293). 

Ce  problème,  résolu  par  Cayley,  et  dont  l'étude  a  été  simplifiée  par  M.  Darboux 
et  les  résultats  par  Weingarten,  est  encore  susceptible  de  quelques  simplifications. 
Dans  le  travail  de  Weingarten  {Journal  de  Crelle,  t.  83;  voir  liullenn,  II,,  321),  1« 
découverte  d'une  relation  qui  serait  une  conséquence  de  l'orthogonalité  se  trouve 
séparée  de  la  démonstration  de  la  propriété  de  cette  relation  d'être  une  condition 
suffisante.  Mais  on  peut,  par  une  considération  qui  se  rattache  au  problème,  déve- 
lopper la  condition  qui  doit  être  regardée  dès  le  principe  comme  suflBsaDte,  sous 
une  forme  nouvelle  et  plus  simple. 

Lorenz  [Norbert  von).  —  Sur  quelques  théorèmes  concernant  la 
théorie  du  triangle.  (294-369). 

Uoepflingen-Bergendorf^ll.  ^^  ).  —  Sur  la  théorie  de  ratlractioii 
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de  certains  solides  de  révolution  dont  la  forme  diffère  peu  d'une 
sphère  ou  d'une  couche  spliérique.  (3io-325). 

Hebn  (G.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  loi  do  la  gravita- 
tion de  Newton,  déduite  des  trois  lois  de  Kepler.  (3a6-328). 

Radiche  {A.  ).  —  Sur  la  division  de  Tangle.  (328-33 1). 

Hoppe  (/?.).  —  Questions  d'exercice  sur  la  Géographie  mathé- 
matique. (33 1-333). 

Gebhard  [H,  ).  —  Sur  l'intégration  des  expressions  irrationnelles. 
(334-336). 

Hain[E,).  — Sommation  géométrique  d'une  série  arithmétique. 

(336). 

Klinger.  —  Contributions  à  la  Géographie  mathématique.  (337- 
368). 

Hoppe  (/î.  ).  —  Sur  la  condition  pour  qu*une  droite  variable  puisse 
être  la  normale  principale  d'une  courbe,  et  questions  qui  s'y 
rattachent.  (369-379). 

Dobinski  (G.).  —  Séries  goniométriques.  (380-392). 

» 

Dobinski  (G.).  —  Sommation  de  quelques  séries  d'arcs.  (393- 
400). 

Hcdn  (E.).  —  Les  axes  radicaux  des  cercles  de  symétrie  les  plus 
importants  du  triangle.  (401-402). 

Hain  (-£*.).  —  Sur  la  division  des  côtés  d*un  triangle.  (4o3-4o6). 

Hain  (£-)-  —  Sur  Tinvolution.  (407-412). 

Broda  [K.  ).  —  Contributions  à  la  théorie  de  la  divisibilité.  (4ï3- 

428). 

Herzog  (•/.).  — Problème  sur  les  sections  coniques.  (429-430). 

Étant  donné  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  hori- 
lontal  de  projection,  le  couper  suivant  une  hyperbole,  de  telle  sorte  que  la  projec- 
tion horizontale  et  la  projection  verticale  soient  l'une  et  l'autre  des  hyperboles 
«ï<iuilatéres. 

Dostor  (G.).  —  Centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  quadrilatère 
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quelconque  et  centre  de  gravité  du  volume  d'un  tronc  de  pyra- 
mide polygonale.  (43i-433-,  fr.). 

Dostor  (C).   —  Surface  d'un  polygone  spliérique  étoile  quel- 
conque. (433-4^4;  fr.  ). 

Dostor  [G,).  —  Sommation  directe  et  élémentaire  des  quatrièmes, 
cinquièmes  et  sixièmes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers. 

(435-440^  fr.}. 

Sinrani  (77i.).  —  iNouveau  calcul  du  volume  d'un  prismatoïde. 
(440-443). 

Sinram  {Th.).  —  Note  sur  l'ellipse.  (443-444)- 

Sinram  [Th.),  —  Quelques  problèmes  sur  le  calcul  des  combi- 
naisons. (445-447)' 

Polster  {Fr.).    —  Transformation  de  la   série  de  Leibnitz  qui 
donne  la  valeur  de  tt.  (447"448). 

Tome  LXIV;  1879- 1880. 

Hoffmann  {K.»E.  ).  —  Sur  le  développement  en  fraction  continue 
des  irrationnelles  du  second  degré.  (1-8). 

Hoffmann   {K.-E.),    —    Transformation   des  irrationnelles  du 
^ièm*  (Jegré  ei^  fraction  continue.  (9-18). 

uippell  {P')'  —  Sur  une  propriété  caractéristique  des  hélices. 

(i9-a3-,  fr.). 

Farkas  (/•).  —  Résolution  des  équations  algébriques  trinômes. 
(24-29). 

Zrzayy  (^.  ).  —  Discussion  d'une  intégrale  mtdtiple.  (3o-45). 

Il  s'agit  de  l'intégrale 

où/(x)  et  f{x)  sont  des  fonctions  uniformes  et  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  i 
comprises  entre  a  et  b. 

Dostor   (G.).   —   Moments    d'inertie  des  surfaces  et  solides  dt" 
révolution  appartenant  à  la  sphère.  (46-56;  fr.). 
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Dostor{G.).  —  Evaluation  d'un  certain  déterminant.  (Sy-Sgj  fr.). 

Hoppe  (/?.).  —  Recherches  sur  la  ligne  de  longueur  minimum. 

(60-73).  , 

«  Si  Ton  a  sur  une  surface  une  série  continue  de  lignes  minima,  coupées  à  angles 
droits  par  une  série  continue  de  parallèles  géodésiques,  alors,  en  chaque  point 
(l'intersection,  la  binormale  des  premières  courbes  est  identique  avec  la  tangente  des 
secondes,  et.  réciproquement,  tout  système  orthogonal  de  courbes  sur  une  surface, 
jouissant  de  la  propriété  que  les  binormales  de  l'une  des  séries  coïncident  aTec  les 
tangentes  de  l'autre  série,  est  un  système  orthogonal  géodésique.  Cetle  circonstance 
iidus  permet  de  détacher  de  la  théorie  des  surfaces  le  problème  de  la  ligne  mini- 
mum et  de  le  traiter  exclusivement  sur  le  terrain  de  la  théorie  des  courbes.  Nous 
ne  considérerons  donc  pas  la  surface  comme  donnée,  mais  nous  attribuerons  à  une 
courbe  une  variation  telle  qu'elle  devienne  une  ligne  minimum  sur  la  surface  qu'elle 
engendre.  » 

$  1.  Formules  de  développement.  —  $2.  Condition  d'un  système  orthogonal 
géodésique.  —  §  3.  Résultats  des  déterminations  précédentes.  —  §  4.  Conditions 
pour  qu'à  différentes  surfaces  appartienne  une  ligne  minimum  déterminée  de  la 
même  manière.  —  §  5.  Ligne  minimum  plane.  —  §  6.  Ligne  minimum  hélicoïdale. 

Spitzer  (5.).  —  Solution  de  quelques  problèmes  de  Calcul  des  pro- 
babilités. (74*94  )• 

Appell  (P.).  —  Sur  un  théorème  concernant  les  séries  trîgono- 
métriques.  (95-965  fr.). 

Hoppe  (/?.)•  —  Chute  libre  d'un  point  à  la  surface  de  la  Terre. 
(96-105). 

Sucharda[Ant.).  —  Démonstration  d'un  théorème  sur  les  pro- 
jections. (io5-io8). 

Il  s'agit  d'un  théorème  énoncé  par  Staudigl,  Sitzungsb,  d,  Akad.  d,  Wis$.  zn 
Wien,  t.  LXIV,  1871.  Voir  Bulletin,  Vil,  qi4. 

Ameseder  [Ad.),  —  Remarques  sur  la  génération  d'un  faisceau 
uniforme  de  rayons  et  d'un  système  biforme  de  rayons  de 
deuxième  classe.  (109- 112,  i  pi.). 

f  eltmann  (  PF'.  ).  —  Les  coordonnée»  triaxiales  dans  les  équations 
du  premier  et  du  second  degré,   (i  1 3-142). 

Ameseder  [Ad,),  —  Sur  les  podaires  des  sections  coniques.  (i43- 

•44)- 

Ameseder  [Ad.).  —  Sur  la  théorie  des  podaires  des  sections 
coniques.  (i45-i63). 
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Ameseder  [Ad.),  —  Théorie  des  podaires  négatives.  (164-169). 

Ameseder  [Ad,).  —  Podaîres  négatives  des  sections  coniques. 
(170-176). 

Ameseder  [ Ad ,).  —  As troïdes .(177- 181). 

Mack.  —  Etude  d'une  courbe  quelconque  et  d'un  de  ses  cercles  de 
courbure  au  point  de  vue  de  leur  situation  mutuelle  au  point 
d'osculation.  (182-188). 

Hoppe  [R.).  —  Théorèmes  les  plus  simples  de  la  théorie  des 
espaces  à  plusieurs  dimensions.  (180-21 3). 

«  Dans  un  grand  nombre  de  formules  de  la  Géométrie  analytique,  on  remarqua 
facilement  que,  au  lieu  des  trois  coordonnées,  on  pourrait  introduire,  d'après  uoc 
analogie  évidente,  un  nombre  quelconque  n  de  Tariables  de  même  nature;  le  résultat 
analogue  doit  alors  satisfaire  à  la  condition  d'une  interprétation  géométrique  par- 
tielle, obtenue  en  considérant,  soit  immédiatement,  soit  après  une  transformation 
de  coordonnées,  la  projection  de  la  figure  qu'on  a  déterminée,  sur  l'espace  à  troiii 
dimensions,  c'est-à-dire  en  annulant  les  coordonnées»  —  3  an  —  3. 

»  A  une  série  de  telles  propositions,  qui  se  présentent  d'elles-mèmet,  j'en  ajou- 
terai quelques  autres,  découvertes  d'abord  par  le  calcul,  mais  également  simplfi 
quant  au  résultat.  Je  ne  me  propose  pas  ici  de  préparer  la  voie  à  une  théorie  géné- 
rale. L'utilité  d'une  semblable  entreprise  peut  aisément  devenir  illusoire  en  cequr, 
en  face  de  la  multitude  de  méthodes  possibles,  on  la  laisserait  tout  à  fait  de  côte, 
les  problèmes  particuliers  pouvant  être  résolus  par  une  voie  plus  courte.  L'étude 
des  figures  à  n  dimensions  me  paraît  surtout  présenter -cet  avantage  (qui  n'est  y*» 
le  seul  )  de  rendre  sensible  la  loi  du  passage  de  deux  à  trois  âlmensions,  loi  que  l'on 
peut  rarement  conclure  à  l'aide  des  deux  termes  connus  de  la  progression.  C'est 
dans  cette  vue  que  j'aborde  à  la  fin  de  cet  article  un  problème  qui  donne  une  loi 
itssex  compliquée  pour  le  passage  au  delà  de  troia  dimensions,  savoir  le  calcul  de 
l'angle  de  n  dimensions. 

B  Quant  au  sens  et  à  l'interprétation  de  la  Géométrie  à  n  dimensions,  je  la  con- 
sidère  comme  une  théorie  reposant  sur  une  base  purement  analytique  et  dont  les 
conceptions  doivent  être  définies  par  la  pure  analyse.  Dans  cette  manière  de-  voir. 
elle  ne  présente  plus  aucune  difiTércnce  essentielle  vis-à-vis  de  la  Géométrie  ordi- 
naire. Notre  système  habituel  d'étendue  à  trois  dimensions  est  semblablement  un 
produit  de  l'intelligence,  qui  se  distingue  du  système  général  par  cela  seul  qu'il  est 
nécessaire  et  suffisant  pour  la  représentation  objective  des  données  de  nos  sensa- 
tions, en  conséquence  de  quoi  il  a  été  créé  instinctivement,  et,  par  un  usage  con- 
tinuel, Il  nous  est  devenu  familier  et  intuitif;  tandis  que  les  phénomènes  sensibles 
ne  nous  ont  fourni  aucune  occasion  qui  nous  forçât  à  introduire  un  plus  grand 
nombre  de  dimensions,  et  que  faute  d'exercice  nous  n'avons  pas  appris  à  sur- 
monter la  difficulté  que  nous  éprouvons  à  nous  représenter  un  tel  système.  La  nature 
ne  nous  a  donné  qu'une  étendue  à  deux  dimensions  du  sens  de  la  vue,  et  encore 
cela  ne  correspond  pas  exactement  à  l'intuition  sur  le  plan,  la  vision  étant  cou- 
formée  sphériquement  et  nous  forçant  ainsi  à  introduire  hypothétiquement  le  ra)on 
vecteur  invisible  comme  une  grandeur  analytique,  comparable  aui  dimensionit  df 
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l'image.  C'est  par  un  acte  d'une  nature  toute  nemblable  que  nous  arons  pu  nous 
«lever  à  l'idée  d'un  plus  grand  nombre  de  dimensions. 

•  Comme  il  n'eiiste  ainsi  aucune  différence  d'origine  entre  ces  conceptions,  on 
est  pleinement  en  droit  d'employer  dans  la  théorie  de  l'espace  à  plus  de  trois 
dimensions  les  mêmes  termes  dont  on  fait  usage  dans  le  cas  de  trois  dimensions. 
Sealementf  lorsrjue  ces  termes  n'ont  pas  le  même  sens  dans  le  plan  et  dans  l'espace, 
j'ai  préféré  créer  des  termes  nouveaux.  » 

Hoppe  {H.)-  —  Remarques  sur  la  transformation  de  la  série  de 
Leibnitz,  dans  le  Tome  précédent  (447)-  (^i4"^i^*)« 

yoir  plus  haut,  p.  ni. 

Simon  [H.).  —  Théorème  sur  les  sécantes  et  les  cordes  de  la 
parabole,  avec  quelques  conséquences.  (  a 1 5-2 17). 

Hoppe  (/t.).  —  Extension  de  la  solution  particulière  connue  du 
problème  des  trois  corps.  (218-223). 

Hoppe  (-B.  ).  —  Equation  de  la  courbe  d'un  cordon  avec  un  nœud 
indénouable.  (224)* 

Mack,  —  Sur  certains  carrés  qui  se  rattachent  à  deux  cercles 
donnés.  Deux  problèmes  de  Géométrie  analytique.  (225-252). 

Lorenz  [N.  v.).  —  Sur  une  série  de  nouveaux  problèmes  relatifs 
au  triangle.  (253-266). 

Hain  (£.)•  —  Sur  la  Géométrie  de  la  droite.  (267-273). 

Hoppe  (-B.  ).  —  Application  géométrique  de  l'addition  des  inté- 
grales elliptiques.  (  274-295  ) . 

«  L'intersection  d'un  cylindre  de  révolution  et  d'une  sphère  donne  naissance  à 
lin  grand  nombre  de  figures,  dont  la  mesure  peut  s'exprimer,  et  dans  la  plupart 
(les  cas  assez  simplement,  au  moyen  des  intégrales  elliptiques. 

>  La  portion  de  cylindre  renfermée  daus  la  sphère  dépend  des  seules  intégrales 
de  seconde  espèce  ou  des  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce,  suÎTant 
que  le  cylindre  est  complètement  traversé  ou  simplement  entaillé  par  la  sphère. 
Dans  le  cas  limite  où  le  cylindre  est  touché  intérieurement  par  la  sphère,  Tlnté- 
grale  n'est  plus  elliptique,  mais  algébrique. 

»  La  surface  cylindrique  partage  la  sphère  en  deux  parties,  dont  il  suffit  de 
calculer  une  seule  directement,  la  partie  extérieure  par  exemple.  Celle-ci  est  gé- 
néralement composée  dMntégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce  et 
d'un  terme  circulaire  avec  une  partie  algébrique;  lorsque  la  surface  cylindrique 
passe  par  le  centre  de  la  sphère,  l'expression  se  compose  très  simplement  d'inté- 
grales de  seconde  espèce  ou  des  deux  premières  espèces,  dans  les  mêmes  cas  que 
la  >aleur  de  la  surface  cylindrique. 

•  La  longueur  de  la  courbe  d'interâeciion  est  généralement  hyperelUptique;  seu- 
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Ipinent,  quand  le  cylindre  est  tangent  intérieurement  à  la  sphère,  elle  se  rcdit't 
aux  intégrales  de  seconde  espèce. 

>  Le  volume  compris  entre  les  deux  surfaces  est  toujours  une  intégrale  de  troi- 
sième espèce.  » 

Soient 

les  équations  de  la  sphère  et  du  cylindre. 

§  1.  Surface  du  cylindre  traversé  (<*>  4-+-c).  —  §  2.  Surface  du  cylindre  en- 
taillé («<A-hc).  —  §  3.  Réunion  des  deux  cas.  —  §  4.  Surface  sphériqnc  eilé- 
rieurc  au  cylindre.  —  §  5.  Longueur  de  la  courbe  d'intersection.  —  §  G.  Volumes 
limités  par  les  deux  surfaces.  —  §  7.  Ellipses. 

Sinrani  [Th.).  —  Contribution  à  la  résolution  des  équations  du 
deuxième,  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  (296-309). 

Dostor  (  G.  ).  —  Sommes  des  dix  premières  puissances  des  n  pre- 
miers nombres  entiers  et  des  cinq  premières  puissances  des /i  pre- 
miers nombres  impairs.  Relation  entre  ces  diverses  sommes. 
(3 10-3205  fr.). 

Dostor  (  G.  ) .  —  Méthodes  expéditives  pour  l'extraction  de  la  racine 
cubique  des  nombres  entiers  ou  décimaux.  (321-332;  fr.). 

HoJ^mann  [K.-E.].  —  Sur  le  nombre  des  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  une  limite  donnée.  (333-336). 

Grunert  (J,-A.  ).  —  Sur  la  première  méthode  de  Newton  pour  la 
construction  d'une  section  conique  passant  par  cinq  points 
donnés.  (337-349). 

Dostor  (G.).  —  Question  sur  les  nombres.  (35o-352;  fr.), 

Dostor  (G.).  —  Sommation  des  cubes  d'un  certain  nombre  d'im- 
pairs consécutifs.  (353-355;  fr.  ). 

Dostor  (G.).  —  Propriétés  de  la  suite  naturelle  des  nombres  im- 
pairs. (356-36o5  fr.). 

Dostor  (  G.  ).  —  Somme  des  carrés  et  somme  des  cubes  des  n  -f  i 
nombres  entiers  consécutifs,  dont  le  premier  est  n-f-i.  (3t)i- 
362;  fr.). 

Hoppe  \R')-  —  Sur  le  mouvement  libre  d'un  corps  sans  l'action 
d*un  couple.  (363-372). 

«  Jo  reprends  ici  la  solution  de  ce  problème,  déjà  traité  anal ytiquenient 'par 
Jacobi  et  synthétiquement  par  Poinsot,   parce  que  cette  solution,  pour  le  fond 
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comme  pour  la  forme,  a  été  toujours  considérée  comme  une  des  plus  remarquables 
(lécoaTertes,  et  que  je  puis  faire  voir,  au  contraire,  qu'elle  se  présente  delà  manière 
la  plut  directe  sans  qu'on  ait  h  recourir  à  aucun  artifice  lorsqu'on  suit  la  voie  ana- 
lytique, où  l'on  ne  risque  pas  de  s'égarer.  Quelque  estime  que  m'inspire  les  nouveaux 
points  de  vue  révélés  par  Poinsot,  je  ne  puis  me  ranger  h  son  avis  lorsqu'il  aflBrme 
que  cette  solution  est  une  preuve  que  souvent  des  problèmes  difficiles  peuvent  se 
résoudre  simplement  par  des  considérations  synthétiques.  Il  serait  bien  plus  facile 
de  lui  faire  cette  concession  pour  sa  théorie  de  la  nutation,  qui  constitue  réelle* 
ment  une  œuvre  considérable,  bien  que  ses  raisonnements  ne  diffèrent  pas  essen- 
tiellement des  raisonnements  analytiques  et  qu'il  ne  s'agisse  surtout  que  de  l'adop- 
tion d'une  forme  répondant  mieux  à  la  tournure  d'esprit  de  l'auteur.  Pour  ce  qui 
est  du  présent  Mémoire,  si  l'on  considère  que  Poinsot  a  employé  près  de  vingt 
pages  de  calcul  pour  tirer  de  ses  constructions  les  déterminations  analytiques,  on 
^erra  que  cette  solution  synthétique  n'atteint  pas  le  même  but  pratique  que  le 
calcul  direct  et  ne  conduit  pas  par  le  plus  court  chemin  à  une  représentation 
explicite  des  grandeurs  cherchées.  » 

$  1.  Solution  directe  du  problème  sans  discussion.  —  §  2.  Discussion  et  déve- 
loppement. 

Hoppe  (/?.).   —  Démonslralîon  élétncnlairc  de  l'existence  d'un 
centre  des  forces  parallèles.  (SyS-SjS). 

§  1.  Des  moments  statiques.  —  $  2.  Du  centre  des  forces  parallèles. 

Hoppe  (/?.).  —  Sur  la  seconde  intégrale  particulière  d'une  équa- 
tion dilierentiellc  linéaire  du  second  ordre.  (Syg-SSô). 

L'auteur  examine  dans  quels  cas  cette  seconde  intégrale  peut  se  déduire  de  la 
première  par  la  différentiation. 

jippell  (P.).  —  Sur  les  séries  divergentes  à  termes  positifs.  (387- 
39a-,  fr.). 

Spitzer  (4S.).    —  Intégration  de  deux   équations  différentielles. 
(393-397). 

L'auteur  considère  les  deux  équations 

Hain  {£.).  —  Sur  la  construction  des  systèmes  de  points  symé- 
triques. (398-406). 

Dostor  (G.).  —  Surfaces  des  triangles  dont  les  sommets  sont  les 
pieds  des  bissectrices  d'un  triangle  donné.  (407-4^5^  fr.  ). 

Dostor  (G.).  —  Distances  mutuelles  entre  les  pieds  des  six  bis- 
sectrices d'un  triangle.  (426-43 1;  fr.). 
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Curtze  [M.).  —  Courte  réplique  à  M.  Th.  Zébra wski,  membre 
de  rAcadémîe  de  Crarovie.  (432-434). 

Au  sujet  des  remarques  publiées  dans  le  ffullettino  de  Ronoompafrni  à  propos  du 
travail  inséré  dans  le  même  recueil  par  M.  Curtze,  sous  le  titre  «  Sur  l'orthograplf 
du  nom  et  sur  la  pairie  de  Witelo  (Vitellion)  ». 

Cantor  (G.).  —  Remarque  sur  les  séries  trigonométriques.  (434- 
435). 

Critiques  sur  la  Note  de  M.  Appell.  {foir  plus  haut,  p.  I33). 

Hoppe  (/{.).  —  Remarque  sur  les  séries  trigonométriques.  (43> 
438). 

Réponse  à  la  Note  précédente. 

Hoppe  (Ji.).  —  Centre  de  gravité  d*uii  polygone.  (439)> 

Hoppe  (/?.).  —  Problèmes  d'exercice  sur  la  Planimétrie.  (440). 

Hoppe    {Ji.).    —  Triangle  rationnel   dont  les  côtés   sont  trois 
nombres  entiers  consécutifs.  (44i~443)* 

Hoppe  (iî.  ).  —  Sur  quelques  questions  de  principe  de  la  théori*' 
infinitésimale.  ( 444*447  )• 

Meissel.  —  Contribution   à  la  Trigonométrie  sphérique.  (447* 

448). 
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Année  1876. 

TVeyr  {Em.).  —  Remarque  sur  une  espèce  particulière  de  coniques 
situées  en  involution.  (42-46)- 

Weyr  (Ed.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (17a- 

ao3). 

Voir  i7ii//<friVi,  II!.,  i54. 
(»)  Voir  Bulletin,  III,,  118. 
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Studnïcka  [F.-J.),  —  Sur  la  relation  entre  les  carrés  magiques  et 
la  théorie  des  déterminants.  (  269-27 1  ). 

Année  1877. 

Jrejr  [Ed.). —  Sur  le  développement  des  irrationnelles  du  second 
degré  en  fractions  continues.  (65-72). 

Voir  Bulletin,  I,,  173. 

Studnilka  [F.-J.).  — Propriétés  nouvelles  des  coefficients  bino- 
miaux,  déduites  de  la  généralisation  d'une  proposition  de  la  théo- 
rie des  quantités  complexes.  (92-93). 

Studnicka  [F.-J.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  déterminants. 

(120-125). 

En  désignant  par  A^  les  minciira  du  délcrniinant 


00  tire  de  la  formule 


A  .S  dia„a„  . . .  «„_„  „_,  =  2  dr  A^„  A,, 


l'expression  de  A  au  moyen  des  quatre  mineurs  A,,,  A,^,  A,^,  A„„  et  des  mineur» 
2±:a„...  a„_,,„_,  do  degré  n  —  2,  ce  qui  permet  de  calculer  A  plus  rapidement 
qu'on  ne  le  fait  d'ordinaire.  « 

Comme  application,  l'auteur  donne  une  nouvelle  démonstration  du  tliéorèmc 
connu  sur  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  deux  réduites  d'une  fraction 
continue;  puis  il  calcule  la  valeur  d'un  déterminant  symétrique  dont  la  diagonale 
ne  contient  que*  des  zéros. 

Zaliradnik  (K.).  —  Lieu  géométrique  des  points  correspondants  à 
des  triangles  de  contact  constants  par  rapport  à  lacissoïde.  (i25- 
128). 

Par  un  point  P  passent  trois  tangentes  à  une  cissoïde;  les  trois  points  de  contact 
doivent  être  les  sommets  des  triangles  d'une  constante.  Alors  le  lieu  de  P  est  une 
courbe  du  cinquième  degré  ayant  un  point  double  au  point  double  de  la  cissoïde. 

Weyr  [Em,).  —  Les  courbes  de  troisième  ordre  considérées  comme 
courbes  d'involution.  (i3i-i33). 

On  suppose,  sur  une  conique  C,,  une  involution  de  tangentes  du  quatrième  degré. 
La  courbe  d'involution  I,,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes 
d'un  groupe,  est  une  courbe  générale  du  troisième  degré.  Désignons  par  TjTfT^T^ 
et  T'jT'jT'jT^  deux  groupes  de  l'involution;  par  K,  et  K',  deux  coniques,  inscrites 
respectivement  à  ces  groupes  et  0,0,  0,04  les  tangentes  communes  à  K,  et  à  K',  ; 
enfin,  parK'J  une  conique  inscrite  au  quadrilatère  0.  Alors  les  tangentes  communes 
à  C,  et  à  k;  formeront  un  groupe  de  l'involution.  On  fait  dégrnérer  K,,  KJ  et  KJ 
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en  des  syctèmes  de   deux  points  (sommets  opposés  des  quadrilatères  respecUrv, 
pour  obtenir  une  construction  simple  de  I,. 

Zahradnik  [K.),  —  Sur  la  cardioïde.  (184-190). 

L'auteur  considère  :  i*  les  pâles  à  triangles  de  contact  d'aire  constante;  a"  la  Mj- 
tion  qui  lie  le  p6le  avec  le  centre  de  {Gravité  du  triangle  de  contact. 

TVeyr  [Ed.),  —  Sur  la  représentation  conforme  des  surfaces  au 
moyen  de  la  projection  centrale.  (273-276). 

Si,  en  projetant  une  surface  sur  une  autre,  on  conscnre  les  an(rles,  ou  les  deux  sur- 
faces sont  semblables,  .oA  l'une  est  la  transformation  de  l'autre  par  rayons  \tc- 
tevrs  réciproques,  le  centre  de  projection  étant  aussi  le  centre  de  transformât! >'n. 

Zrzai^j  (F.),  —  Formule  simple  pour  le  calcul  de  la  coDVcrçriîn' 
méridienne  d'après  les  coordonnées  spliériques  rectangulaires  au 
moyen  d'une  Table  auxiliaire.  (278-280). 

On  entend  par  convergence  méridienne  la  diflerence  entre  l'ançle  de  direction  't 
l'azimut  a'  d'un  rayon  partant  d'un  point  donné. 

Studnicha  [F,^J.).  —  Sur  la  représentation  indépendante  de  !a 
^ième  Jérivée  d'une  puissance  dont  la  base  et  IVxposaut  soBt  d»^ 
fonctions  dilférentes  d'une  môme  variable.  (368-373). 

I^  dérivée  s'obtient  sous  la  forme  du  produit  de  u*  par  un  déterminant  de  dc^^  <r 
(  Derivationsdeterminante  ) . 

m 

Studnicha  [F.-J.),  —  Nouvelles  contributions  au  Calcul  diflérru- 
tiel.  (393-399}. 

DériTée  /i<*^«  de  •;  application  aux  dérivées  de  tanj^x,  cotx,  sécx,  cosëcx,  et  a  'a 


recherche  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  - 


Année  1878. 

Studnicha  [F.-J,).  —  Sur  Téquation  du  plan  osculateur.  (Sj-.i' 

Schmidt  (G.).  —  Démonstration  simple  des  équations  du  uiou\ï*- 
ment  d'Euler.  (79-81). 

Giinther  (*S.).  —  Sur  l'équation  indéterminée  x* -+->'=  «'.  (1 12- 

Jf'eyr  [Ed.),  —  Remarques  sur  deux  théorèmes  de  Dynamique 
(i33-i46). 

L*auteur  détermine  tous   les  système>s  mécaniques  qui,  solltrités  par  des  for^^ 
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quelconques,  «uivent  ou  le  principe  du  mouTemeiit  du  centra  des  masses  ou  la 
principe  des  aires,  relativement  soit  à  un  axe,  soit  à  deui  axes,  etc.  Il  démontre  un 
théorème  général  comprenant  ces  deux  principes  comme  cas  particuliers  par  la  con- 
sidération du  déplacement  {jéneral  d'un  corps  rigide. 

Salin  (/.).  —  Sur  quelques  propi^iétés  des  nombres  de  Clapeyroii. 
(146-107). 

11  s'agit  des  nombres  e,,e,.. . .,  liés  par  les  relations 

4«, -»-*,=  o,     «,  H- /|e,-<- e,  =  o,     e, -t- 4 '1  H- «4  =  <^»    

L'auteur  obtient  des  propriétés  nouvcllos  de  ces  nombres  pour  faciliter  le  calcul 
des  moments  des  appuis  {Stùtzetimomente)  et  des  réactions  d'un  support  continu 
composé  de  champs  égaux. 

Matzha  (  Tf^.).  —  Contribution  à  une  exposition  systématique  en 
Algèbre  des  logaritlimes  naturels  dans  le  sens  de  Neper  et  d'Euler. 
(ao6-235). 

Koristha  {K.).  —  L'allilude  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  de 
Carlsbad  et  de  ses  environs.  (235-24^^)- 

Gruss  (G.).  — Sur  les  fonctions  elliptiques.  (246-249). 

Zaliradnik  [K,].  — Sur  le  Heu  des  centres  de  courbure  du  point 
de  base  d'un  faisceau  de  courbes  du  w**""*  ordre.  (25o-253). 

Ce  lieu  est  une  courbe  cubique  ayant  un  point  double  au  point  de  base  du  fais- 
ceau. 

Matzha  (  Tf^.).  —  Sur  les  limites  de  fonctions  fondamentales  en 
analyse,  [li^^-i'ji). 

Becka  (G.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  de  l'involu- 
tion  quadratique.  (272-289). 

(junther  (S,).  —  Contribution  à  la  théorie  des  nombres  congrus. 
(289-294). 

Un  entier  a,  d'après  Woepcke,  est  appelé  congru  s'il  existe  une  solution  ration- 
nelle des  équations 

Crj  entier  a  étant  donné,  il  s'agit  de  reconnaître  s'il  est  congru  ou  non. 

Kantor  [S.).  —  Note  relative  à  la  théorie  de  Tinvolution  cubique 
sur  une  conique.  (3i2-3i6). 

Théorèmes  intéressants  relatifs  au  cas  où  l'inTolution  donnée  se  trouve  sur  un 
cercle. 

En.  W. 
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COMPTES  RENDUS  iii:nDOMVD\iRK.s  des  séances  de  l  Acadéuie  des  Sciences. 

Tomo  LXXXIX;  1880. 

>^  14-,  5  airil. 

llermite.  —  Sur  quelcjuos  applications  dos  fonctions  elliptiques. 

(761). 

f  illarceaiL  (i  .). —  Application  do  la  tlioorîe  des  sinus  des  ordres 
supérieurs  à  l'intégration  dos  équations  dillerentielles  linéaires. 

(767)- 

Jicsal.  —  Sur  quelques  lliéoroines  de  Cinématique.  (7ti9)« 

Sainte^Claire  DcK'illc  [H,]  et  Troost.  —  Delà  détermination  des 
hautes  températures.  (77-)). 

Faye.  —  Sur  le  cyclone  du  24  janvier  dernier  à  la  Nouvelle-Calé- 
donie. (783). 

Boussiiwsq »  —  Sur  la  manière  de  présenter  la  théorie  du  potentiel 
dans  riiypothèse  généraleinont  admise  de  la  discontinuité  de  la 
matière.  (79a). 

AHuarcL  —  Hiver  de  1 879- 1 880  à  Clermont  et  au  Puy-de-Dôme. 

(79^)- 
Faye,  —  Remarques  au  su  jet  de  la  Communication  dcM.  AlluariL 

(798)- 

u4llunrd,  — Observatoire  météorologique  du  Puy-de-Dôme.  Verglas 
du  ai  novembre  1879.  (799). 

liozé  (C).  —  F^tiuh»  sur  la  chronométrîe  :  de  la  eompensation. 

(807). 

Laguerre.  —  Sur  les  équations  algébriques  dont  le  premier  membre 
satisfait  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre.  (809). 

Soit  F(x)=:o  une  tollo  (équation,  dont  le  premier  membre  satisfait  à  l'équation 
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M.  Laguerre  établit  que  l'expression 

4;"  — u 

est  positive  ou  nulle  pour  toute  racine  de  l'équation  F(.r)  =  o. 

Si  donc  il  n'est  pas  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  on  a  un  moyen  d'obtenir 
des  limites  entre  lesquelles  sont  comprises  les  racines;  par  exemple,  pour  le  poly- 
nôme de  degré  n  qui  satisfait  à  l'équation 

r"  —  xf  -^ny  —  o, 

2(rt-l) 


M.  Laguerre  indique  la  limite  supérieure 


v/« 


Deprez  {M,).  —  Sur  le  mesureur  d'énergie.  (812). 

Morisot.  —  Sur  la   chaleur  spécifique   et  la   conductibilité  des 
corps.  (8i4)* 

N«  15;  12  afril. 

Stephan  {£>)'  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observa- 
toire de  Marseille.  (837). 

Jamin.  —  Sur  l'explication  de  l'expérience  de  MM.  Lontin  et  de 
Fonvielle.  (839). 

Lucas,  —  Sur  les  fonctions  cyclotomiques.  (855). 

Les  fonctions  cyclotomiques  ne  diffèrent  que  par  un  changement  de  Tariables  des 
fonctions  numériques  simplement  périodiques  introduites  par  M.  Lucas. 

Les  lois  signalées  par  M.  Sylvester  ont  été  démontrées  dans  son  Mémoire  (y/m^- 
rican  Journal  of  Mathematics^  t.  1,  p.  2io,  QQo-Soo).  M.  Lucas  signale  en  outre  le» 
théorèmes  suirants  : 

Pour  que  p=  3<*+3  g^j^  premier,  il  iaut  et  il  suffit  que  la  fonction  cyclotomiqnc 

d'indice  ^  -+- 1  soit  divisible  par  p  pour  x  =  ^ —  i . 
Pour  que /»  =  2"^'*'^ — i  soit  premier,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  cycloto- 

mique  d'indice />  +  i  soit  divisible  par  p^  en  supposant  x  =  3  ^ —  i ,  . . . . 

Bresse.  —  Réponse  à  une  Note  de  M.  Boussinesq.  (857). 

Rozé  (C).  —  Etudes  sur  la  chronométrie  :  de  la  compensation. 

(858). 

Deprez   {M.).    —  Sur  un   nouvel   indicateur  dynamométrique. 

(861). 

.éinagat  {H,).  —  Sur  la  déformation  des  tubes  de  verre  sous  de 
fortes  pressions .  (  863  ) . 


( 
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Ader.  —  Sur  quelques  expériences  nouvelles  d'attractions  magné- 
tiqueb.  1  864). 

IN^  IG;  19  airil. 

Rrsal.  —  Du  problème  inverse  du  mouvement  d'un  point  matériel 
sur  une  surlace  de  révolution.  (88g\ 

Royer  (/-".i.  — Tliéorit'  des  phénomènes  capillaires.  (c)o8). 
Fonviellc  (  ^/^ .  de). —  Sur  le  f;yroscope  électromagnétique,  (gjo  . 
Scliabarlc.  —  Découverte  d'une  comète.  (()i  i). 
Henry    vX.  Bigourdan.  —  Obsei'vations  de  la  comète  Scbaberlo. 

Chase  (P.).  —  Sur  les  positions  des  principales  planètes.  (912). 

Radau  (//.).  —  Remarques  sur  la  formule  de  quadrature  de 
Gauss.  (913). 

Deprez  (^^/.  ).  —  Syncbronisme  électrique  de  deux  mouveoieuls 
quelconques.  (91 5). 

Boutj  (-£.)•  —  Mesure  des  forces  électromotrices,  thermo-élec- 
triques au  contact  d'un  métal  et  d'un  liquide.  (91^). 

Coutzolenc,  —  Sur  une  pompe  automate  à  mercure.  (9^0). 

^°  17  5  26  avril. 

ResaL  —  Sur  le  problème  inverse  du  mouvement  d'un  point  ma- 
tériel. (938). 

Cornu  (^.)"  —  Sur  la  loi  de  répartition  suivant  l'altitude  de  la  sub- 
stance absorbant  dans  l'atmosphère  les  radiations  solaires  ultra- 
violettes. (94^^)- 

Stephan.  —  Observation  de  la  comète  Schaberle,  faîte  à  l'Observa- 
toire de  Marseille.  (gSS). 

Smith  (Z.).  —  Sur  la  météorite  tombée  le  10  mai  1879,  prèsd'ts- 
therville  (États-l  nis).  (9^)8). 
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Moncel{T/i,  du). —  Sur  les  courants  tliermo-élec  triques  développés 
au  contactd'un  métal  et  d'un  liquide.  (964). 

BiHissinesq,  —  Quelques  considérations  à  Tappui  d'une  Note  du 
29  mars  sur  rim]>ossibilité  d'admettre  en  général  une  fonction  des 
vitesses  dans  toute  question  d'Hydraulique  011  les  frottements  ont 
un  rôle  notable.  (967). 

Fofmelle  [Tf^.  de),  —  Sur  la  dépendance  de  deux  gyroscopcrs 
électromagnétiques  soumis  à  un  même  circuit  d'induction.  (969). 

Mannheim.  —  La  surface  de  l'onde  considérée  comme  surface  li- 
mite. (971). 

Partant  de  Tétude  faite  par  notre  regretté  collaborateur  Painviii  sur  le  complexe 
formé  par  les  droites  qui  sont  les  arêtes  d'un  dièdre  droit  circonscrit  à  un  ellipsoïde 
{Bulletin^  t.  II,  p.  368, 1'*  Partie),  M.  Mannheim  établit  que  :  Si  un  an(;lc  droit  acb 
circonscrit  à  gn  ellipsoïde  est  tel  que  son  plan  soit  normal  à  cette  surface  aux 
points  de  contact  a^b  de  ses  côtés,  son  sommet  appartient  à  une  surface  de  l'onde. 

Quel  que  soit  le  déplacement  du  plan  mobile ^c^,  son  foyer  est  au  point  de  ren- 
contre/des  normales  A,  B  en  a,^;  la  droite  c/ est  la  normale  à  la  surface  de  l'onde, 
en  c. 

Baillaud.  —    Sur  le    calcul   numérique   des   intégrales  définies. 

(974). 

Si  dans  les  évaluations  de  l'intégralu 


i"--" 


on  remplace  y  par  un  polynôme  entier  de  de(;re  n  ayant  les  mêmes  valeurs  que.r 
pour /f -4-1  Taleurs  de  f,  on  arrive  au  résultat  indiqué  par  Gauss,  en  remarquant 
qae  les  valeurs  de  t  sont  les  racines  d'un  polynôme 


T  =  r"''-i-  a./"-f-...-^« 


+.1» 


ilontles  coefficients  satisfont  à  l'équation 


u 


"1I-4-I   ^        ^'H 


-+-£-"--+-•••-*-/ =0    (A  =  I,  5,  ...,  w-t- 1;. 


h         A  H- 1  h-t-  ft  —  I 


La  résolution  de  ces  opérations  s'effectue  de  suite  en  remarquant  que/£n6  paut 
différer  que  par  un  facteur  constant  de 

(A  — iKA  — 1).    .(/,-/»— 0 
h{h  -+- 1).  ..{h  -h  n  -hi) 

H  en  effectuant  la  décomposition  en  fractions  simples  de  cette  fraction  rationnelle 
tn  h. 
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Picard  [E,].  —  Sur  les  équations  linéaires  simultanées  et  sur  une 
classe  de  courbes  gauches.    97<>). 

Voir  plus  bas. 

^'Ippell.  —  Sur  la  série  Fg^s^,  y.\  /S,  ,v',  r,  -^O')*  (î^77)- 

Si  on  pose 
f{n.v\  ^M«-U'«-'(i  —u  —  v)",    «-*'-',     a  >  o,     «'>o,     >  — a  — «'>o, 
on  u 

ritité{jralc  double  étunt  ëtMiduc  ar.\  valeurs  réelles  de  u  et  de  c  telles  que  l'un  ail 

/^  ^  o,     t'J^O,      I — u  —  v^o, 

Mercadier.  — Sur  l'intlucnce  de  la  température  sur  la  durée  de  la 
période  d'un  diapason.  (980). 

Mascart,  —  Sur  la  théorie  des  courants  d'Induction.  (981). 

Guebhard  (^.).  — Sur  une  méthode  expérimentale  propre  à  dé- 
terminer les  lignes  de  niveau  dans  l'écoulement  st<itionnaîrc  de 
l'électricité  à  travers  les  surfaces  conductrices.  (984)- 

Boiitj  {E,). —  Mesure  absolue  du  phénomène  de  Peltier  aucontad 
d'un  métal  et  de  sa  dissolution.  {987). 

Pcllat  {II.).  —  Mesure  de  la  dilïerence  de  potentiel  de  deux  mé- 
taux en  contact.  (990). 

Gouj.  —  Sur  la  théorie  de  la  double  réfraction  circulaire.  (99a;- 

u4magat  {II.)'  —  Influence  de  la  température  sur  la  compressibi- 
lîté  des  gaz  sous  de  fortes  pressions.  (993). 

]N«  18-,  5  mai. 

Tisserand.  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  fondamen- 
tal dana  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (loai). 

Ces  transcendantes  sont  définies  par  l'égalité 

!.•'...//  «y  oc" 
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où 

*^*  =^  -    / dO,     o<a<i. 

M.  Tisserand  établit  que  la  fonction  B'^'  de  a,  où  A  reste  fixe  et  où  /t  aujpmente  in- 
définiment, croit  indéûniment  quand  a  est  supérieur  ii  -  et  tend  vers  zéro  quand  a 

est  inférieur  à  -• 

'2 

Sj'lvester,  —  Sur  la  loî  de  réciprocité  dans  la  théorie  des  nombres. 

(^1033). 
Sor  le  calcul  du  symbole  ^  de  Jacobi. 

Chase  [E.).  —  Paraboloïdes  cométaires.  (1061). 

Picard  {£-)•  —  Sur  Jes  équations  linéaires  simultanées  et  sur  une; 
classe  de  courbes  gauches.  (io65). 

Les  équations 

-7-  =  —  A  »'  H-  B  w, 
de 

-7-  =      A«  —  C«', 

où  A,  B,C  sont  des  fonctions  doublement  périodiques  de  t  aux  périodes  3K  et  21 K', 
lorsque  les  intégrales  sont  uniformes,  ont  toujours  un  système  d'inté(;rales  formé 
de  fonctions  doublement  périodiques.  M.  Picard  examine  en  particulier  le  système 
suivant 


du        V 

dv           u        w 

dw       V 

d's~V 

^"""^""7' 

d.-y 

où  R,r  désignent  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  d'une  courbe  gauche,  exprimés 
an  moyen  de  l'arc  s^  et  où  il  suppose  que  ces  rayons  £onl  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  la  variable. 
Plus  particulièrement  il  étudie  le  cas  où 


I  'j/i  ,  /  j\  I  I 
-  =  —  dn(  -  ),  -  =  7 
R        a         \a/        r       h 


a^b  étant  des  constantes  et  n  un  nombre  entier. 

En  supposant  /i  =  i,    on  obtient  une   courbe  déjà  rencontrée  par  M.  Hermite, 
comme  cas  particulier  de  l'élastique. 

Callandreau  (O.).  —  Sur  la  formule  de  quadrature  de  Gauss. 

(1067). 

L'auteur  montre  comment,  pour  la  formule  de  Guuss  et  pour  d'autres  analogues, 
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on  peut  reconnaître  le  sens  de  l'erreur  et  même  parfois  obtenir  une  expression  ap- 
prochée du  terme  complémentaire. 

Desbovcs,  —  Théorème  sur  les  équations  cubiques  et  biquadra- 
tiques.  (1069). 

Pictet  (/?.).  — Equation  générale  donnant  la  relation  qui  existe 
pour  tous  les  liquides  entre  leur  température  et  la  tension  maxinia 
de  leurs  vapeurs  à  cette  température,  (1070). 

Boutigny.  —  Résumé  des  lois  qui  régissent  la  matière  à  l'élat 
sphéroïdal.  (1074)- 

^^^  19;  10  mai. 

Tisserand .  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  fonda- 
mental dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (1093). 

Hermite.  —  Sur  une  proposition  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. (1096). 

11  s'at^it  de  cette  proposition  :  Si  le  module  A*  est  une  quantité  imagÎDaire  quel- 
conque, en  sorte  que 

A*  =  a  -f-  /,3, 
et  si  Ton  fait 


Vit    V'  —  (a  1- //3)  sin'ç? 
Jq   \/i  — (i  — a  — i/3)sin* 


r  > 

? 


K' 
la  partie  réelle  du  rapport -rr-  est  essentiellement  positiTe  :  cette  démonstration  re- 

Iv 

pose  sur  lu  considération  de  l'intégrale  double 

^o    Jo    ^[i  —  1^1  — a  — //3ysiM*ç>J  [i  ~  (a  — /,5j»iu*^j 

Syhester, —  Sur  la  loi  de  réciprocité  dans  la  théorie  des  nombres, 

(iio4). 

Levj  {M.),  —  Sur  le  nouveau  siphon  établi  sur  le  canal  Saint- 
Martin  et  sur  les  travaux  d'assainissement  du  quartier  de  Bercy. 

(1107). 

Pellet  (  E.).  —  Sur  les  fonctions  linéaires.  (  1 1 1 1  ). 
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Si  Ifls  raciue»  d'une  équation  de  degré  /i/a  m  partagent  en  n  groupe»  de  /a  racines, 
le»  racines  d'un  groupe  pouvant    être    représentées  par  *,  6(-c),. .  .,6'*~*(x),  oà 

it  x^=  77»  la  substitution  x  = ramène  l'équation  à  la  forme 

FC>»';-o, 

F  désignant  une  fonction  entière:  il  et  i'  sont  les  racines  supposées  distinctes  de 
l'éqoation 

Zcuthen.  —  Sur  la  détermination  d'intégrales  algébriques  de  diile- 
renlielles  algébriques .  (  1 1 1 4  )  • 

Picard  {£.).  —  Sur  les  équations  linéaires  simultanées  et  sur  une 
classe  de  courbes  gauches,  (ii  18). 

Picard  {E.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  deux  variables  in- 
dépendantes, (i  1 19). 

Gouj,  —  Sur  la  théorie  des  phénomènes  d*interférencc  où  inter- 
vient la  polarisation  rota  toi  re.  (1121)- 

Guebhard.  —  Sur  les  lignes  équipotcntielles  d'un  plan  formé  de 
deux  moitiés  inégalement  conductrices.  (1 1 24  )• 

Odalshi. —  Sur  les  actions  mutuelles  d'aiguilles  aimautées  plongées 
dans  des  liquides.  (  1 1 26  ). 

N«  20;  n  nai. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  rObservatoire  de  Greenwîch  (transmises  par  l'Astronome  Royal 
M^uéîry)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  premier  trimestre 
de  Tannée  1880.  (ii3o). 

Rajet.  —  Positions  de  la  comète  b  de  1880,  déterminées  à  l'Obser- 
vatoire de  Bordeaux.  (  1 1 53  ). 

Callandreau  (O.).  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle 
fondamental  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (  1 1 54). 

Kantor  (*S.  ).  —  Sur  le  nombre  des  groupes  cycliques  dans  une 
transformation  de  Tcspaec.  (i  i3()). 

Mondésir  (P.  de).  —  Les  tensions  des  vapeurs  saturées  ont  des 
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modes  de  \arialioii  dilîérenls  selon  qu'elles  sont  émises  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  de  fusion.  (ii58). 

Andrc  {C).  —  Sur  rinterversion  des  températures  de  l'air  avec  la 
hauteur,  (i  i6i). 

X°  2i  ;  24  Bai. 

Fiije.  —  Sur  les  variations  séculaires  de  la  figure  niatliématiquc 
de  la  Terre,  (i  i8.>). 

Callandreau  (O.).  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle 
fondamental  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (1201). 

Bruno  [Faà  de).  —  Sur  un  théorème  général  dans  la  théorie  des 
covariants.  (i2o3). 

Posons 


<?  —  ''„.--+-  3  a. 


et  soit 

/(j^ir)  =  (<»o,«»,  ...,fl„)(x,j)« 

la  formo  donnée. 

Tout  covariant  est  une  fonction  entière  symbolique  de  S  appliquée  au  dernier 
ternie  a„. 

Dedekind.  —    Sur  la  théorie    des    nombres   complexes   idéaux. 
(i2o5). 

AppclL  —  Intégration  de  certaines  équations  diiiërcntielles  à  raidi* 
des  fonctions  0.  (1207). 

Soit 

/(x)  =  (fl,ar-h*j)...(a,x-+-A,) 

et 


Jt,  v!/'(')       Jt.  <//(') 


Les  deux  intégrales  abélicnnes  normales  de  première  espèce  correspondant  à  l'é- 
quation 

l'équation  difiërcntiellc  du  deuxième  ordre 

(  dx  </«  r  —  djd*x){  K/î'  — ,.?«'  y 

=  sj{adjr  —  K'dx){X^dj-^fi^djL)...{X^dr  —  fi^dx), 
où 
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n  pour  intéjfralc  général» 

l-)(j--4-  A,r4-B}  =  0. 

Ln  Paige  {C.).  —  Sur  l'climiuatiuii.  (1210). 

Mouchot.  —  Utilisation  iiuliistricllc;  de  la  chaleur  solaire.  (laia). 

IS«  22;  31  mai. 
Jamin,  —  Sur  une  lampe  électrique  automatique.  (i235). 

Faye.  —  Sur  les  idées  cosmogoniques  de  Kant,  à  propos  d'une 
réclamation  de  priorité  de  M.  Schlotel.  (1246). 

Radau  {R^)-  —  Sur  les  réfractions  de  Bi'ssel.  (1 26*4 ). 

Picard  {E.).  —  Sur  une  extension  aux  fonctions  de  deux  variables 
du  problème  de  Riemann  relatif  aux  fonctions  hypergéomé- 
triques.  (1267). 

M.  Picard  montre  comment  on  peut  construire  a  priori  des  fonctions  de  deux 
Tariables  analogues  aux  fonctions  bypnrgcométriques  d'une  seule  Tariable,  telles 
que  Riemann  les  a  considérées,  il  considère  pour  cela  une  fonction  F(x,  ^)  holo- 
niorphe  pour  toutes  valeurs  de  x  et  de^  distinctes  entre  elles,  dont  aucune  ne  coïn- 
cide avec  aucun  des  points  o,  1,  oo,  telle  que,  en  quatre  déterminations  de  cette 
fonction,  existe  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants,  telle  enfin  que, 
lorsque  l'une  des  variables  s'approche  d*un  des  points  critiques,  ou  lorsque  les 
deux  variables  deviennent  é^^ales,  trois  des  branches  de  la  fonction  se  présentent 
sous  certaines  formes  définies;  il  montre  alors  que  cette  fonction  satisfait  h  deux 
équations  diflerentielles  et  en  donne  diverses  propriétés.  Il  retombe  ainsi,  par  une 
\oie  tout  autre,  sur  des  fonctions  déjà  étudiées  par  M.  Appell  (séance  du  16  février). 

Farkas.  —  Sur  une  classe  de  deux  fonctions  doublement  pério- 
diques. (1269). 

Brassine  {E,),  —  Détermination  de  trois  axes  d'un  corps  solide 
sur  lesquels  les  forces  centrifuges  exercent,  par  suite  de  la  rota- 
tion, un  effet  maximum.  (1271). 

Mathieu  {E.).  —  Sur  l'équilibre  d'élasticité  d'un  prisme  rectangle. 

(1272). 

Ader.  —  Téléphone  à  surexcitation  magnétique.  (1274)- 

Macé  (/. )  et  Nicali  (^/^ .  ).  —  F.tude  de  la  distribution  de  la  lu- 
mière dans  le  spectre.  (  1  27.")  j. 
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IS^  23-,  7  jiin. 

Carrite.    —   Tlit'orèracs  sur    la  décomposition    des   polynômr<!. 

(i3q9). 

Mannlieim.  —  ]NouvcIlc  génération  de  la  surface  de  Tonde  et  con- 
structions diverses.  (i333). 

La  proposition  suivante,  qui  est  le  point  de  départ  de  l'auteur  dans  cette  Conimii- 
nicution,  est  la  (généralisation  d'un  rériultat  précédemment  obtenu  par  lui  : 

Si  un  an(;lc  droit  acb  dont  les  côtén  sont  respectivement  tangents  à  douv 
ellipsoïdes  liomolbcaux^ donnés  est  tel  que  son  plan  soit  normal  à  ses  deux  surfarr-it 
en  chacun  des  points  de  contact  a^  h  de  ses  côtés,  son  sommet  appartient  à  une 
surface  de  ronde. 

La  normale  à  cette  surface  en  c  est  la  droite  qui  joint  le  sommet  c  au  milieu  df 
la  droite  ab.  Le  plan  de  l'angle  droit  ach  est  tangent  au  sommet  c  à  un  hypcrtx)- 
loïde  homofocal  aux  ellipsoïdes  donnés,  etc. 

Poincarè.  —  Sur  les  formes  cubiques  ternaires.  (i336). 

L'auteur  se  propose  d'appliquer  à  l'étude  arithmétique  des  formes  ternaires  la 
méthode  employée  par  M.  Hermite  pour  les  formes  décomposables  en  farto«ir> 
linéaires  et  les  formes  quadratiques. 

Il  classe  les  transformations  linéaires 

!   «•     /5,     '/i   ' 
'^1     /^     ■/, 

«•    ''*  •/.  ; 

suirant  la  nature  des  racines  de  l'équation 

«I      r-t  —  *      •/» 

puis  il  classe  les  formes  cubiques  en  sept  groupes,  suivant  la  nature  de  la  eoarbe 
qu'on  obtient  en  les  égalant  à  zéro,  et  donne  une  suite  de  théorèmes  algébriqueN 
sur  les  groupes  auxquels  doivent  appartenir  les  substitutions  qui  permettent  df 
reproduire  une  forme  d'un  certain  groupe;  passant  ensuite  aux  propriétés  arithmé- 
tiques, il  définit  et  étudie  len  substitutions  réduites  et  les  formes  réduites. 

Pellet[E.),  —  Sur  les  fonctions  irréductibles  suivant  un  inodulr 
premier.  (i339). 

L'auteur  montre  comment  la  théorie  des  fonctions  cyclotomiquea  conduit  &  une 
méthode  pour  former  directement  des  fonctions  irréductibles  de  degré  i,  lonqur 
le  nombre  X  ne  renferme  que  les  facteurs  premiers  du  module  augmenté  de  l'nnitf. 

Escarj.  —  Remarque   relative    à  deux  intégrales   obtenues  par 
Lamé  dans  la  théorie  analytique  de  la  chaleur.  (  i34i). 
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David,  —  Sur  la  parution  des  nombres  (i344)' 

Cabanellas.  —  Mesure  directe  de  la  résistance  intérieure  des  ma- 
cliines  magnéto-électriques  en  mouvement.  (i346). 

^«  21-,   H  jiin. 

Léauté.  —  Développement  d'une  fonction  «î  une  seule  variable, 
dans  un  intervalle  donné  suivant  les  valeurs  moyennes  de  cette 
fonction  et  de  ses  dérivées  successives  dans  cet  intervalle.  (i4o4). 

I/auteur  résout  d'abord  la  question  suivante  : 

Trouver  le  polynôme  en  x  de  dr^rc  n  tel  que  sa  valeur  moyenne  et  celles  de 
ses  n  dérivées,  dans  l'intervalle  de  — It  ù  -\-  A,  soient  égales  à  /i  -h  i  quantités  données 
V     Y  Y 

Ce  polynôme  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^  -3P,Y^.,.p,Y,-,...-t  P„Y,.. 

où  les  P  sont  dos  polynômes  en  x  et  h  de  dc{|[ré  e[;nl  h  leur  indice,  indépendante 
(les  Y,  et  dont  M.  Léauté  donne  diverses»  propriétés  ;  finalement,  il  donne  pour  re- 
présenter une  fonction^  dans  l'intervalle  de  A  à  -f-  /<  le  développement  suivant,  où 
io  symbole  011^  signifie  la  moyenne  prise  entre  ces  limites. 


r  -  3K  0-: + 3-;^;  on.  (^J  +  ^^-  on.  (— ) 


Lefébure,  —  Sur  la  résolution  de  Téquation  x"  -hj  "  =  s".  (i4o6). 

Becquerel  (  //.  ).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  polarisation 
rotatoire  magnétique  dans  les  gaz.  (1407J. 

Périsse,  —  Des  causes  (|ui  tendent  à  gauchir  les  poutres  des  ponts 
en  fer,  et  des  moyens  de  calculer  ces  poutres,  pour  résister  au\ 
efforts  gauchissants.  (  1 4 1 3  j. 

Darboux.  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  important 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (i466). 

Les  transcendantes  tr)  étudiées  p:ir  M.  Tisserand  et  M.  Callandreau  se  ramènent 
aux  fonctions  P^y,f)  etndices  par  Lerjcndre;  on  a 

r    y -h  s    n^ 


/>i'^'iP:j,s\  et    P  ;.  Or-.    __:__ 


F^»  -+-y.  J,  ^  -h  I,  <»*   , 


on  F   désigne  une  série  hyperf^éométrlque;    partant  d'une  formule   donnée    par 
M.  Kuromer  dans  son  Mémoire  sur  la  série  hyper(Toométrique,  formule  qui  met  en 
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évidence,  ilans  une  telle  série,  la  partie  qui  devient  discontinue  dans  le  Toiàinai^*' 
(l'tin  point  singulier,  et  appliquant  les  méthodes  exposées  dans  son  Mémoire  sur 
l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres,  M.  Darboux  donne  une  valeur 
ajiprochée  des  dérivées  d'ordre  très  élevé  de  ces  fonctions;  une  application  numé- 
rit|un  montre  que  l'approximation,  trës  remarquable  pour  de  faibles  valeurs  de  l'in- 
dice supérieur,  diminue  quand  ces  valeurs  augmentent  notablement;  l'auteur  in- 
dique, dans  une  Communication  postérieure,  une  seconde  manière  d'obtenir  cette 
formule  d'approximation  en  partant  de  l'équation 

Henncssj.  —  Sur  la  figure  de  la  planète  Mars.  (1419)' 
Jordan  {€.).  —  Sur  réqulvalence  des  formes.  (1422). 

L'autour  donne  une  suite  de  théorèmes  concernant  l'équivalence  des  form«»s  «l'- 
l'espèce  suivante 

F  =  norme(rt,,.r, -J-. .  •-<-«,«'„)-»-..  .-e  norme  (rt^,Xj-i-.  ..h-  ct^j^). 

A/ondcsir  [P,  de).  —  Les  tensions  des  vapeurs  saturétîs  ont  do 
modes  de  variation  différents  selon  fju'elles  sont  émises  aii-des.siiN 
ou  au-dessous  du  point  de  fusion.  (i4i3). 


?s«  2o-,  21  juin. 

l'Haye,  —  Sur  la  réduction  des  observations  du  pendule  au  uiveaii 
de  la  mer.  (i443). 

Janssen.  —  Sur  les  effets  de  renversement  des  images  photogra- 
phiques par  les  prolongations  de  l'action  lumineuse.  (i447)- 

Faye.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Peîrce  conceruaDt  la 
constance  de  la  pesanteur  à  Paris  et  les  corrections  exigées  par 
les  anciennes  déterminations  de  Borda  et  de  Biol.  (i46'3). 

Elliot.  —  Sur  le  problème  de  l'inversion.  (1466). 

L'auteur  a  indiqué  précédemment  (séance  du  23  février)  deux  propriétés  à^ 
fonctions  0(*)  où  entrent  p  intégrales  abéliennes  normales  de  première  espèce  et 
q  intégrales  normales  de  troisième  espèce.  En  remplaçant  ces  inté^^rales  par  de» 
quantités  arbitraires,  0(^  devient  une  fonction  de  /»  +  7  variables  indépendantes. 
Il  montre  actuellement  comment,  à  l'aide  de  ces  fonctions  0(^  et  en  suivant  la 
maiche  de  Riemann,  on  peut  intégrer  un  système  d'équations  différentielles  abé- 
liennes étendues  à  des  intégrales  de  troisième  espèce. 

Séberf.  —  Sur  un  appareil  destiné  à  enregistrer  la  loi  du  niouvc- 
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ment  d*uu  projectile,  soit  dans  Tàmc  d'une  bouche  à  feu,  soit  dans 
un  milieu  résistant.  (  1 468  ) . 

Dai'boujc  {G.),  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  im- 
portant dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (i473). 

Trépied.  —  Sur  la  méthode  de  Cauchy  pour  le  développement  de 
la  fonction  perturbatrice.  (1474 )• 

Àppelt. —  Sur  les  équations  dillerentielles  linéaires  à  une  variable 
indépendante.  <  1477  )• 

Soient 

une  équation  différentielle  linéaire  »aus  Becund  membre,  et  ^1»^,,  . ,  .,jr^nn  lyt" 
terne  fondamental  d'intégrales. 

Toute  fonction  algébrique  entière  de  Xt^J'f  •••*.^ji  ^^  ^^^  dérivées  de  ces  fonc- 
tions qui  se  reproduit  multipliée  par  un  facteur  constant  différent  de  léro  quand 
on  remplace^,, ^,,  ...,^^  par  les  éléments  d'un  autre  système  fondamental  d'in- 
té.^rales  est  égale  à  une  fonction  algébrique  entière  des  coefficients  de  l'équation 
différentielle  et  de  leurs  dérivées  multipliée  par  une  puissance  de  e  /'•'''. 

Picard  (E.  ).  —  Sur  certaines  équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre .  (1479). 

M.  Klein  a  donné  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1877)  "ne  méthode  pour 
riH'onnaitre  si  une  équation  différentielle  linéaire  donnée  du  second  ordre,  à  coefU- 
rients  rationnels,  peut,  on  non,  être  intégrée  complètement  au  moyen  des  fonc- 
tions algébriques.  M.  Picard  montre  que  celte  méthode  conduit  a  déterminer  les 
équations  de  la  forme 

d*v  dr 

où  les  coefficients  sont  des  fonctions  doublement  périodiques  et  pour  lesquallea 
toute  intégrale  j  satisfait  a  une  équation  de  la  forme 

r--t-  A,  j--'  -h. .  .-h  A„  =  o, 

oà  les  A  sont  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

t'arhas.  —  Sur  les  fonctions  elliptiques.  (i48t2^. 

Terquem  {A.  ).  —  Sur  quelques  modifications  apportées  à  la  con- 
struction de  la  lampe  Bunsen  et  des  lampes  monochromatiques. 

fi484). 

y i^j^  reneuf.  —  Sur  Técoulement  des  gaz.  (1487  '. 

Bull,  des  Sciences  math.,  2«  Série,  t.  IV.  (Juillet  1880.;  R.  1  1 
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IN*»  26-,  2»  jiii. 

Ûesains  (  P.  )  et  Curie  (  P.  ).  —  Recherches  sur  la  dëterinînatiou  des 
longueurs  d'onde  des  rayons  calorîGques  à  basse  tempéra lure. 

.    (i5o6). 

Fillarceau  (JT.)-  —  ^^^  '^*  régulateurs  à  ailettes  construits  par 
M.  Bréguet.  (i5i5). 

Gostinskjr.  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  galvanomètre.  (i534i. 

Sebert.  —  Sur  un  appareil  destiné  à  enregistrer  la  loi  du  mouve- 
ment d'un  projectile,  soit  dans  l'âme  d'une  bouche  à  feu,  soit 
dans  un  milieu  résistant.  (i535). 

Callandveau,  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  îiiipr- 
tant  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (i54o). 

Farkas  («/.). —  Sur  l'application  de  la  théorie  des  sinus  des  ordres 
supérieurs  à  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires. 

(1542). 


NOUVELLES  ANNALES  dk  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  etCii. 
Brissb  (').  —  'Ji*  série. 

Tomo  XIX;  1880,  1"  semestre. 

.Um  aivcien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Composition 
mathématique  pour  l'admission,  en  1879,  à  TÉcole  Polv- 
technique.  Remarques  géométriques.  (5-i2). 

Cet  «  ancien  élève  »  nous  fait  Tefiet  d'être  passé  aujourdliui  au  nombre  àts 
maîtres,  surtout  en  matière  de  Géométrie  pure.  Le»  lecteurs  des  Nouvelles  J/inûln 
Tont  déjà  rencontré  plusieurs  fois  et  doivent  commencer  à  le  connaître,  l» 
question  à  propos  de  laquelle  l'auteur  présente  ici  d'intéressantes  remarques  e»t 
celle-ci  :  «  On  a  une  conique  à  centre  et  un  point  M  sur  la  courbe;  par  ce  poiot 
et  les  extrémités  d*an  diamètre  quelconque,  on  fait  passer  un  cercle.  Prouver 
.  que  le  centre  de  ce  cercle  a  pour  lieu  une  autre  conique  passant  par  le  centra  (1« 
la  première.  » 


(•)  Voir  Bulletin,  ÎV,.  55. 
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Laurent  (//.).  —  Sur  la  réduction  des  polynômes  du  second  degré 
boniogèues  à  des  sommes  de  carrés,  (ia-27). 

Cet  article  con&titue  une  fort  intérfîSAaiile  élude  sur  l'équation  en  j.  Il  se  subdi- 
vise de  la  manière  suivante  :  Réduction  d'un  polynôme  du  second  degré  à  uite 
somme  de  carres  par  une  substitution  orthogonale.  —  Discussion  de  l'équation 
en  s.  —  Démonstration  d'un  lemnic  pour  l'examen  du  cas  où  Téquaiion  en  xa  den 
racines  multiples.  —  Cas  où  l'équation  eu  s  a  des  racines  égales.  —  Utilité  de 
la  théorie  précédente.  —  Quelques  mots  sur  la  réduction  simultanée  de  deux  poly~ 
Dômes  à  une  somme  de  carrés. 

L'étude  de  M.  Laurent  s'applique  ii  des  polynômes  à  n  variables.  Les  substitutions 
orthogonales,  qu'il  emploie  constamment,  sont  une  généralisation  des  formules 
de  transformation  qui  servent  à  passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un 
autre. 

Fouret  (G.).  —  Sur  la  eonstruelion  de  la  tangente  à  la  courbe 
p= ^ — • — '^  f{^^)  ^*^  ?(^0  J*^sîgnant  des  fonctions  ration- 
nelles des  lignes  trigonométriques  de  Tanglc  u,  de  ses  multiples 
ou  de  ses  parties  aliquotes.  (28-4^)* 

L'auteur,  dans  l'hypothèse  indiquée,  donne  une  formule  générale  de  tangV, 
V  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur,  et  eu  déduit  une  intéressante 
construction  de  la  tangente.  Il  applique  ensuite  cette  méthode  à  la  spirale 
hyperbolique,  à  la  courbe  d'ombre  de  la  surface  de  vis  à  filet  carré,  à  la  courbe 

p=s 5 (composition  d'admissibilité  à  l'École  Polytechnique,  1879). 

Rouché  [E.).  — Sur  la  machine  pneumatique.  (42-44)- 

L'auteur  indique  de  très  heureuses  modilications  dans  le  calcul  habituel  de  la 
loi  de  décroissement  de  la  force  élastique  de  l'air  contenu  dans  le  récipient,  eu 
tenant  compte  de  Tespace  nuisible. 

D'Ocagne  [M,). —  Remarque  sur  un  problème  d'Analyse  combi- 
natoire.  (44"46)» 

Il  s'agit  de  la  recherche  du  nombre  N^  des  points  d'intersection  des  diagonales 
d'un  polygone  convexe  de  m  cbiés  intérieurs  à  ce  polygone.  On  trouve  ?!„  =  C^|« 

Bibliographie.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  TEcole 
Polytechnique,  comprenant  les  Eléments  de  la  Géométrie  ciné- 
matique-, par  j4.  Mannheim.  Préface,  (4^^-48). 

Laguerre.  —  Sur  la  détermination  d'une  limite  supérieure  des 
racines  d'une  équation  et  sur  la  séparation  des  racines.  (49-57^ 
97-io5). 

M.  Laguerrc  s'est  proposé  de  perfectionner  la  méthode  de  Newton,  qui  consiste 
à  déterminer  une  quantité  rendant  positives  les  fonctions  /{jt-'jt  f'i-^)*'  •  ../'*'  C^). 
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11  considère,  au  lieu  de  ces  fonctions,  les  polynômes  /(x  ;  =  A,x"-+-. .  .-h  A^, 
/j  (x)  =  A,j:'"-'-»-.  .  .-f- A„_,,..  .,y^(a)  =  A,.  Puis  il  montre  comment  cette  suite 
peut  permettre  de  déterminer  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  supé- 
rieures au  nombre  positif  a,  et  aussi  du  nombre  des  racines  comprises  entre  les 
deux  nombres  positifs  a  et  6.  11  y  a  lieu  de  constater  à  ce  sujet  l'article  antérieur 
du  même  auteur  Sur  la  règle  des  signes  de  Descartes  [IS-onv.  Ann.^  a* série,  t.  XVIli, 
p.  5).  L'article  se  termine  par  des  considérations  sur  le  théorème  de  Budan  et  par 
l'expose  de  plusieurs  propriétés  fort  curieuses  se  rattachant  a  cette  théorie. 

TfeilL  —  Tliéorèmc  sur  les  polygones  inscrils  cl  circonscrits  à  la 
fois  à  deux  circonférences.  (D^-Sp). 

Ce  théorème,  que  l'auteur  démontre  et  dont  il  déduit  quelques  conséquence^ 
particulières,  consiste  en  ce  que,  lorsqu'un  polygone  convexe  se  déplace  en  reslanl 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  circonférences,  sa  surface  reste  proportionnelle  a  celle 
du  polygone  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  des  côtes  du  premier  avet- 
la  circonférence  interietiro. 

fVeilL  —  Sur  le  cercle  qui  passe  par  les  [)ieds  des  trois  normales 
abaissées  d'un  point  de  Tellipse  sur  la  courbe.  (60-62). 

Cet  article  comprend  en  outre  la  recherche  du  centre  de  gravité  et  du  point  At 
rencontre  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  pieds  des  trois  normales. 

Fouret  {G.).  —  Sur  les  questions  699,  799,  800,  932  et  1316, 
concernant  les  cycloïdes  et  épicycloïdes.  (63-68). 

Ces  diverses  questions  ont  pour  objet  des  propriétés  très  intimement  liées  entn* 
elles  et  dont  le  présent  article  fait  ressortir  la  connexité.  F'oir  sur  le  roèrae  sujet 
Bulletin  de  la  Société  Philomathiqtie^  G*  série,  t.  V,  p.  91. 

Longcliamps  [G,  de).  —  Sur  le  centre  et  le   rayon  de  courbure 
en  un  point  d'une  conique-  (68-71). 

La  construction  indiquée  repose  sur  une  propriété  du  cercle  osculateur.  L'article 
contient  en  outre  une  expression  du  rayon  de  courbure  qui  permet  de  le  constnuV 
par  une  quatrième  proportionnelle. 

Longcliamps  (G.  de).  — Théorème  d'Algèbre.   (71-73). 

Ce  théorème  a  pour  objet  de  fournir  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
d'une  équation.  C'est  une  application,  et  parfois  un  perfectionnement,  d'une  règle 
donnée  par  M.  Laguerre. 

Kœnigs  (  G.  ).  —  Propriété  des  courbes  ou  des  surfaces  du  second 
ordre  liouiofocales.  (74-76). 

Démonstration  de  plusieurs  théorèmes  dignes  d'intérêt,  reposant  surtout  sur  les 
propriétés  des  coniques  ou  surfaces  polaires  réciproques. 

Biehler  [Ch.).  —  Sur  une  application  de  la  méthode  de  Sturm. 
(76-811. 
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Il  s'agit  de  l'équation  qui  donne  tang  —  quand  on  connaît  tangoe.  En  lui  appliquant 

la  mélbodo  do  Sturni,  on  met  en   relief  toutes  les  circonstances  qui  caractérisent 
leB  racines  de  cette  équation. 

Gamhey,  —  Solution  de  la  queslîoii  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  de  1878  :  «  Lieu  géométrique 
relatif  à  la   sphère.  »  (89.-86). 

Courbe  [H.).  —  Solution  d'une  question  de  Licence  (1879): 
«  Courbes  tracées  sur  un  paraboloïde.  »  (86-89). 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  un  théorème  d'Euler  concernant  la  décom- 
position d*un  nombre  en  quatre  cubes  positifs.  (89-91). 

M.  Lucas  montre  qu'Euler  a  dû  être  conduit  h  ce  théorème  par  ses  recherches 
sur  l'équation  indéterminée  .r'  -4-^'  =  A  z*.  Il  établit  en  outre  le  théorème  suivant  : 
Un  nombre  positif  quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  est,  d'une  infinité  de 
manières,  le  produit  ou  le  quotient  de  deux  nombres  formés  de  la  somme  de 
deux  cubes  positifs.  » 

Macé  de  Lépinay  (^.  ).  —  Sur  un  lieu  géométrique.  (91-94). 

Par  deux  pointa  Hxes  sur  une  conique,  on  fait  passer  une  circonférence:  lieu  du 
point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  deux  courbes. 

CoRBESPOivDAPfCE.  —  M.  Ilatou  dc  la  Goupillière  :  «  Sur  les  pro- 

i.  i  i 

priétés  de  la  courbe  x*-{- r^  =  /*  .  »  (94-96). 
Amigues  (£".).  —  Note  sur  la  série  de  Taylor.  (103-109). 

L'auteur  se  propose  dc  simplifier  une  démonstration  de  >f.  Jules  Kœnig  {Nouv. 
^nn.,  187/1)  qui  repose  sur  les  propriétés  élémentaires  des  séries.  Il  retrouve 
ensuite  une  forme  très  générale  du  reste,  déjà  obtenue  par  M.  Bourget  {^ouv. 
Ann,f  1870)  au  moyen  d'un  autre  calcul. 

Biehler  (  Ch,  ).  —  Sur  la  transformation  du  déterminant  de  M.  Syl- 
vester  en  celui  deCauchy.  (1  io-n5). 

Il  s'agit  des  déterminants  que  l'on  doit  égaler  à  zéro  pour  exprimer  que  deux 
équations  ont  une  racine  commune.  Le  déterminant  considéré  par  Cauchy  et  celui 
de  M.  SyWeeter  sont  identiques  entre  eux,  à  un  facteur  numérique  près. 

D'Ocagne  {M.).  —  Sur  la  composition  des  forces  dans  le  plan. 
(n5-i2o)- 

Article  contenant  des  considérations  intéressantes,  mais  bien  moins  nouvelles 
certainement  que  ne  le  croit  l'auteur,  sur  le  centre  d'un  système  de  forces  dans 
uo  plan.  C'est  une  dc  ces  questions  auxquelles  la  méthode  des  équi  pollen  ces 
t'applique  le  plus  heureusement;  elle  a  été  traitée  par  M.  Rellavilis  et  par  bien 
d'autres  géomètres. 
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E*  G.  —  Démonstration  géométrique  d'une  propriété  des  foyers 
extérieurs  au  plan  d'une  conique.  (120-122). 

Il  8*açit  de  la  propriété  en  vertu  de  laquelle,  du  foyer  d'une  conique,  on  toit 
sous  un  angle  constant  la  portion  d'une  tangente  mobile  interceptée  par  deux  tan- 
gentes fixes. 

Le  Cointe  (leP,  ).  —  Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes 
communes  à  une  conique  et  à  un  cercle.  (1 22-1 33). 

Le  lieu  en  question  est  celui  qui  a  été  étudié  dans  le  même  Volume  (p.  91)  \Ar 
M.  Macé  de  Lépinay,  et  dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  Ce  problème  a  fait 
l'objet  de  nombreux  articles  précédemment  publiés  dans  les  Nouvelles  Jnnalet. 
Le  P.  Le  Cointe  se  propose  d'en  compléter  la  solution  en  ne  particularisant  pa*» 
l'énoncé.  Il  trouve  pour  le  lieu  cherché  une  conique  et  deux  points  isolés,  et  il 
étudie  les  propriétés  de  cette  conique. 

Lemoine  (£".).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  tétraèdres  dont  les 
arêtes  opposées  sont  égales  deux  à  deux,  et  solution  de  la  ques- 
tion 1272.  (i33-i38). 

M.  Lemoine  reprend,  en  Ifs  complétant  et  les  coordonnant,  des  propriétés  fort 
curieuses  déjà  données  par  lui  au  Congrès  de  rAssociatioa  française  pour  l'avance- 
ment  des  Sciences  (Nantes,  1876)  et  qui  concernent  les  tétraèdres  en  question.  La 
solution  de  la  question  1272  en  est  une  conséquence. 

BiBLiOGHAPHiE.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Polj- 
technique,  comprenant  les  Eléments  de  Géométrie  cinématique, 
par  M.  Mannheim  *,  Paris,  1880.  Compte  rendu  par  M.  P.  Ilaag. 
(i38-i43). 

QuESTioMs  proposées.  —  1341  à  1343.  (i44)- 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  un  théorème  de  RL  Laguerre,  (i45-i47)« 

C'est  une  simplification  fort  élégante  du  principal  résultat  obtenu  par  M.  Lagverrr 
dans  l'article  ( même  Volume,  p*.  {9-57,  97-105},  dont  nous  avons  rendu  compte  ci- 
dessus,  sur  les  limites  des  racines  d'une  équation. 

Lé\fj  [Lucien).  —  Sur  le  même  théorème.  (i48). 

M.  Lévy  remarque  que  la  limite  supérieure  indiquée  par  M.  Laguerre  est  tou- 
jours au  moins  égale  à  celle  que  donne  la  méthode  de  Newton. 

Bichler  (Ch.).   —  Sur  une  classe  d'équations  algébriques  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles.  (i4(4-i53). 

Les  considérations  que  présente  Tauteur  se  rapportent  à  l'équation 


(i-n'.r\**_ 


V  +  Bi, 
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arec    la    condition   A'  +  B'  =  i.   il    en   fait    ensuite    l'application   à   la  recherche 

de  tani;  —  t  connaissant  lanaer..  et  de  cos  —  «  connaissant  cosa. 
"m  m 

Laurent  [H,^.  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  ordi- 
naires. (i53-i()i). 

Le  but  de  cet  article  est  d'étendre  aux  systèmes  d'équations  différentielles  simul- 
tanées la  méthode  du  multiplicateur  qui  s'applique  à  une  équation  unique,  pour 
en  rendre  le  premier  membre  une  différentielle  eiacte.  L'auteur  établit  plusieurs 
propriétés  des  systèmes  de  multiplicateurs,  indique  la  méthode  à  suivre,  en  fait 
une  application  et  termine  en  montrant  comment  on  peut  déduire  de  là  la  méthode 
connue  pour  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

Laguerre,  —  Sur  une  méthode  pour  obtenir  par  approximation 
les.  raeines  d'une  équation  algébrique  qui  a  toutes  ses  racines 
réelles.  (161-171,  193-202). 

M.  Laguerre  sa  pose  le  problème  suivant  :  «  Un  type  d'équation  étant  donne, 
trouver  une  méthode  qui  conduise  de  la  façon  la  plus  sûre  et  la  plus  rapide  aux 
valeurs  approchées  de  ses  racines.  ■  11  le  rétout  dans  le  cas  où  l'équation  pro- 
posée est  algébrique  et  a  toutes  ses  racines  réelles,  et  arrive  ainsi,  étant  donné  un 
nombre  arbitraire  x,  à  déterminer,  sans  tâtonnement  et  par  une  suite  d'opérations 
régulières,  des  valeurs  do  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  immédiatement 
supérieure  ou  immédiatement  inférieure  à  x.  11  donne  ensuite  des  applications, 
fait  ressortir  les  avantages  de  la  méthode  proposée  sur  celle  de  Newton  et  démontre 
un  théorème  déjà  énoncé  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l*Aceuiémie  des 
Sciences^  t.  LXXIX,  p.  996. 

Lebon  {£')'  —  Solution  d'une  question  proposée  en   1879  au 

-  Concours  d'agrégation  pour  renseignement  secondaire  spécial  : 

«  Perspective  d'une  hélice  sur  un  plan  perpendiculaire  à  i*axe.  » 

(172-173). 

CoMcouns  général  de  1879.  —  Enoncés  des  compositions.  (173- 

G)»coDRS  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  (1879).  — 
Enoncés  des  compositions;  sujets  des  leçons  et  autres  épreuves. 

(.77-183). 

Questions  de  Licence  (Montpellier,  novembre  1879).  —  Enoncés. 

(i83). 

CoREESPonDÀKCE.  —  M.  G.  Darboux  :  «  Sur  un  article  du  P,  Le 
Ceinte  »  (même  Volume,  p.  1 22-1 33,  voir*  plus  haut)  ».  — 
M.  Ventéjol  :   «  Sur  un  article  de  M,  Biehler  (même  Volume, 
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p.   iio-ii5;  i;oi/*  plus   haut);  réclamation  de  priorité.  »  (i84- 

PuBLicATioits  récentes.  —  1.  Lcttera  inedita  dî  Carlo  Federia) 
Gauss  a  Sofia  Germain,  pubklicata  da  B.  Boncompagni  ;  Florence. 
—  2.  Méthodes  et  théoi'ies  pour  la  résolution  des  problèmes  de 
constructions  géométriques,  par  J.  Petersen,  traduit  par  0. 
Chemin^  Paris,  i88o.  —  3.  Axonometria  ô  perspecliva  axcn 
nométrica ,  por  don  Eduardo  Torroja;  Madrid,  1879.  — 
Remarques  sur  les  fractions  périodiques,  par  C.-A.  Laisaut; 
Bordeaux,  1879.  (192). 

Biehler  [Ch.).  —  Sur  un  procédé  d'élimination.  (202-206). 

Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  équations  de  même  degré  aient 
une  racine  commune. 

Lucas  [Ed,),  — Sur  les  cas  généraux  d'impossibilité  de  Téqua- 
tion  a''H-y'=  Az^.  (206-211). 

Généralisation  d'une  question  proposée  par  M.  Sylvester  et  précédemment 
résolue  (voir  Nouv,  jinti.y  2*  série,  t.  XVII,  p.  Ô07).  M.  Lucas  emploie  la  méthod<' 
de  Fermât,  fondée  sur  la  décomposition  en  facteurs,  et  il  démontre  ou  énonce 
plusieurs  propositions,  très  dignes  d'intérêt,  concernant  les  équations  jr'H-^'  =  Ac' 

et  xy(^x-^jr)  =  Kz*. 

Barbarin  (P.).  —  Note  sur  le  planimètre  polaire.  (212-21 5). 

Le  planimètre  dont  M.  Barbarin  donne  une  description  et  une  théorie  tré« 
résumées  est  celui  de  M.  Amsler.  CVst  Tun  des  instruments  les  plus  iogeaifax 
et  les  plus  pratiques  que  Ton  puisse  imaginer  pour  la  détermination  des  aim 
planes. 

Grentj.  —  Constructions  diverses  et  solutions  de  problèmes  gra- 
phiques relatifs  aux  coniques.  (216-224). 

Solution  des  deux  problèmes  généraux  suivants  :  «  Étant  donnés  deux  points 
communs  à  deux  coniques  et  trois  autres  points  de  chacune  d'elles  (ou  trois  point* 
communs  et  deux  autres  points  de  chacune  d'elles"),  trouTer  la  seconde  corde 
commune  (ou  le  quatrième  point  commun).  «Suivent  des  applications  à  des  construc- 
tions diverses  se  rapportant  aux  coniques,  notamment  en  ce  qui  concerne  les  aies 
et  le  centre  de  courbure. 

Laguerre,  —  Sur  quelques  propriétés  des  équations  algébriques 
qui  ont  toutes  leurs  racines  réelles.  (224-236), 

Après  une  remarque  sur  l'équation  qui  donne  tan(^  —  j  l'auteur  établit  une  pro* 

position   importante,  due  à  M.  Hermite.  et  qO'il  démontre  très  simplement  parla 
représentation  çéuniétriqur  des  imaginaires,  il  donne  ensuite  plusieurs  propriiftt^ 
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iotérewantcs  tur  la  réalité    des  racines  des   équations.  Foir  une  Note  du  même 
auteur  dans  le  Bulletin  de  la  Soc.  Math,  (t.  V,  p.  a6). 

CoaiiESPOKDAifCE.  —  M.  Bourguet  :  ce  Solution  des  deux  questions 
suivantes  ;  i**  antipodaire  de  J*ellîpse  par  rapport  au  centre; 
?.°  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère.  » 

Pcblicatio:n's  récentes.  —  1.  Sulla  întegrazîone  délie  equazioni 
algebrico-differenzîali,  per  F.  Casorati;  1878.  —  2.  Mémoire 
sur  l'application  du  calcul  des  combinaisons  à  la  théorie  des 
déterminants  y  parPicquet;  Paris,  1878.  (240). 

Laguerre,  —  Théorèmes  généraux  sur  les  équations  algébriques. 
(24i-'î*>3). 

Dans  cet  article,  on  trouve  un  emploi  fort  intéressant  de  la  représentation  géo- 
métrique des  imaginaires,  qui  conduit  a  de  nombreuses  propriétés  sur  les  nacines 
des  équations  algébriques.  Plusieurs  applications  sont  destinées  ii  mettre  en  lumière 
CCS  propriétés.  C'est  une  suite  aux  précédents  articles  de  M.  Laguerre  sur  la  théorie 
des  équations  et  dont  nous  avons  rendu  compte  plus  haut.  Il  serait  désirable  de 
voir  ces  divers  Mémoires  de  M.  Laguerre  réunis  en  un  seul  corps  de  doctrine  et  en 
uo  Volume  unique,  qui  rendrait  de  réels  services  à  renseignement. 

IFeilL  —  Note  sur  le  triangle  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques . 
(253-261). 

L'auteur  établit  dix-sept  théorèmes,  soit  sur  les  triangles  jouissant  de  la  propriété 
en  question,  soit  sur  le»  polygones  jouissant  de  la  môme  propriété,  et  notamment 
sur  les  déplacements  de  ces  triangles  ou  polygones. 

f  énard  (Ch.),  —  Sur  une  règle  de  M.  Laguerre.  (261-264). 

La  régie  qu'étudie  l'auteur  est  celle  donnée  par  M.  Laguerre  dans  le  même 
Volume  (p.  49)  pour  la  détermination  d'une  limite  supérieure  des  racines  d'une 
équation,  et  dont  il  a  été  rendu  compte  plus  haut.  Comparaison  avec  la  règle 
de  Newton . 

D'Ocagne[M.) .  —  Applications  de  Géométrie  cinématique  plane. 

(264-277). 

L'auteur  a  pour  but  de  présenter  quelques  applications  élémentaires  de  cette 
branche  de  la  Géométrie  que  l'on  doit  à  M.  Mannheim.  II  obtient  de  la  sorte  plu- 
sieurs résultats  nouveaux.  L'article  se  divise  ainsi  :  Question  sur  la  parabole.  — 
Sur  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse.  —  Sur  le  point  où  la  droite  de  Simson 
touche  son  enveloppe.  —  Une  suite  est  annoncée. 

Lucas  [Ëd,),  —  Sur  un  problème  de  Diophante.  (278-279). 

Le  problème  traité  par  M.  Lucas  est  celui  qui  a  pour  objet  de  trouver  quatre 
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nombres  tels  que   leurs  produits  deux  à  deux,  augmentés  de  ruiiilé,  soient  de» 
carrés,  f'oir  sur  le  même  sujet  Nouv,  Ann,^  2*  série,  t.  X,  1871,  p.  3a3. 

Lucas  (Jùl.).  —  >'otc  sur  la  construction  des  normales  à  rdlipso. 

(279-280). 

Cette  construction  très  simple  est  fondée  sur  une  propriété  des  perpendiculaire» 
abaissées  d'un  sommet  sur  les  normales  issues  d'un  point  donné.  Voir  Aow. 
yéfi/t.,  2*  série,  t.  IX,  p.  3/j8,  et  t.  XV,  p.  3. 

CoRRESPONDAKCE.  —  M.  Talayracli  :  «  Sur  le  théorème  de  Poncelcl 
concernant  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  deux  circoii- 
fé  l'en  ces.  »  (280-287). 

Publications  récentes.  —  1.  A  Treatise  on  some  new  geouietrical 
inelhods,  by  James  Bootli*,  2  vol.  Londres,  1877.  —  2.  For- 
mules et  Tables  d'intérêts  composés  et  d'annuités,  par  F.  Viii- 
téjoux  et  J.  de  Reinacb*,  Paris,  1879.  —  3.  Théorie  des  fonctions 
abéliennes,  par  Ch.  Briot;  Paris,  1879.  —  A.  Théories  et  ques- 
tions pouvant  servir  de  complément  à  un  Cours  de  Mathéma- 
tiques élémentaires,  par  L.  Maleyx;  Paris,  1879- — 5.  Cours 
de  Calcul  infinitésimal,  par  J.  lloiiel;  t.  III;  Paris,  1880. 

L. 


ASTRONOMISCHE  NÂCHRICHTEN,  begrundet  von  H.-C.  Schuhachbr,  heraus- 
gegeben  von  Prof.  D'  C.-A.-F.  Peters.  Kiel  {'). 

Tome  XCVI,  n"  2281-2304;  1879-1880. 

Luther  [jRob.).  —  Observations  de  petites  planètes  faites  en  1879 
au  micromètre  circulaire   de  l'équatorial  de  Dûsseldorf,  (i-^)- 

LAither  [TVilh,).  —  Ephémérîde  pour  Topposition  de  (%)   Lcu- 
cothea  en  1879- 1880.  (7-8}. 

Nobile  (^.)-  —  ^^^  ^^^^  nouvelle  manière  de  déterminer  la  flexion 
astronomique  dans  les  instruments  méridiens.  (9-14)- 

La  méthode  de  M.  Nobile  consiste  à  mesurer,  avec  le  fil  de  déclinaison  de  roculaîrr, 
le  déplacement  de  l'image  d'un  point  lumineux  Toisin  de  l'axe  de  rotation  ;  les 
rayons  émanés  de  ce  point  arrivent  dans  Toculaire  après  trois  réflexions  totales  sar 


(•)  Voir  Bulletin,  1V„  27. 
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des  prismes  invariablement  flxés  sur  le  cnbe  de  Tinstrument,  sur  le  barillet  de 
l'objectif  et  enfin  an  centre  de  l'objectif.  L'appareil  qui  doit  être  monté  sur  le  cercle 
de  Reichenbach  de  l'Observatoire  de  Capodiraonto  est  encore  dans  la  période 
d'essai,  mais  les  résultats  paraissent  devoir  être  satisfaisants.  L'instrument  permettra 
de  mesurer  la  flexion  astronomique  pour  une  distance  zénithale  quelconque,  à  con- 
dition qu'on  admette  qu'elle  est  symétrique  de  part  et  d'autre  du  zénith. 

Zelhr  {K,),  —  Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la  co- 
mète III  de  1879  (comète  de  Palisa).  (  i3-i6). 

Tf'alson  (^J.-C).  —  Note  sur  le  nom  des  planètes  découvertes  par 
lui  en  1877.  (  1D-16). 

yîij  Phœdra  ou  Phèdre, 
(yîb)  Andromache  ou  Andromaque, 
(jîHj  Clytœmneslra  ou  Clytemnestre. 

Lolise  (  O.  ).  —  Note  sur  les  apparences  de  la  tache  rouge  de  Théiui- 
sphère  sud  de  Jupiter.  (  17-18). 

La  tache  a   été  vue  pour  la  première  fois  à  Potsdam  le  5  juin,  et  depuis  elle 
semble  avoir  conservé  la  même  couleur,  la  même  forme  et  la  même  position. 

Tacchini  [P-]*  —  Observations  de  la  comète III  de  1879  (comète de 
Palisa),  faites  en  septembre  au  Collège  Romain.  (19-20). 

Pichering  (J^.-C).  —  Observations  de  la  comète  I  de  1879  (co- 
mète de  Swift),  faites  à  Téquatorial  de  i5  pouces  d'Harvard  Col- 
lège, de  juin  à  septembre,  (a  1-24). 

Sporer,  —  Observations  des  taches  solaires  faites  en  1879  à  TObseï^ 
vatoîre  de  Potsdam.  (  23-28  ). 

JFinneche  (^.  ).  —  Note  sur  la  marche  de  la  pendule  Holiwù 
n**25  de  l'Observatoire  de  Strasbourg.  (27-32). 

Le  pendule  est  compensé  au  mercure  et  la  marche  diurne  est  représentée  avec  une 
exactitude  très  grande  par  la  formule 

raouT.  diurne  =  o", 000  +  0%  01 35 (^  —  760) — o',oiio(f —  20), 

où  b  est  la  hauteur  du  baromètre  exprimée  en  millimètres  et  t  la  température  en 
degrés  centigrades. 

Hartwig  (£*.)•  —  Observations,  éléments  et  éphéméride  delà  co- 
mète II  de  1879  (comète  d'Hartwîg).  (3i-32), 

Borsch.  —  Lois  des  erreurs  et  exactitude  des  nivellements  géomé- 
triques, déduites  des  observations.  (33-38). 
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Konholy  [N,  von).  —  iNole  sur  les  observations  spectroscopique:» 
do  la  comète  III  de  1879  (comète  de  Palîsa).  (39-4^- )• 

Le   spectre  de   la  comète  se  composait  de  trois  bandes  lumineuses  ayant  pour 
lonjriieurs  d'onde  : 

1 337,7 

II ji6,6 

ni 48'|,5 

Comnion  [A.-^-i ,).  —  Observations  du  satellite  extérieur  de  Mars, 
faites  à  Londres  le  21  septembre  1879.  [^1-^7,). 

BrecUhliine  (Th.). —  Observations  de   la  comète  périodique  de 
Brorsen,  faites  à  Moscou  en  mars,  avril  et  mai  1879.  (4i-4^)' 

Safdrik  (^•)-  —  Observations  sur  les  changements  de  couleur  de 
a  de  la  Grande  Ourse.  (45-46). 

/fo\^e  [II, -A.).  —  Note  sur  la  détermination  du  zéro  du  cercle  de 
position  d'un  micromètre  à  étoiles  doubles.  (47-48). 

M.  Hove  propose  de  faire  cette  détermination  à  l'aide  d'un  niveau  qui  s'adapte- 
rait sur  le  micromètre  lorsque  la  lunette  équatoriale  est  liorizontalo  et  placée  dan*» 
le  méridien. 

Palisa.  —  Découvertes  des  planètes  ^ÔJ)  et  (^)^  faîtes  à  Pola  les 
8  et  i3  octobre  1879.  (47-48). 

Petcrs  (  C.'H.'F,  ).  —  Découvertes  de  la  planète  (^) ,  faîtes  à  Clin- 
ton le  i5  octobre  1879.  (47*48). 

Palisa,  —  Découvertes  des  planètes  (^)  et  ^m)  >  faites  à  Pola  les 
17  et  21  octobre  1879.  (47-48). 

Seeliger  {H.).  —  Note  sur  la  répartition  des  erreurs  permanentes 
dans  une  série  d'équations.  ( 49-62  )* 

Tenipel  (  TV.).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1867  (comètt*  de 
Tempel),  faîtes  à  Arcetri  en  Juillet  1879.  (61-64). 

Nobile[A,),  —  Sur  la  possibilité  d'éviter  les  étoiles  circumpolaiirs 
dans  les  déterminations  du  temps  local.  (65-74)- 

La  méthode  de  M.  Nobile  consiste  à  observer  les  passages  de  deux  étoiles  d'ascen- 
sions droites  peu  différentes,  situées  do  telle  sorte  que  les  erreurs  d'asimut  soirni 
égales  et  de  signes  contraires,  et  de  déclinaisons  telles  que  l'on  ait 

lanjjo-Hlanpo'  =  5  tan(r^. 


KEVUE  DES  PUBLICATIONS.  167 

Les  résultats  de  TobserTation  sont  très  satisfaisants  et  réconomie  de  temps  grande. 

Tacchini  (P.).  —  Observations  de  la  comète  III  de  1879  (comète 
de  Palisa),  faites  en  septembre  et  octobre  1879  à  l'Observatoire 
du  Collège  Romain.  (75-77). 

Tacchini  (P.).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1879  (comète 
d*Hartwig),  faites  en  septembre  1879  au  Collège  Romain.  (79-80). 

Peters  (  C.-H.-F,  ) .  —  Découverte  de  la  planète  (S») ,  faîte  le  22  oc- 
tobre 1879  à  Clinton.  (79-80). 

Bàrsch,  —  I-iois  des  erreurs  et  exactitude  des  nivellements  géomé- 
triques déduites  des  observations  (suite).  (81-90). 

Jrinnecke  (-^.  )•  —  ^ote  sur  la  marche  de  la  pendule  Knoblich 
n**  1963,  de  rObservatoire  de  Strasbourg.  (91-92). 

Schmidt  (J.'F.-J,),  —  Observations  des  comètes  III  de  1879  (co- 
mète dePalisa)  et  II  de  1879  (comète  d'Hartwig),  faîtes  à  Athènes 
en  septembre  et  octobre  1879.  (91-94). 

Scfmr  et  TVinnache  [A,  ).  —  Observations  de  la  Lune  et  des  étoiles 
de  la  Lune,  faites  en  1878  à  TObservatoire  de  Strasbourg.  (96- 
108). 

Geelmuyden  (//.  ).  —  ^[ote  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  de 
Tétoîle  OEltzen  ii()77.  (109-110). 

L'étoile,  qui  a  un  mouvement  propre  considérable  de  — o*,  4^4  ^^  ascension 
droile  et  de  —  o*,  13^  en  déclinaison,  a  une  parallaxe  sensible  de  o",  a5  enyiroii. 

Block  {£.). — Note  sur  deux  nébuleuses  brillantes,  situées  dans 
Tamas  d'Eridan  et  non  observées  parHerschel.  (109-112). 

Doberck  (^^. )•  —  Détermination  des  orbites  des  étoiles  doubles 
4  du  Verseau  et  jx^  d'Hercule.  (  m  - 1 1 2  ) . 

Palisa.  —  Découverte  de  la  planète  (210),  faite  à  Pola  Je  12  no- 
vembre 1879.(111-112). 

Seeliger  {H.)»  —  Note  sur  les  mesures  d'étoiles  doubles  faites 
par  M.  Mâdier.  (ii3-i2o). 

/yowning  [A.-M.-JF.).  —  Recherches  sur  la  détermination  de  la 
parallaxe    moyenne   du    Soleil  d'après    les   observations    méri- 
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diciincs  de  décliiiaisou  de  Mars  et  des  étoiles  voisines  faites  û 
Leide  et  Melbourne  pendant  Topposition  de  1877.  (119-128]. 

La  parallaxe  solaire  serait 

-  =  8",  960  Jz  o",  o5 1 . 

Jïreusing.  —  Notes  sur  Tinvenlion  du  nonius  ou  vernîer.  (  1319- 
i34). 

L'idée  théorique  du  x'ernier,  qui  consiste  à  prendre  n  dÎTÎsioas  d'une  règle  ou 
d'un  cercle  pour  les  partager  en  (/i  ^  t)  parties  égales  remonte  à  C  CUviiM(CArM- 
tophori  Clavii Bambergensh  Opéra,  vol.  V,  Moguntiœ,  161 1,  fol.);  matse'eat  P.  Vn*- 
nier  qui  a  le  premier  {La  constructiony  Vutage  et  les  pioprietez  du  qmmifmt 
nouveau^  Bruxelles,  i63i)  placé  la  petite  plaque  ainsi  divisée  à  l'extrémité  de  l'ali- 
dade mobile. 

Marth  {^-)*  —  Données  pour  ealculer  la  position  des  satellites df 
Mars  pendant  l'opposition  de  1879.  (i33-i38). 

MeisseL  —  Notes  sur  un  problème  de  Trigonométrie  sphérîquc. 
(139-140). 

Étant  données  les  troi»  sommes  A  +  <i,  B-4--^,  C-4-c  des  angles  et  des  tàvès  d'uti 
triangle  sphérique,  trouver  ses  éléments. 

Peter  (B.),  —  Observations  de  la  comète  I  de   1879  (comète  de 
Swift),  faites  en  juin,  juillet  et  août  à  Téquatorial  de  Leipzig. 

(141-144). 

P^ogel  {If,-C,).  —  Note  sur  une  nouvelle  nébuleuse  dans  l'amas 
du  Cygne.  (i43-i44)- 

Cette  nébuleuse,  découverte  par  M.  T.-W.  Webb,  est  l'étoile  -h  4'**»  ''*  4<w^  •'" 
Catalogue  de  Bonn.  L'étoile,  qui  est  de  8,5  grandeur,  se  montre,  avec  uu  très  r«>r: 
grossissement,  comme  une  nébuleuse  ronde  de  3'  à  4'  àe  diamètre.  La  lamière  d'* 
cette  nébuleuse  donne  un  spectre  continu  traversé  par  une  seule  ligne  brillanttf. 

Lehmann'Filhès  (/?.).  —  Recherches  sur  les  comètes  et  les  cou- 
rants météoriques  dont  la  distance  périhélie  est  très  faible.  (i4^' 

l52). 

L*aphélie  des  comètes  qui  passent  le  plus  près  du  Soleil  est  par  90*  environ  Jf 
longitude;  c'est  par  cette  même  longitude  que  se  trouvent  les  principaux  poiuia 
radiants. 

Bêcher  (-£*•).  —  Mémoire  sur  la  marche  de  la  pendule  n®  1902  de 
Knoblich.  (i5i-i56). 

j^betti  (^•).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Brorseiu 
de  la  comète  I  de  1879  (comète  de  Swift)  et  des  planètes  ^8    <i 
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^i5^,  faites  en  juin  et  juillet  1879  à  rObservaloîrc  de  Padouc. 
(157-160). 

Palisa[u4.).  —  Découverte  de  la  planète  (2n) ,  faite  à  Pola  le 
Il  décembre  1879.  (159-160). 

IFeiler  (-^.  ).  —  Recherches  sur  les  équations  diflérentielles  du 
mouvement  dans  le  problème  des  trois  corps.  (i6i-i84)« 

Winnecke  (-^•).  —  Remarques  sur  la  Note  du  professeur  Oude- 
inans  relative  à  l'invention  de  Toculaire  négatif  et  remaixjues 
sur  la  découverte  de  la  lune  de  Mars  par  Schyrlaeus  de  Rheita. 
(18.V188). 

fogel  {^H.-C.  ).  —  Notes  sur  les  spectres  des  comètes  de  Winnecke 
(1877,  II)  ^-^  ^^  P^lîsa  (1879, 111).  (189-190). 

L'une  et  l'autre  comète  ont  un  spectre  formé  de  trois  bandes  lumineuses  trn- 
Tersées  par  un  faible  spectre  continu. 

Lorenzoni.  —  Occullations  de  a  du  Scorpion  et  J  des  Gémeaux,  ob- 
servées à  Padoue  les  28  juillet  et  4  novembre  1879.  (  189-190). 

JFebb  (T.- TF^.).  —  Note  sur  ses  observations  de  la  nébuleuse  nou- 
velle du  Cygne.  (191-192). 

La  nébuleuse  (étoile  zoue  ~H  .^i*,  n*  4oo4  d*Argelander)  n'est  pas  ronde;  elle  .1 
un  noyau  bien  net  situé  vers  le  nord  et  du  côté  du  premier  bord.  Son  spectre  est 
formé  de  trois  lignes  brillantes  ayant  pour  longueurs  d'onde  5oot^,  49^^»  4^7^* 

Xewcomb  {S.).  — Appel  aux  astronomes  pour  Inobservation  de 
Polyranie. 

Oppenlieim  (//.).  —  Détermination  de Torbite  de  (S)  Gerda,  (191- 
aoo). 

Les  calculs  sont  fondés  sur  l'ensemble  des  obsenrations  de  187a  à  1877. 

ÏFinnecke.  —  Note  sur  la  variation  d'éclat  de  la  nébuleuse 
A882  =  Hi,20,  a=  ii»^i7'»ii%  (Î  =  -M2°7'  (1860,0).  (201- 
206). 

Gasparis  [A.  de).  —  Sur  la  variation  de  la  longitude  du  nœud,  de 
Tinclinaison  et  du  demi -paramètre  dans  les  orbites  planétaires. 
(20J-208). 
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Albrechtn  —  Note  sur  un  problème  de  Trigonométrie  sphéroïdiqut' 
inverse  de  celui  résolu  par  Bessel.  (209-218). 

Do  la  latitude  géographique  de  deux  stations  et  de  leur  distance  déduire  les  »i- 
muts  aux  deux  points  et  la  longueur  de  la  ligne  géodésique  qui  passe  par  ces  deai 
points. 

Darwin  (  G. -H.  ).  —  Sur  Teflet  séculaire  du  frottement  des  marées. 

(217-222). 

Dans  la  Note  actuelle,  M.  Darwin  résume  les  Mémoires  qu*il  a  publiés  sur  ce  sujfi 
dans  les  Transactions  Philosophiques  de  1879.  On  sait  que  la  conclusion  principale 
à  laquelle  arrive  l'auteur  ent  que  la  Terre  et  la  Lune  formaient  à  l'origine  deux 
masses  en  contact  tournant  sur  elles-mêmes  dans  un  intervalle  d'environ  trois  beores. 
Le  passage  à  la  situation  actuelle  aurait  exigé  cinquante-quatre  millions  d'anntH^. 

Doberch  (  Tf'.),  —  Eléments  de  0.^233.  (221-222). 

Pritchett  (  C-  W,)._  —  Note  sur  ses  observations  de  la  tache  rouge 
de  riiémisplière  sud  de  Jupiter.  (223-224). 

La  tache  rouge  est  probablement  presque  fixe  sur  la  planète,  et  ses  obsenrationi 
donnent  la  durée  de  la  rotation  de  l'astre;  les  durées  mesurées  jusqu'ici  au  moyen 
de  taches  des  bandes  sont  inexactes,  ces  dernières  étant  rapidement  mobiles. 

Peter  {B,).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  eu  1879  à 
rObservatoîre  de  Leipzig.  (  225-236). 

Seeliger  [H,),  —  Remarques  sur  la  méthode  d'interpolation  d»' 
Cauchy.  (235-24o). 

Hall  (^.)"  — Observations  de  l'étoile  double  P  du  Lièvre.  (239- 
240). 

Lelimann-Filhès  (-fi.  ).  —  Note  sur  la  détermination  du  point  ra- 
diant d'un  courant  météorique  à  Taide  d'un  nouveau  météoro- 
scope. 

Strasser  (  G.  ).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Brorseii. 
des  comètes  I  de  1 879  (comète  de  Swift  )  et  III  de  1 879  (  comète  de 
Palisa),  faites  de  mars  à  septembre  1879  à  TObservaloire  de 
Kremsmûnster.  (249-250). 

Abetti  [A.].  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1879- 
1880  à  rObservatoîre  de  Padoue.  (25 1-254). 

Observatoire  de  Gôttiwgue.  —  Observations  de  la  comète  III  de 
1879  (comète  de  Palisa),  faites  en  octobre  1879.  (253-254). 
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Brulins  {C).  —  Observations  des  comètes  III  de  1879  (comète  de 
Palîsa)  et  II  de  1879  (comète  d'Hartwîg),  faites  en  août  et  sep- 
teoibre  à  Leîpziiç.  (2j5-256). 

Schmidt  [J.'F.'J,).  —  Observations  d*étoilcs  variables,  faites  à 
Athènes  en  1879.  (aj 7-272). 

Gould,  —  Note  sur  Tapparition  d'une  grande  comète  dans  l'hémi- 
spbère  sud  le  J  février  1880.  (271-272). 

Palisa.  —  Découverte  de  la  planète  (S) ,  faîte  à  Pola  le  6  février 
1880.  (271-272). 

Beehe  (  /^.  )  et  Ilazen  [H. -A,  ) .  —  Observations  de  la  comète  pé- 
riodique de  Brorsen,  de  la  comète  l  de  1879  (Swift)  et  de  la 
comète  III  de  1879  (Palisa),  faites  en  1879  à  TObservatoire  de 
Gale  Collège  à  New-Haven.  (273-274). 

Schmidt  [J.'F.'J,].  —  Observations  sur  les  taches  solaires,  faites 
en  1879  à  Athènes.  (275-278). 

Fahritius  (  ^Z'. ).  — Note  sur  le  calcul  de  Tinclinaison  du  grand 
ccrcio  dans  la  détermination  des  orbites  par  trois  observations. 

{279-886). 

Fogel  {H.'C).  —  Observations  des  spectres  de  la  nébuleuse  nou- 
velle découverte  dans  le  Cygne  par  M.  Webb  et  de  l'étoile  nou- 
velle signalée  par  M.  Baxendell  dans  le  Petit  Chien.  (287-288). 

Le  spectre  de  la  nébuleuse  se  compose  d'un  spectre  continu  faible  et  de  trois 
bandes  brillantes. 
Le  spectre  de  Tétoile,  rouge  oranjjc,  est  un  très  beau  spectre  à  bandes  noires. 

Peters  [C.-H.-F.),  —  Découverte  de  la  planète  (^)  faite  à  Clin- 
ton le  17  février  1880.  (287-288). 

Peters  [C.'fJ.-F,).  — Note  sur  les  mouvements  propres  des  étoiles 
du  Catalogue  de  VVeisse  :  12**  n^6g^  12^  n**  124.  (289-290). 

Tacchini  (P-)-  —  Observations  de  Neptune,  Jupiter  et  Mars,  faites 
en  novembre  1879  à  TObservatoire  du  Collège  Romain.  (291- 
292). 

Dubjago  [D,'F.  ).  —  Ephéméride  pour  l'opposition  de  Diana  (jg) 
en  mars  et  avril  1880.  (293-294). 

ISulL  des  Sciences  math,  a»  Série,  t.  IV.  (Août  i88o.)  R.  12 
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ff\)IJ [R,),  —  ]\otes  sur  la  variation  des  taches  solaires  et  les  pt'- 
riodes  des  étoiles  filantes  périodiques.  (apS-apS), 

I.c  minimum  des  taches  solaires  a  eu  pour  date  1878,9. 

Les  étoiles  filantes  d'avril,  août  et  novembre  sont  sujettes  à  une  période  qui. 
d*aprèH  les  observations  anciennes  et  récentes,  peut  être  tixëe  ainsi  : 

Kom  de  l'eiisalni.  Époque.  Période  principale. 

Lyréides 1123, 33  l\o,o'^  znnée%, 

Perséides iV^'^iOl  to'|,6o         • 

Léonîdes 1 366, 89  33,28        m 


Herschcl  (Major  J . ].  —  ]\oLe  sur  les  observalîorts  du  pendule  c|in 
doivent  être  entreprises  dans  l'Inde  par  le  Snr\'ry  ofindia.  [  39;- 

298). 

Doberck  (  TF^,),  —  ]Vote  sur  la  monture  de  Téquatorial  de  Markm* 
et  sur  la  détermination  des  constantes  des  grands  équatoriaux. 

(  297-3  Oîl). 

Peters  (C-IL-F.),  —  Observations  de  petites  planètes  faites 
en  1879  à  l'Observatoire  d'Hamilton  Collège.  (3o5-32o). 

Pnlisa,  —  Dérouverte  de  la  planète  (m^. ,  faite  à  Pola  le  1  *'  niai^s  1 880. 
(319-320). 

Hermite  {Ch.).  —  Sur  la  diiïérentiation  des  fonctions  elliptiques 
par  rapport  au  module.  (321-326). 

Fogel  (  //.-  Jf^.  ).  —  Sur  les  nouvelles  lignes  du  spectre  de  Tliydn»- 
gène  et  le  spectre  des  étoiles  blanches.  (  327-3vio  ). 

Les  nouvelles  lignes  de  l'hydrogène  observées  photographiqnement  dans  le  sperir** 
d*un  tube  de  Goissler  ont  pour  longueurs  d'onde  : 

H« 3()6Kî* 

Hr 388; 

H  'ÏOO/ 

Hô :57()'» 

Klle  se  retrouvent  exactement  dans  le  spectre  des  étoiles  blanches  photographie  p.ir 
HugginSf 

Plummer  [J.-J.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  df 
Brorsen,  faites  d'avril  ii  juin  1879  à  TObservatoire  d'OrwelPaii. 
(329-334). 

Peters  [C.-^If.-F.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faii*'s 
en  1B79  à  l'Observatoire  d'IIainilton  Collège.  (333-336  >. 
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Gasparis  [A,  de).  —  Note  sur  une  relation  de  distance  dans  le 
problème  des  trois  corps.  (337-344)- 

Spoerer,  —  Observations  de  taches  solaires,  faites  à  Potsdam 
en  187g. (343-346). 

Todd{D.-P.].  — Observations  d'éclipscs  de  satellites  de  Jupiter, 
laites  à  Washington  pendant  l'opposition  de  1879.   (347-352). 

Low  [M,],  —  Note  sur  Tiniluence  d'une  correction  dans  la  posi- 
tion des  étoiles  sur  les  hauteurs  du  pôle  observées  dans  la  mesure 
de  Tare  de  méridien  de  la  Prusse  orientale.  (353-358). 

Hartwig  [E.],  —  Observation  de  Téclipse  partielle  de  Soleil  du 
18  juillet  1879,  à  l'aide  de  l'héliomètre  de  l'Observatoire  de 
l'Université  de  Strasbourg.  (359-364). 

Gould  [B,'A.].  —  Note  sur  la  grande  comète  qui  s'est  montrée  le 
2  février  1880  dans  l'hémisphère  austral.  (363-366). 

La  comète  avait  une  tète  d'environ  2'  à  3'  de  diamètre,  sans  noyau  sensible; 
sa  chevelure  s'étendait  sur  un  arc  de  ^o^  environ  et  était  d'un  éclat  presque  uni- 
forme. La  comète  n'a  pu  être  que  très  imparfaitement  observée  dans  les  instruments 
de  Cordoba. 

Doherck  (^/^.)«  —  Formules  pour  le  mouvement  apparent  de 
trente-huit  étoiles  doubles  des  Catalogues  de  W.  etO.  Struve. 
(365-368;. 

Tflnnecke  {A,).  —  Observations  d'occultations  d'étoiles  et 
d'éclîpses  de  satellites  de  Jupiter,  faites  en  1878  et  1879  à  l'Obser- 
vatoire de  l'Université  de  Strasbourg.  (369-374)- 

Milloseyich  {£.).  —  Observations  de  planètes  faites  en  février  1880 
à  l'Observatoire  du  Collège  Romain.  (375-378). 

Ranchen  (li.'F.).  —  Mesure  de  la  latitude  de  l'Observatoire  de 
Stockholm.  (  379-380  1 . 

La  latitude  est  -+- 59'*2o'33*,o4. 

Liais  {E.).  —  Note  sur  la  grande  comète  qui  s'est  montrée  le 
2  février  1880  dans  l'hémisphère  sud.  (379-382  ). 

Copeland  (/?.)•  —  Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
romèle  I  de  1880  (grande  comète  australe).  (38i-382). 
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Pcters  [C.'H,-I:\).  —  Découverte  de  la  planète  (^ïs;,  faite  à  Clinton 
le  19  mars  1880.  (383-384). 

Tome  XCVJl,  n***  230.J-2328;  1880. 

Pcters  {C.-F.'Jr.).,  — Mesure  de  la  longueur  du  pendule  à  se- 
cond(*  à  Alloua.  (i-3()). 

Les  observations  ont  été  faites  avec  un  pendule  à  réversion,  construit  par  Lohmeier 
et  qui  avait  déjà  servi  au  D'^ieumaycr  pour  faire  des  observations  analogues  &]Uei- 
Lourne.  Los  séries  d'oliservations  sont  au  nombre  de  deux  :  la  première  a  été  faite 
en  juin  et  en  juillet  ;  la  seconde  en  décembre  1873,  à  une  température  très  diffé- 
rente de  la  première,  ce  qui  a  rendu  facile  le  calcul  du  coefficient  de  tempé- 
rature. 

La  moyenne  de  huit  observations  donne  pour  lon^^ueur  du  pendule  simple  à 
seconde,  à  TObservatoire  d'Âltona, 

L'altitude  du  point  d'observation  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  étant  So",  9,  si  ion 
prend  pour  densité  moyenne  des  couches  géologiques  voisines  (sable)  1,8  et  pour 
densité  moyenne  de  la  Terre  5, 67,  on  trouve,  pour  la  réduction  au  niveau  de  la  mer. 

-+-o"»,oo7'|, 

en  sorte  que  la  longueur  du  pendule  à  seconde  est,  à  Altona, 

0 

Tehhult  (/.).  —  Eclipses   des  satellites   de  Jupiter,  observées  à 
Windsor  (>i.-S.-W.)  de  juillet  1879  a  janvier  1880.  (37-40). 

Doherck  (  //  V).   —  Formules  pour  le    mouvement   de   quelques 
étoiles  doubles.  (3<)-4o). 

Les  calculs  de  M.  Doberck  ont  porté  sur  vingt-sept  étoiles  doubles  de  Struve. 

Robbevs  («/.).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  planète  (m^  Elsbetli, 
pour  son  opposition  en  septembre  1880.  (4i-44)- 

Gould  [B,-À .). —  jNote  sur  la  grande  eonièle  de  1880,  comète I 
de  1880.  (43-46;. 

La  comète,  dont  la  chevelure  n'avait  pas  moins  de  35%  a  été  observée  à  Cordoba 
du  6  au  i5  février  1880.  D'après  les  éléments  approximatifs  calcules  par  M.  Gonld, 
il  y  aurait  quelque  ressemblance  entre  cette  comète  et  la  grande  comète  de  i8i3: 
mais  la  période  de  87  ans,  comprise  entre  i843  et  1880,  n'est  pas  comraensurable 
avec  la  période  de  17.3  ans  assignée  par  Hubbard  à  la  comète  de  i843. 

Pritchett  [C.-TF.],  —  Observations  de  Phobos  et  Deinios,  faites 
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vn    1879  à  rObservatoirc  de   Morrissoii,  Glasgow  (Missouri). 

(4:>-48). 

Runiker  (G.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  au  cercle 
méridien  de  Hambourg  en  1878  et  1879.  (49"56). 

Gould  (B.-^y.).  —  Note  sur  la  grande  comète  de  février  1880,  co- 
mète 1  de  1880.  (57-62). 

M.  Gould  monlnt  qu'il  ne  parait  pas  impossible  que  la  comète  actuelle  soit  iden- 
tique avec  celles  de  1668,  170'j  et  i8'|3. 

IFeiss  [E.].  —  Recherches  sur  la  grande  comète  australe  de  j88o. 
(61-64). 

Pour  M.  Weiss  l'idcntitc  de  la  grande  comète  de  i8'|3  et  do  la  comète  australe  de 
18H0  est  certaine. 

Schdberle.  —  Découverte  de  la  comète  JI  de  1880,  faite  le  6  avril 
1880.  (63-64). 

Glan  {P')'  —  Description  d'un  nouveau  spectroscope  propre  à  Tob- 
servalîon  des  protubérances.  (65-68). 

Schmidt  [J.-F.-J.].  —  Note  sur  la  tache  rouge  observée  sur  Jupiter 
pendant  l'opposition  de  1879.  (67-70). 

ScJimidt  (J.-F.'J.).  —  Observations  de  la  nébuleuse  découverte 
dans  le  Cygne  par  M.  W  ebb.  (69-70  ). 

Pritchett  [H, -S.),  —  Mesures  mîcrométriques  du  diamètre  de 
Mars,  faites  en  1879  à  TObservatoire  Morrisson  de  l'Université 
de  Glasgow  (Missouri).  (69-74). 

Le  diamètre  moyen  à  la  distance  1  est  9*,/|86.  II  eut  plus  grand  que  celui  (9",  3^8) 
déduit  parBessel  de  ses  mesures  héliométriques  et  plus  petit  que  celui  (1  l'^io)  em- 
ployé dans  les  calculs  du  diautical  Almanae. 

Bruns  {H")'  —  Remarques  sur  les  recherches  de  M.  Albrecht  rela- 
tives à  la  méthode  de  Bessel  pour  calculer  la  distance  de  deux 
points  sur  un  sphéroïde.  (73-74)- 

Sceliger  (//.).  —  Notes  sur  les  mesures  d'étoiles  doubles  faites 
par  Mâdler.  (73-76). 

Schmidt  [J,'F.-J.).  —  ^ote  sur  la  position  de  l'étoile  variable  dé- 
couverte dans  le  Petit  Chien  par  M.  Baxendell.  (75-76). 
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l^chhuil  (./.).  —  >ole  sur  la  grande  comète   australe   de   1880. 

(' 7.j-7()). 

i)mHmhciin    /L\.  —  fLléiiients  paraboliques  de  la  comète  I  de  i88n, 
i^randc  conirlc  dr  iii'vrior  i8vSo.  {  7:^-76  L 

Holetschck  (./.)  tt  Zelhr  (  A .).  —  Éléments  paraboliques  et  éplié- 
niéride  do  la  comète  JI  de  1880,  comète Scbaberle.  (77-78). 

Tncchini  [P.].  —  Observations  de  la  comète  U  de  1880,  faites  à 
l'équatorial  du  Collège  Romain.  (77-78). 

Zelbr  (K.\.  —   l'Jénients  paraboliques   et  épliéniéride  de  la  co- 
mète 11  de  1880.  (79-80). 

Peter  (B.).  —  Observations  delà  comète II  de  1880, faites  à  Leip 

Knorre  (/  .).  —  Découverte  de  la  planète   (^ '^  faite  à  Berlin  le 
7  avril  1880.  (79-80). 

Palisa.  —  Découverte  de  la  planète  (216),  faite  k  Berlin  le  10  avril 

1880.  (79-80). 

SvhmidL  [J.'F.-J.).  —  Observations  sur  l'éclalde  la  planète  Mars, 
faites  à   Bonn  de   1848  à   1849  ^^  ^  Athènes  de  1864  à  1879. 

(81-94). 

Peter  (B.),  —  Observations  de  la  comète  II  de  1880,  comète  Scba- 
berle, faites  à  Téquatorial  de  Leipzig.  (93-94)- 

Martin  (//.).  —  Paiements  et  éphéméride  de  la  comète  II  de  i88o. 
(9Ï-96)- 

W^cil.er  [A.),  —  Le  problème  des  trois  corps  d'après  la  nouvelle 
théorie  des  perturbations.  (97-112). 

JNoTicE  nécrologique  sur  le  professeur  C- A. -F.  Peters.  (i  i3-i  i4?' 

Christian-Auguste-Frêdéric  Peters  était  né  à  Hambourg  le  7  septembre  1806.  Fn 
1831,  H.-G.  Schumacher  se  l'associa  comme  calculateur.  En  1826,  il  prenait  part  à  la 
triangulation  du  pays  de  Hambourg.  En  iS^g-iSSo,  il  aidait  son  maître  dans  ses 
observations  sur  le  pendule. 

De  1834  &  1889  il  a  le  titre  d'assistant  à  l'Observatoire  de  Hambourg  et  à  cette  der> 
niére  dnlf  il  quitte  sa  ville  natale  pour  être  attaché  à  rObserratoire  de  Poulkova, 
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où  il  Tut  successivement  odjoint  (i8'|3)  et  membre  de  l'Académie  de  Saint-Péters- 
bourg (1847). 

En  18 '19  il  devint  professeur  d'Astronomie  à  Kôni{;sber^. 

Enfin,  à  la  mort  de  A.-C  Peterscn,  la  direction  de  l'Observatoire  d*Altona  lui  fui 
confiée;  il  la  conserva  jusqu'en  187:1,  époque  à  laquelle  il  se  transporta  à  Kiel,  où 
il  est  mort  le  8  mai  1880. 

La  direction  des  jÉstronomische  Nachrichten  est  maintenant  confiée  au  professeur 
C.-F.-W.  Pelers. 

Ficher ing[E,'C^).  —  Observations  des  satellites  de  Mars,  faites 
en  1879  à  Tobservatoirc  de  Harvard  Collège,  Cambridge  (U.-S.). 
(ii5-ia8). 

Oppenheini  {H.),  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  eoniète  II  de 
1880.  (127-128). 

f relier  {^4.),  —  Le  problème  des  trois  corps  d'après  la  nouvelle 
lliéorie  des  perturbations  (suite).  (129-144)- 

Pickering  {E.-C).  —  Observations  des  satellites  de  Mars,  faites 
en  1879  ^  l'observatoire  de  Harvard  Collège,  Cambridge  (U.-S.). 

Ii43).* 

Peters  [C.-H.-F.).  —  Aote  sur  Téclat  de  Frigga  (vT),  d'après  des 
observations  faites  à  Hamil ton  Collège.  (147-100). 

Leb  éclats  observés  pendant  les  oppositions  qui  se  sont  succédé  depuis  186-ji 
ayant  été  corrigés  des  variations  tenant  aux  difl*érenr«s  de  distance  et  aux  distances 
zénithales,  les  nombres  montrent  qu'il  y  a  dans  Téclat  de  la  planète  une  variation 
périodique  certaine. 

Oppolzer  (77i.  v.).  —  Recherches  sur  le  mouvement  de  la  comète 
périodique  de  Winnecke  (comète  HI  de  1819)  et  l'existence  d'un 
milieu  résistant.  (149-1 54)- 

L'accélération  de  la  comète  de  Winnecke  est  favorable  à  l'hypothèse  d''un  milieu 
résistant. 

Pritchett  [C-Tf^.y  —  Observations  des  conjonctions  des  satellites 
de  Saturne,  faites  à  l'Observatoire  de  Glasgow  (U.-S.)  en  1879. 
(i53-i56). 

Jacchini  (P.).  —  Observations  de  la  comète  II  de  i88o,  comète 
de  Schâberle,  faites  au  Collège  Romain  en  avril  et  mai  18S0. 
(i57-i58). 
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Burnhani  [S.-TT'.  ].  —  Observations  du  satellite  de  Sîrî us, faites  en 
i8j9-i88o  à  rObservatoîrc  de  Dearboni,  Cbicago.  (rîj-iaSV 

0 

Millosevich  {£•)•  —  Kléments  paraboliques  de  la  comète  U de  1880, 
comète  de  Schiiberle.  (i  5g- 160). 

TFeiler  {yf-)-  —  Le  problème  des  trois  corps  d'après  la  nouvelle 
théorie  des  perturbations  (suite).  (161-176). 

Ferrera  (^.)-  —  iVote  sur  un  procédé  pour  établir  Taccord  entre 
plusieurs  bases  d*une  triangulation.  (177-182). 

Borsch  (^-/.).  —  jNOte  sur  l'inlluence  de  la  position  du  zéro  d'un 
cercle  dans  les  équations  de  la  compensation  d*un  réseau  géodé- 
sique.  (181-186). 

Mejer  [M. -TV.),  —  Calcul  d'une  orbite  elliptique  pour  la  grande 
comète  australe  de  1880,  comète  II  de  1880.  (i85-i86). 

Tacchini  {P.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1880 
à  l'Observatoire  du  Collège  Romain.  (189-190). 

Doherch   [W.].    —    Formules    pour    quelques    étoiles   doubles. 

Weiler  (^.).  —  Le  problème  des  trois  corps  d'après  la  nouvelle 
théorie  des  perturbations  (suite  et  fin).  (193-208). 

Souchon  (^-/.j.  — Note  sur  un  point  de  la  théorie  analytique  du 
système  du  monde.  (209-220). 

Le  Mémoire  de  M.  Souchon  est  relatif  aux  formnlrs  qui  expriment  la  Tariadon 
diflerenticlle  de  l'époque  due  au  carré  des  forces  perturbatrices.  Les  formules  de 
l'auteur,  qui  comprennent  les  termes  du  second  ordre  provenant  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  sont  plus  complètes  que  celles  de  la  Mécanique  céleste  et  que 
celles  de  Pontécoulant. 

Neugebauer  (JP.).  —  Epliéméride  pour  l'opposition  de  Fidès  (^ . 
(219-220). 

Coppland  (  R,)  et  Lohse  [J.-G.).  —  Observations  de  la  comète II 
de  1880,  comète  de  Schaberle  •,  éléments  et  éphéméride  de  cette 
comète.  (221-224)- 
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Todd{D.'P.)  —  Fautes  d'impression  dans  les  Tables  de  multipli- 
cation de  Crelle.  (3p.3-a24). 

Dans  le  produit  de  113  x  \^']  il  faut  lire    {89  au  lieu  de    499* 
•  a6j  X  881  .  233'|  >  2334. 

Oppolzer  [Tit.  v.),  —  Remarques  sur  le  mouvement  anormal  de 
quelques  eomèles  etl'existenee  d'un  milieu  résistant.  (2a5-236). 

1^  résistance  opposée  au  mouvement  des  comètes  par  le  milieu  planétaire,  résis- 
tance qui  explique  si  bien  l'accélération  des  comètes  d'Rucke  et  de  Winnecke,  ne 
peut  suffire  à  identifier  les  grandes  comètes  de  i843  et  1880  ;  elle  n'explique  pas  non 
plud  les  anomalies  du  mouvement  de  la  grande  comète  de  181 1.  11  ne  reste  donc 
qu'à  chercher  si  la  formation  de  la  queue  des  comètes  de  1811,  i8'|3  et  1880  ne 
pourrait  pas  fournir  une  explication  des  irrégularités  de  leurs  mouvements; 
peut-être  aussi  dans  ces  comètes  le  noyau  visible  ne  représente-t-il  pas  le  centre  de 
gravité. 

Martin.  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  II  de  1880,  co- 
mète de  Schâberle,  pour  les  mois  de  juillet  et  août  1880. 
(235-236). 

Voung  [C'A,],  — Observations  de  la  comète  II  de  1880,  faites  à 
l'Observatoire  de  Princeton  (U.-S.)    (  237-238). 

Burnham  [S.-W.).  —  Note  sur  l'étoile  double  35  de  Pégase. 
(239-240). 

L'étoile  quia  un  mouvement  propre  très  considérable  a  un  compagnon  qui  tourne 
très  rapidement  autour  d'elle.  L'angle  de  position  aurait  changé  de  près  de  4*  en  un 
an.  Les  mesures  sont  d'ailleurs  très  difficiles  par  suite  du  voisinage  des  étoiles  (i'^) 
et  par  suite  de  leur  grande  différence  d'éclat;  le  compagnon  est  de  douzième 
grandeur. 

Doolittle  [C.'L.).  —  Observations  des  satellites  de  Jupiter,  faites 
eu  1 879  à  rOb'Crvatoire  Sayre,  de  l'Université  de  Lekigh  (Pen- 
sylvanie).  (241-252). 

Palisa  (/.).  —  Note  sur  la  découverte  des  planètes  (jS)  et  C^  . 
(253-254).  ^^ 

Oppolzer  (Th.  ^^).  —  Note  sur  la  planète,  vue  par  Wartmann 
en  i83i.  (253-254). 

La  planète  vue  par  Wartmann  en  i83i,  et  signalée  par  Arago  en  i836,  n'est  autre 
chose  qu'Uranus. 

(xould  (B.-A.).  —  Observations  méridiennes  des  étoiles  de  com- 
paraison de  la  comète  d'Enckc  en  1878.  (255-256). 
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Luther  [H.).  —  Observations  diî  petites  planètes,  laites  à  Téqua- 
torîal  de  Diisscldorf  en  1879- 1880.  (^57-9.62). 


Luther  (^^  .^.  — KpliénicTÎde  pour  l'opposition  de  (5^  Clîo  en  dé- 
reinbre  i88u.  (263-264). 


Bredihhine  (77/.).  —  Note  sur  le  calcul  des  forces  répulsives  des 
queues  des  grandes  comètes  de  1680,  '744i  ^7^9  *'^  1880. 
(a65-2()6). 

Schâherle  [J,"M.],  —  Eléments  et  épliéniéride  de  la  comète  11 
de  1 880,  comète  de  Schiiberle.  (26J-268). 

L'éphéméride  est  préparée  pour  la  réapparition  de  la  comète  en  septembre,  or- 
tobre  et  novembre  1H80. 

lebbutt  [J.).  —  Observations  dePallas,  faîtes  à  Windsor  (X.-S.-W.  ; 
pendant  son  opposition  de  décembre  1879  et  janvier  1880. 
(269-272). 

Howe  [tf.'A,).  —  Nouvelle  solution  approchée  du  pit)blème  de 
Kepler.  (273-276). 

M.  Howe  donne  un  procédé  facile  pour  la  Rolution  rapide  et  vraiment  trè»  ap- 
prochée de  l'équation  qui  donne  l'anomalie  vraie  et  le  rayon  recteur  au  moyen  de 
l'anomalie  moyenne. 

Bûttner  (/^.)-  —  Eléments  de  la  comète  I  Je  1878,  découverte  par 
M.  Svrift  le  6  juillet  1878.  (277-278). 

ïacchini  (P.).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes,  faites  en 
avril  et  mai  à  TObservatoire  du  Collège  Romain.  (  279-282). 

Doberck  {W,).  —  Paiements  de  J^  du  Cancer.  (283-286). 

Les  éléments  sont  fondés  sur  l'ensemble  des  observations  faites  de  1781  à  i8;3. 

Doberck  {TP\),  —  Formules  pour  le  mouvement  de  quelques 
étoiles  doubles.  (  285-286). 

Gould  (fi.-y/.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Tcm- 
pel,  comète  de  six  ans,  faites  en  1879  à  TObservatoire  de  Cor- 
doba.  (287-288). 

Seeliger{ff.),  —  Considérations  sur  la  probabilité  du  partage  des 
erreurs  accidentelles.  (289-304). 
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Fedrzejewicz.  —  Observations  d*éloîles  doubles,  faites  à  son  ob- 
servatoire particulier  de  Plonsk.  (3o5-3i8). 

L'auteur  fait  connaître  «on  mode  d'obaenration  et  les  réiullaU  que  lui  a  donnés 
l'etttde  des  vis  micrométriques  de  son  équatorial  de  Merz. 

Hall  (yi.).   —  Observations  du  compagnon  de  Sirîus,  faites   à 
Washington  de  janvier  à  mai  1880.  (Sip-Sao). 

Ceraskî  (  Tf^,).   —   Découverte    d*une   étoile    variable   nouvelle. 
iSip-îao) 

L'étoile  du  Catalogue  d'Argelander  qui  a  pour  position 

o''49-39« 

Tarie  de  la  grandeur  9  à  la  grandeur  7,5  dans  deux  heures  environ. 

Palisa  (•/.).  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes,  faites  à  Pola 
pendant  le  second  semestre  de  1879.  (3a  1-334). 

Kortazzi  {/.).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1880,  comète 
de  Schâberle,  faites  en  avril,  mai  et  juin  à  l'Observatoire  de  >'î- 
col  aïef .  (  3  3  5-3  36). 

Lohse  (O.).  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter,  faites  à 
Potsdam  en  juin  et  juillet.  (335-336). 

Oppolzer  [Th.v»).  —  Paiements  et  éphéméride  de  la  comète  pé- 
riodique de  Winnecke  (comète  III  de  181 9)  pour  son  apparition 
de  décembre  1880  a  janvier  1881.  (337-34^). 

Le  calcul  des  éléments  est  fondé  sur  l'ensemble  des  observations  des  trois  appa- 
ritions de  i858,  1869  et  1870. 

Meyer  (M.-Tf^.).  —  Eléments  de  la  grande  comète  de  1880. 
('343-346). 

Le  calcul  est  fondé  sur  l'ensemble  des  observations  faites  à  Melbourne  etCordoba 
du  6  au  19  février  1880.  —  L'orbite  est  sensiblement  elliptique,  avec  une  excentri- 
cité de  88* 6' 56',  o  et  un  grand  axe  de  1 1  ,o8653. 

StrcL^sffr  {G.).  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1878 et  1879 
à  l'Observatoire  de  Kremsmùnster.  (347*35^). 

Lehfnann^Filhès  {R.).  —  jNote  sur  la  distribution  des  points  ra- 
diants à  la  surface  de  la  sphère  céleste.  (353-372). 
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Marth  {^-J.).  —  Kphéméride  clfs  riiiq  satellites  intérieurs  de  Sa- 
turne d'aoïit  i88(»  à  mars  1881.  [iyi-'iS.i].  ^-  '*^- 


■>Oi*i 


NIEUW  ARCHIEF  voor  Wisklnde  C). 

Tome  VI;   1880. 

Michaelis  [D^  0,-J.).  —  Sur  le  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie .  (1-18). 

I/auteur  s'occupe  d'nbord  dca  principaux  principes  mécaniques  applicables  à  de» 
forces  qui  dépendent  du  mouvement  des  particules  qu'elles  affectent  et  qui  admettent 
une  fonction  des  forces  du  Schering.  Ensuite,  il  traite  plus  amplement  du  principe 
de  la  conservation  de  renerjjic  et  s'efforce  de  réunir  quelques  considérations  de 
Hclmholtz,  Webcr,  etc. 

Schoute  [ly  P.'il,)  —  De  la  projection  sur  une  surface.  (19-4^  • 

Après  avoir  donné  un  aperçu  critique  des  différentes  méthodci  qui  mènent  â  la 
détermination  du  nombre  des  normales  à  une  surface  qui  passent  par  un  point 
donné,  l'auteur  énonce  plusieurs  théorèmes  nouveaux  par  rapport  à  la  projection 
d'une  courbe  sur  une  surface,  son  satellite,  sa  surface  projetante,  etc.  Un  extrait 
de  cette  étude  est  inséré  dans  V  Annuaire  de  V Association  Française  pour  Vayance- 
ment  des  Sciences  (Congrès  de  Montpellier,  1879). 

Biereiis  de  Haan  [D,),  —  Sur  quelques  jeux  de  dés.  (49-66). 

L'auteur  considère  la  probabilité  de  jeter  lo  nombre  p  avec  n  des,  probabilité 
qu'il  représente  par  le  symbole  Pf^^^)  1  ^»  Pf-n)  étant  le  nombre  des  cas  favo- 
rables  et   b**  celui    des   cas   possibles.   11    développe    la    valeur    des   expressions 

b 

ûf  =  a(a-+-c)(a-f.2c)...[a-H  {b  —  i)f], 

nommée  faculté  analytique^  et  applique  les  résultats  au  jeu  ordinaire  à  deux  de», 
au  jeu  des  doubles,  au  jeu  quinque-novo  et  au  jeu  hasard  à  deux  dés. 

Van  den  Berg  (F.-/.).  —  Un  triangle  pesant  donné  repose  avrc 
chacun  de  ses  sommets  sur  une  des  faces  d'un  angle  trièdre 
donné  :  déterminer  la  position  d'équilibre  du  triangle  dans  les 
deux  cas  où  Ton  néglige  le  frottement  de  ses  sommets  sur  les  faces 
du  trièdre  et  où  Ton  en  tient  compte  (2).  (67-97). 


(•)  \oiv  Bulletin,  IH,,  17). 

(')  Sujet  de  prix  proposé  par  la  Société  (1S7S,  n"  3}. 


r 
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Après  avoir  donné  la  solution  complète  du  problème  en  question,  aussi  bien 
par  la  Géométrie  que  par  TAnalyse,  l'auteur  considère  quelques  cas  spéciaux.  Par 
rapport  au  cas  plus  {général  d'un  poly^^one  plan  dont  les  n  sommets  s'appuient  sur 
A  plans  donnés,  il  observe  que  la  position  n'est  possible  qu'autant  que  t  <  7,  etc. 

Bierens  de  Haan  (D.).  —  Sur  quelques  jeux  de  dés  (suite  ).  (  1 13- 

123). 

Considération  du  jeu  anglais  Ârnhs  à  deux  dés,  du  jeu  passe-dix  à  deux  et  à 
plusieurs  joueurs,  du  jeu  pair  ou  impair^  du  jeu  nommé  à  tort  parfedu  égalité  et 
du  jeu  kriUfs  à  trois  dés. 

Samot  [D.~J.'A.).  —  Les  principes  de  la  science  de  l'assurance 
sur  la  vie  ( suite)  (  * }.  (  1 23- 1 43  ) • 

Moors  (  B,-P.  ).  —   Théorie  de  la  cubature  du  demi-hectolitre 
mesure  de  blé.  (144-170)- 

a.  Détermination  du  diamètre  moyen  d'une  mesure  cylindrique  à  peu  près  circu- 
laire, dont  le  bord  supérieur  et  le  fond  se  trouvent  dans  des  plans  parallèles.  — 
h.  Rapport  entre  une  erreur  du  diamètre  de  la  mesure  et  une  erreur  dans  la  hau- 
teur.—  c.  Détermination  delà  hauteur  moyen  ne  d'une  mesure  à  bord  ondulant  et  à 
fond  plan. —  d.  Détermination  de  la  hauteur  moyenne  d'une  mesure  à  bord  ondulant 
et  à  fond  courbé.  —  e.  Description  des  instruments  de  précision.  — /.  Applica- 
tion. —  g.  Annotations. 

Kaptejn  (D'  IV.-P.).  —  Résumé  des  questions  discutées  dans  les 
conférences  scientifiques  de  la  Société  Malhémalique  (1878- 
1879).  (170-171). 

Kninerlingh  Onnes  [il')-  —  Sur  le  mouvement  relatif  (suite)  (^) 
(173-182). 

Chapitre  m  (suite).  10.  Vaiiation  des  éléments  des  ellipses  à'oscillation  par  rap- 
port à  d'autres  axes  que  les  axes  de  symétrie.  —  11.  Évitement  des  déviations  du 
pendule  de  Foucault,  causées  par  la  rotation  du  point  de  suspension. 

f^an  den  Berg  [F.-J.).  —  Sur  Téquatiou  de  l'hyperboloïde  déter- 
miné par  trois  directrices,  en  rapport  avec  Téquilibre  de  quatre 
forces  dans  l'espace.  (i83-i95). 

L'auteur  démontre  par  la  Géométrie  et  par  l'Analyse  que  quatre  droites  ne  peu- 
vent être  les  porteurs  de  quatre  forces  en  équilibre  dans  l'espace  qu'autant  qu'elles 
sont  des  (génératrices  de  même  espèce  d'un  même  hyperboloïde,  théorème  énoncé 
par  MObius. 

Schaefer  [J.-H.  ).  —  Réduction  des  formules  qui  déterminent  dans 


'  ;  p-oir  t.  V.  p.  v;. 

'  )    f'oir  t.  V,  p.  iG(». 


i7i  SECONDE  PARTIE. 

la  question  des  inondations  la  quantité  d*eau  qui  entre  à  d'autres 
qui  font  connaître  en  peu  de  temps  le  temps  nécessaire  à  l'inon- 
dation totale  pour  le  cas  où  Teau  est  affectée  par  le  flux  et  le 
reilux.  (196 -ao'^). 

I.  Introduction.  —  II.  Application  delà  méthode  en  se  servant  de  déversoin  im- 
parfails.  (^  suivre.) 

Landré  [Corn,-L.  ).  —  De  la  perspective  d'une  sphère.  (aoS-aoj;. 

L'auteur  évalue  la  grandeur  de  l'erreur  commise  par  le  peintre  qui  remplace  la 
perspective  elliptique  par  un  cercle. 

Lanârc  [Corn,-L,^.  —  Sur  un  théorème  des  déterminants.  (208- 

'211). 

L'auteur  signale  une  erreur  commise  par  M.  Dostor  dans  ses  Éléments  de  la  théorie 
des  déterminants^  renfermée  dans  l'équation 


bb'  ■+-  ce' 

ba' 

ca' 

0 

—  2  bec' 

—  -iebb' 

ab' 

ce* -\   ae^ 

cb' 

—  lace' 

0 

—  araa' 

ac' 

bd 

aa'-hbb' 

-^-ïaW 

—  ibaa' 

0 

Landré  (Corn.-L.).  — Sur  la  formule  d'Euler.  (212-21 5). 
Landré  [Coi'n.'L.].  —  Bibliographie.  (216-218). 

Compte  rendu  de  l'Ouvrage  Beginselen  der  Stéréométrie  {^Éléments  de  Stéréo- 
métrie) du  D'  C.-J.  Matthes,  professeur  à  l'Université  d'Amsterdam. 

LisTB  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux 
mathématiques.  (98-1 12  et  219-223). 

P. -H.  ScHOUTE. 


ARCHIVES  NÉERLANDAISES  des  Sciences  exactes  et  naturelles,  publiées 
par  la  Société  Hollandaise  des  Sciences  à  Harlem  et  rédigées  par  E.-H.  von 
Baumhauer  (M. 

Tome  XI;  1876. 

Hoorweg  [J,-L.).  —  Sur  la  propagation  du  son  d'après  la  nou- 
velle théorie  des  gaz.  (i3f-i77). 

Si  Von  veut  établir  les  équations   aux  dérivées  partielles  du  mouTemeot  des 
fluides  gazeux  en  prenant  pour  point  de  départ  la  nouvelle  théorie  de  Clausius  tar 


(•)  Voir  Bulletin,  l^,  i5. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  175 

la  eonstitulion  des  gai,  on  rencontre  des  difficultés  que  les  auteurs  des  Traités  de 
Physique  les  plus  répandus  sont  loin  d'avoir  résolues  d'une  manière  satisfaisante. 
D'autre  part,  Tancienne  théorie  a  fourni  tant  de  résultats  importants,  confirmés 
par  l'expérience,  qu'il  serait  regrettable  d'être  obligé  de  la  sacrifier  à  la  théorie 
nouvelle.  M.Hoorweg  cherche,  dans  son  Mémoire,  à  concilier  les  deux  théories. 

Oufiemans  [J.-A.-C).  —  Sur  une  meilleure  méthode  pour 
faire  les  mesures  liélioiiié triques,  à  l'occasion  d*un  passage  de 
Vénus  sur  le  Soleil.  (i86-i96\ 

Stnmkart  (  F.-J.  ).  —  Description  de  la  boussole  d^intensiié.  (197- 

2!i8j. 

Siamhart  [F.^J.  ).  —  Note  sur  l'emploi  de  la  l»oussole  d'intensité 
pour  trouver  la  déviation  de  Taiguille  aimantée  à  bord  d*un  na- 
vire. (229-238). 

StamkarL  [^.-jé.],  —  L'intensité  horizontale  du  magnétisme  ter- 
restre, observée  au  moyen  de  la  boussole  d'intensité,  à  bord  du 
navire  Petronella-^Catharina,  ca|)itaine  C.-H.  van  der  Veen, 
pendant  un  voyage  de  Batavia  h  Macao,  suivi  du  retour  à  Batavia 
et  de  là  eu  Hollande,  en  1860  et  1861.  Communiqué  par 
F.-J.  Stamkart.  (239-246,  Tableau). 

Donders  [F.-C,  ).  —  Essai  d'une  explication  génétique  des  mouve- 
ments oculaires.  (401-4^7). 

I.  Lignes  de  fixation  parallèles.  —  II.  Convergence.  —  III.  Torsion  parallèle. 
—  IV.  Torsion  symétrique  indé|>endante.  —  Appendices. 

Grinwis  [C ."H ."C ,  ).  —  Sur  les  ondes  sonores  cylindriques.  (458- 
466). 

Bosscha  (/.).  —  Sur  l'équilibre  d'une  goutte  entre  deux  plaques 
horizon ta1c*s.  (  467-47*^  )  • 

Cohen  Stuart  {L,^.  —  Sur  un  cas  de  discontinuité.  (476-480, 
ipl.). 

«  Beaucoup  de  mathématiciens  admettent  tacitement,  et  quelques-uns  l'énoncent 
en  termes  formels,  que  si,  x  variant  d'une  manière  continue,  /(x)  change  subite- 
ment de  valeur,  cela  implique  toujours,  pour  la  fonction  dérivée /'(jr),  une  rup- 
ture   de   continuité,    à   savoir   par    le   passage  à    l'infini;   en    conséquence,    que 

I      J'(')^^t  regardé  comme  la  valeur  que  prend  lf'{jc)iix  lorsque  x  croît  de  a 

à  ^  et  que  Ajt  tend  indéfiniment  vers  xéro,  pourrait  être  posé  égal  hf{lf) — /(«) 
aussi  longtemps  que/' (jr  )  reste  fini. 
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•  Un  exemple  propre  à  montrer  que  cela  n'est  pas  vi-ai  d'une  manière  absolu* 
ment  générale,  et  donnant  <ruilleurs  lieu  à  des  remarques  qui  méritent  quelqm; 
attention,  est  fourni  par  la  discontinuité  de 


'.comme  ras  particulier  de  r      ■'/  pour  x  =  o.   » 


Tome  XII;  1877, 

Mces  (  R,-^.  ) .  —  De  rinfluencci  du  mouvement  d'une  source  vibra- 
toire sur  Tintensîté  des  vibrations  émises.  (1-16,  i  pi.). 

Kortewcfi  (D.-J.),  —  Sur  la  probabilité  des  divers  résultats  pos- 
sibles d'une  élection  pour  laquelle  les  votants  de  deux  opinions 
diliérentes  se  partagent  en  sections  par  la  voie  du  sort.  (ÔS-gS). 

«  Lorqu'un  certain  nombre  de  personnes  devant  procéder  à  des  votes  ou  à  des 
nominations  se  partagent  par  la  voie  du  sort  en  plusieurs  sections  de  force  nomé- 
rique  égale,  sous  la  condition  que  chaque  section  émettra  ensuite  un  seul  vote  ou 
effectuera  une  seule  nomination,  le  résultat  obtenu  dépend  en  partie  du  hasard. 

•  Supposons  qu'il  y  ait,  en  général,  ks  votants  qui  se  répartissent  en  k  sections, 
toutes  également  nombreuses,  et  que  a  voix  appartiennent  à  la  majorité,  ^à  la  mi- 
norité; la  probabilité  d'une  répartition  telle  que  dans  m  bureaux  triomphe  la  majo- 
rité, dans  n  la  minorité,  sera  alors  une  fonction  de  a,  b,  m,  n,  que  nous  représea- 
terons  dans  la  suite  par 

ou,  lorsqu'il  n'en  pourra  résulter  aucun  malentendu,  par 

p 

C'est  cette  fonction  que  nous  allons  chercher  à  déterminer.  » 

Baehr  (G.-F.'TP'.'j.  —  Note  sur  le  mouvement  elliptique.  (97- 
101,  I  pi.). 

Schols  (Cfi»'M.).  —  La  formule  d'interpolation  de  Tcliebyclief 
suivant  la  méthode  des  moindres  carrés.  (102-1 12). 

Démonstration  directe  des  formules  de  Tchebychef,  de  laquelle,  en  outre,  ressort 
la  signification  des  grandeurs  qui  entrent  dans  ces  formules. 

Benthem  (  ^.  ).  —  Tliéorîe  des  nombres  complexes  et  biconiplexes. 
(1 13-176). 

Extrait  d'un  Mémoire  publié  sous  le  titre  de  Théorie  der  functiên  van  verander 
lijke  complexe  getallen  i^I^ieuw  Archief 'van  het  ÎViskundtge  Genootschap,  t.  1,11 
et  111).  Voir  Bulletin,  l„  12,  i3,  et  III,,  170. 

CoAP.  I.  Les  fonctiont  algébriques  de  nombres  complexes  constants.  §  1.  I^es  forin» 
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complexes  ordinaires.  §  2.  Réduction  des  formes  complexes.  $  3.  Autre  forme  des 
nombres  complexes. 

Cbap.  11.  Les  fonctions  transcendantes.  %  4.  Les  fonctions  exponentielles.  §  5.  Les 
fonctions  logarithmiques. 

Cdap.  in.  Les  fonctions  bicomplexes,  §  G.  Les  fonctions  bicomplexcs. 

Cbap.  IV.  La  poljdromie  des  fonctions.  §  7.  Cause  de  la  polydromie.  §  8.  Fonc- 
tions algébriques  monodromes.  J  9.  La  fonction  algébrique  générale.  $  10.  Les  fonc- 
tions exponentielles  et  logarithmiques.  $  !!•  Les  fonctions  bieomplexes. 

Ch\p.  V.  L'analyse  des  fonctions  de  nombres  complexes,  §  VI,  Considérations  gé- 
nérales. S  13.  Les  intégrales  des  fonctions  monodromes.  §  14.  Les  intégrales  des 
fonctions  polydromes. 

Grinwis  [C.-H.-C).  —  Sur  rabsorption  de  la  lumière  d'après  la 
théorie  de  M.  Maxwell.  (177-188). 

fan  der  TVaals  [J.-'D.).  —  Sur  le  nombre  relatif  des  chocs  que 
subit  uue  molécule,  suivant  qu'elle  se  meut  au  milieu  de  mo- 
lécules en  mouvement  ou  au  milieu  de  molécules  supposées  en 
repos,  et  sur  riniluence  que  les  dimensions  des  molécules, 
dans  la  direction  du  mouvement  relatif,  exercent  sur  le  nombre 
de  ces  chocs.  (201-216). 

Fan  der  TFaaLs  [J.-I),).  —  Sur  le  nombre  des  chocs  et  la  distance 
de  choc  moyenne  dans  les  mélanges  gazeux.  (217-228). 

Fan  Geer  {P-).  —  Sur  l'emploi  des  déterminants  dans  la  méthode 
des  moindres  carrés.  (  229-240  ) . 

Korteweg  [D.-J.).  —  Sur  le  calcul  de  la  distance  moyenne  de 
choc  des  molécules  gazeuses,  dans  le  cas  où  l'on  tient  compte  de 
toutes  leurs  dimensions.  (24i-^53). 

Korteweg  (D.-J.).  —  Calcul  de  l'accroissement  de  tension  qu'un 
gaz  éprouve  par  suite  du  choc  des  molécules.  (254-261). 

Hinfi  [H.-J.].  —  Sur  la  propagation  du  son.  (262-284). 

f'^an  der  Berg[F.-J.).  —  Sur  les  écarts  de  la  ligne  géodésique  et 
des  sections  planes  normales  entre  deux  points  rapprochés  d'une 
surface  courbe.  (353-398,  i  pi.). 

f^cm  der  TVaals  [J.-D.).  —  L'influence  de  la  pression  sur  la  tem- 
pérature du  maximum  d!è  densité  de  Teau.  (457-469)* 

Bull,  des  Sciences  math.^  a"  Série,  t.  IV.  (AoiU  1880.)  R.  l3 
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Heringa  {P. -M.  •.  —  Cc»iisi(Iéra lions  sur  les  phénomènes  capil- 
laires. (i-34i  1  pi-  • 

Examen  critique  des  théories  de  Laplace,  de  Gauss  et  de  Poisson. 

Michaelis  [G.-J.).  —  Sur  quelques  cas  de  mouvement  dans  un 
fluide  incompressible.  (67-90). 

Donders  (^F.-C).  — La  détermination  numérique  du  pouvoir  de 
distinguer  les  couleurs.  (91-98). 

Donders  [F.-C).  — Une  lunette  pancratique.  (99-109). 

L'auteur  indique  le  moyen  de  construire  une  lunette  avec  laquelle  on  puisse 
obtenir,  par  le  déplacement  des  lentilles  entre  certaines  limites,  tous  les  grossiue- 
ments  eu  une  série  continue. 

Oudemans  [J.-A.-C).  —  Théorie  delà  lunette  pancratique  de 
M.  Donders.  (i  10-140). 

§  1.  Problème  de  la  lunette  pancratique.  Double  solution,  dont  Tune  seulement 
satisfait  aux  conditions  posées.  Cette  solution  donne  encore  des  lunettes  de  deux 
constructions  différentes.  —  §2.  Déplacement  nécessaire  de  l'objectif  ou  del'ocn- 
laire  pour  un  déplacement  fini  de  la  lentille  du  milieu,  celle-ci  étant  suppost»^ 
positive.  Distance  focale  de  la  lunette  entière,  si  ce  déplacement  de  Tobjcctif  ou  de 
l'oculaire  n'a  pas  lieu.  —  §  3.  Considérations  sur  le  cas  où,  pour  les  deux  limitas 
du  grossissement,  la  longueur  de  la  lunette  est  supposée  la  même.  —  §  4.  Solution  du 
problème  lorsqu'on  emploie  l'oculaire  pour  corriger  la  distance  focale.  —  J  5.  So- 
lution du  problème  en  employant  l'objectif  pour  corriger  la  distance  focale. 
—  §  6.  Limite  supérieure  de  F.  —  §  7.  Lunette  pancratique  à  lentille  du  milieu 
négative.  Solution  du  problème.  Limite  inférieure  de/.  —  §  8.  Limite  supérieure 
de  /".  —  §  9.  Exemple  de  calcul.  —  §  10.  L'épaisseur  des  lentilles.  —  §  11.  Déduc- 
tion plus  simple  des  équations  principales  du  problème.  —  J  ^'^*  Solution  plus 
simple  en  négligeant  le  déplacement  de  l'objectif  ou  de  l'oculaire.  —  $  13.  Lieu 
des  diaphragmes  internes  ou  externes.  —  §  14.  La  lunette  pancratique  peol-eil^ 
être  construite  achromatiquement?  —  Appendice. 

Bosscha  {J')-  —  Sur  des  lunettes  à  grossissement  variable.  (i4»- 

148). 

Oudemans  [L-A^-C).  —  Sur  la  détermination  des  distances  lo- 
cales des  lentilles  à  court  foyer,  [i^iyi'ji). 

Baehr  {G.-F.'Tf,),  — JNote  sur  Tattraction.  (197-212). 

f^an  der  Stok  {J.-P.\  —  Sur  les   variations  de  la  déclinaison 
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magnétique  eu  ^éerlandc,  déduites  de  vingt  années  d'observa- 
tion au  llelder.  (ai3-:>.46;. 

Bossiha  \J').  —  Sur  l'intensité  des  eourants  éleetrîques  du  télé- 
phone de  Oraliani  Bell.  (  'a/\'j-ùG  1. 

Ilietens  de  II ami  (  D. ).  —  -Nolier  hur  les  intégrales 

•^  F   .r\!r  T'  rF'.rV/.r 


r  ""'''''     .        et       f- 

/       I  -r-  />  sur./' cOî»".r  7       1 


/>  sur./' coî»-.r  J       1 -f-/>  sin'./*  cos^x 

où  F  est  une  fouetion  gonioniétrique.  (389-4175- 

Tome  XIV  ;  1879. 

Onnen  {-tl.).  —  Xotes  concernant  la  théorie  dos  équations  essen- 
tielles des  courbes  planes.  (1-75,  3  pi)- 

1.  Construction  et  calcul  du  rayon  de  courbure  d'une  Ii(;ne  cycloîdale. —  2.  L'équa- 
tion essentielle  proprement  dite  d'une  li(;iic  cycloîdale. —  3.  Examen  des  cycloïdales 
décrites  simultanément  par  les  divers  points  du  plan  de  la  courbe  génératrice, 
quand  celle-ci  touche  la  courbe  directrice  en  un  point  donne.  Cercle  des  points 
d'inflexion.  Focale.  —  4.  Examen  des  cycloïdales  décrites  par  les  divers  points  d'une 
droite  liée  à  la  courbe  génératrice.  —  5.  Anti-cycloïdales.  Cycloïdales  semblables, 
produites  par    deux    courbes   génératrices   qui    roulent  sur  la  même  directrice. 

—  G.   La  ligne   génératrice  ou    la  ligne  directrice  est  un  cercle  ou  une  droite. 

—  7.  Hypocycloïdes  et  épicycloïdcs.  —  8.  Points  d'inflexion  et  sommets  des  hypocy- 
cloïdcs.    —   9.    Considérations   géométriques.   —    10.  Considérations  analytiques. 

—  11.  Formes  de  passage  fournies  par  les  valeurs  limites  de  t*  — 12.  Tableau  des 
différentes  formes  dos  courbes  cycloïdiques. 

Rijke  (  P.'L,).  —  Sur  le  mieroplione.  (76-96,  1  pi.  ). 

Mecs  [11.-^4.).  —  Sur  la  théorie  du  radioinètre.  (97-129). 

Grinvyis  [C.'ff.-C),  —  Sur  une  détermination  simple  de  la  fouc- 
tiou  caractéristique.  (i3o-i42). 

11  s'agit  de  la  fonction  carartéristifjiip  définie  par  Hamilton  dans  son  célèbre 
Mémoire  On  a  {général  method  in  D)  niunia. 

m 

Oudetnans  [■J.-/I.-C.).  —  Sur  l'orbite^  annuelle  que  les  étoiles  Gxes 
semblent  décrire  au  ciel  par  suite  ài\  l'aberration  de  la  lumière. 
(  i43-i54  ). 

Ucr^sma  [P.-ui.].  —  L'iiillm'nrc  des  j)hases  de  la  Lune  sur  la 
température  de  Taira  nata\ia.  '  ij.')-i62 '. 
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Le  résultat  des  observations  semble  indiquer  :  i"  que  la  température  moyenne  dn 
vingt-quatre  heures,  la  température  moyenne  des  heures  du  jour  (7^  arant  midi 
et  S**  après  midi)  et  roscillation  diurne  moyenne  de  la  température  sont  plus  fortes 
pendant  la  pleine  lune  et  l'octant  suivant  que  pendant  les  autres  phases;  3*  que, 
au  contraire,  la  température  moyenne  des  heures  de  la  nuit  (7**  après  midi  et  3^ 
avant  midi)  est  plus  basse  lors  des  mêmes  phases  que  lors  des  autres  phases  lu- 
naires; 3*  que  celte  double  variation  de  la  température  de  Tair,  dépendante  dei 
phases  de  la  Lune,  laquelle  variation  doit  être  re;*arclée  comme  un  phénomène 
unique,  ne  peut  être  un  cflTet  direct  de  la  chaleur  rayounee  vers  la  Terre  par  la  sur- 
face de  la  Lune,  mais  qu'elle  est  très  probablement  un  résultat  secondaire  produit 
par  une  variation  de  la  clarté  du  ciel,  variation  dépendante  des  phases  lunaires. 

Baehr  [G.-F-'W.  ).  — Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  (i63- 

»79)- 
Snellen  (M,).  — Sur  le  téléuiétéorographc  d'Olland.  (180-208). 

Bierens  de  Haan  (-D.  ).  —  Note  sur  le  nombre  de  fois  qu'avec  un 
nombre  donné  de  dés  on  peut  jeter  une  somme  donnée  et  sur 
une  application  de  cette  règle.  (Sjo-Sgîî). 

Seelheim  [F*)-  —  Les  lois  de  la  perméabilité  du  sol.  (393-462  ). 

Harling  {P»)-  — Déterminations  thermométriques  faites  dans  un 
puits  de  369"  de  profondeur,  à  Utreclit.  (463-48o). 


ATTI  DELL*  ACCADEMIA  PONTIFtCIA  DE'  NuOVI   LiNXBI.   10-4"  (M- 


Tome  XXXÏ;  1877-1878. 

/ 

Azzarelli  [M.),  — Exercices  géométriques.  (6-39). 

I"  Chercher  les  formules  générales  qui  représentent  les  courbes  dont  la  rectifie*' 
tion  dépenft  de  Tare  d'une  courbe  donnée. 

Q*  Chercher  l'équation  des  courbes  dont  la  rectification  dépend  de  l'are 


<fz  \ 


z 
3*  Trouver  l'équation  des  courbes  dont  la  rectification  dépend  df>^  'arc 

dz 

ds  =  ~r-  Ja  ->r  z. 


(•)  Voir  BuUetiny  11,,  ioj. 
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4*  Trouver  l'équatioii  des  courbes  dont  la  reotification  dépend  de  celle  de  la 
cycloïde  ordinaire. 

Ces  courbes  sont  des  épicycloides  et  des  hypocycloïdeft. 

5*  Trouver  Téquation  générale  de  toutes  les  liunes  dont  la  rectification  se  réduit 
à  dépendre  d'une  fonction  qui  représente  l'ordonnée  d'une  hyperbole  conique. 

6*  Trouver  l'équation  générale  «les  courbes  dont  la  rectification  dépend  de  l'or- 
donnée d'une  ellipse. 

Ces  courbes  sont  des  épicycloides  ou  des  liypocycloïdcs. 

7*  Trouver  l'équation  générale  des  courbes  dont  la  rectification  dépend  de  l'arc 
de  lemniscate  ou  d'intégrales  elliptiques  do  première  espèce. 

La  courbe  est  une  lemniscate  de  Bernoulli,  dont  les  coordonnées  x  et  j^  sont  per- 
mutées et  dont  Taxe  est  incliné  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses. 

8*  Trouver  les  courbes  dont  la  rectification  dépend  d'arcs  d'ellipse  ou  d'inté- 
grales elliptiques  de  seconde  espèce. 

g*  Trouver  les  courbes  dont  la  rectification  dépend  de  celle  d'une  parabole 
conique. 

Pépin  (Tli.).  —  Mémoire  sur  les  lois  de  réciprocîté  relatives  aux 
résidus  de  puissances.  (4o-i48). 

La  question  qui  fait  l'objet  des  recherches  du  P.  Pépin  a  déjà  été  traitée  partiel- 
lement par  Cauchy  dans  le  Bulletin  de  Ferussae^t,  Xll,  et  dans  les  JHémoirits  de 
r Académie  des  Sciences,  t.  XVII.  L'auteur,  en  reprenant  ces  recherches  à  un  point  de 
vue  plus  général,  démontre  successivement  : 

I*  Que  les  théorèmes  de  Jacobi  sur  les  résidus  cubiques  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers de  théorèmes  plus  généraux  ;  que  pour  tout  ordre  n^^***  de  résidus,  pourvu 
que  le  nombre  n  soit  premier,  on  peut  former,  au  moyen  des  facteurs  com- 
plexes R|^,  des  nombres  premiers  nu  -^  i,  une  fonction  ^{p)  qui  jouit  de  propriétés 
analogues  à  celle  que  présente,  pour  les  résidus  cubiques,  le  rapport  considéré  par 

Jacobi  :  

L  -h  3  v^^  M 

L  — 3  v^m' 

3*  Que  les  théorèmes  énoncés  par  Cauchy,  sur  le  même  sujet,  dans  le  Bnlletin  de 
Férussac  sont  susceptibles  d'une  démonstration  plus  générale  que  celle  qu'a  donnée 
le  célèbre  mathématicien. 

Ferrnri  (St.).  —  Sur  la  relation  entre  les  maxiina  et  les  miniina 
des  taches  solaires  et  les  perturbations  magnétiques  extraordi- 
naires. VHP  Communication.  (168-178). 

Les  cinq  perturbations  magnétiques  de  l'année  187^  coïncident  avec  les  cinq  ac- 
croissements des  taches  pendant  la  même  année. 

jFrrmri  (St.),  —  Annonce  de  la  mort  du  P.  Secclii.  (246). 

I^'oglîni  (/.).  —  Mémoire  sur  les  invariants,  covariants  et  coiitra- 
varîants  dtïs  fonctions  1io\nogèncs.  (  a49-3 16). 

^zzarelli  [M.],  —  Equation  de  la  ligne  géodésique  et  applica- 
tions. (327-341  . 


\ha  seconde  pautie. 

L'niiUnir,  aprcs  avoir  (lèniontrc  los  propriétés  principales  de  la  lijjne  géodcsiquo, 
applique  ses  formules  aux  surfaces  du  second  ordre. 

Azzarflli  (  M.).  —  \ote  sur  la  résolution  de  Téquadon  du  troi- 


»CTpi»  ( 


La  méthode  «le  M.  A/.znrelli  consiste   ii  aufj;menter  les  racines  de  réquation  d'une 
quantité  //  déterminée,  de  manière  que  le  premier  membre 


.r 


'  ^  ?t  /Kr*  -  -^  3  «7  jr    -1-   r 


de  l'équation  soit  transformable  en  In  somme  algébrique  de  deux  cubes,  cas  aui]iicl 
les  solutions  s'expriment  facilement  nu  moyen  des  trois  racines  cubiques  imafriDaire'i 
de  l'unité. 

Cette  condition  pouvant  toujours  être  remplie,  la  méthode  de  M.  A zzarclli  con- 
duit ù  une  solution  simple  de  l'équation. 

Ferrari  [St,].  —  jNolc  sur  la  relation  entre  les  maxima  et  les  mi- 
niina  des  taches  solaires  etles  perturbations  magnétiques  extraor- 
dinaires. (383-396). 

Les  perturbations  coïncident  avec  le  maximum  d'activité  solaire. 

Pépin  [Th.).  —  Noie  sur  quelques  équations  bîquadratiqucs  et 
indéterminées.  ( 397-4^^7  ). 

L'auteur  se  propose  la  résolution  de  quelques  équations  de  la  forme 

où  les  coefficients  A,B,  C  sont  premiers  entre  eux  deux  il  deux.  Les  exemples  choisis 
mollirent  comment,  dans  certains  cas,  on  peut  déterminer  toutes  les  solutions  pos- 
sibles de  ces  équations  d'une  manière  implicite  au  moyen  de  formules  qui  permettant 
de  les  obtenir  ^outes  successivement  dans  leur  ordre  croissant  de  (grandeur. 
Les  équations  particulières  examinées  par  Tautcur  sont  les  suivantes  : 

8  a«  =  7^  -+-  x\ 

De  Rossi  Me  (/^.).  —  Démonstration  du  cinquième  postulatura 
d'Euclide.  (461-473). 

Tome  XXXII;  1878- 1879. 

Ferrari  [G.St,).  —  Note  sur  les  protubérances  et  les  taches  so- 
laires observées  en  1877  à  l'Observatoire  du  Collège  Romain. 

(46-57). 

Le  nombre  des  protubérances  et  des  taches  est  allé  en  diminuant  d'une  manière 
constante  pendant  l'année  1877.  En  même  temps,  ainsi  que  cela  résulte  des  obser- 
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vations  magnétiques  de  Prague  et  de  Rome,  l'amplitude  des  varialiouft  diurnes  de 
la  déclinaison  a  décru  d'une  manière  régulière.  11  y  a  donc  corrélation  directe  entre 
les  deux  phénomènes. 

Pépin  (Th.).  —  Recherches  sur  quelques  équations  indéterminées 
du  second  et  du  quatrième  degré.  (79-128). 

L'auteur  a  déjà  communiqué  &  l'Académie  des  Nuovi  IJncei  des  formules  nou- 
velles pour  réduire  à  un  carré  la  râleur  numérique  d'un  polynôme  du  quatrième 
degré,  formules  qui,  il  est  vrai,  ne  résolvent  qu'en  partie  le  problème  proposé,  de 
trouver  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  la  variable  x  qui  réduisent  à  un  carré  la 
valeur  numérique  d'un  polynôme  ^  %r)  de  la  forme  a  -*r  ex*.  Dans  le  Mémoire  actuel 
il  étend  ses  recherches  au  cas  d'un  polynôme  de  la  forme  a  -f-  ex*  +  ex*. 

Le  problème  revient  alors  à  résoudre  en  nombres  entiers  une  équation  biquadra- 
tique 

j;  ax*   \-  2  Ax'r*  -1-  cjr*  —  m*. 

Si  l'un  des  cocfticients  extrêmes  est  un  carré,  on  peut  transformer  le  problème 
et,  quelquefois,  le  résoudre  complètement  par  la  méthode  conuue  de  la  décompo- 
sition en  facteurs.  Mais  cette  méthode  n'est  plus  applicable  quand  aucun  des 
coeflicicnts  extrêmes  n'est  un  carre.  On  peut  alors  commencer  par  résoudre 
l'équation 

Si  la  première  équation  est  possible  et  qu'elle  soit  vérifiée  lorsqu'on  posex  =  ^,  x  =  7« 
il  est  évident  qu'on  résoudra  la  seconde  en  portant  |'  =  />*,  Ç*  -=  q*.  Ainsi,  pour  que 
l'équation  (i)  soit  résoluble  en  nombres  entiers,  il  est,  avant  tout,  nécessaire  que 
l'équation  (3)  admette  des  solutions  en  nombres  entiers.  Or,  dans  les  cas  où  l'équa- 
tion (2)  est  possible,  on  peut  en  exprimer  toutes  les  solutions  par  des  formules 
générales  renfermant  deux  nombres  arbitraires.  La  résolution  de  l'équation  (1)  se 
trouve  par  là  ramenée  à  celle  d'un  système  de  deux  équations  du  second  degré 

ixx^^a'p-^b'fg  +  c'  g\ 

dans  lesquelles  a\  b\  c\  a*,  b" ^  c"  sont  des  nombres  entiers  connuBj/et^deux  nombres 
arbitraires  premiers  entre  eux,  et  /x  le  plus  grand  diviseur  commun  des  deux  se- 
conds membres. 

Le  P.  Pépin  étudie  alors  les  conditions  de  possibilité  de  l'équation  (i),  puis  il 
recherche  une  solution  particulière  de  l'équation  (1);  cette  dernière  étant  obtenue, 
il  montre  comment  elle  peut  servir  à  la  détermination  de  l'ensemble  des  solu- 
tions. 

Ce  premier  point  étant  acquis,  l'auteur  s'occupe  alors  de  l'équation  biquadra-- 
tique 

ax* -^  ib x'^y^  -f-  c > *  =  s' 

qu'il  résout  d'une  manière  complète. 

Ajoutons  que  chacune  des  théories  générales  de  ce  Mémoire  est  élucidée  par  l'ap- 
plication des  formules  à  un  exemple  numérique  particulier. 
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Ferrari  [G.  ^t.\.  —  îVole  sur  les  observations  de  réclipse  lolale 
de  Soleil  du  2l)  juillet  1879.  (i 29-1 38). 

Le  P,  Ferrari  analyse  les  observations  failes  aux  environs  de  Den ver  (territoire  de 
Wyoniiiij;,  Colorado)  parles  RR.  PP.Sestini,  Degni,  etc.,  professeurs  au  Collège  de 
Georgelown. 

Les  observateurs  ont  constaté  l'existence  de  la  bande  de  lumière  diAractée  qui 
pareourt  le  sol  avant  l'éclipsé  totale;  ils  ont  vu  également  les  grains  de  Raily.  En- 
fin les  Rév.  Pères  charges  des  observations  spectroscopiques  ont  constaté  un  ren- 
versement complet  du  spectre  à  l'instant  de  la  totalité. 

FoffliriL  [G.].  —  Notice  nécrologique  du  P.  Dominique  Clielini 
(i5'>.-i65). 

Le  P.  D.  Chelirii,  des  Écoles  Pies,  né  à  Gragnano  (duché  de  Lucques)  le  18  oc- 
tobre 180?  et  mort  à  Rome  le  i6novembre  1878,  a  publié  de  nombreux  Mémoires  de 
Mécanique  et  de  Géométrie. 

La  Notice  du  P.  Fo^^lini  est  accompagnée  d'une  bibliographie  complète  de  ses 
œuvres. 

Pépin  (///.).  —  Sur  la  réduction  d'une  formule  biquadralique  à 
un  carré.  (i66-2o3). 

Les  problèmes  résolus  par  le  R.  P.  Pépin  dans  le  Mémoire  actuel  sont  les  sui- 
vants : 

1°  Trouver  une  substitution  rationnelle 

a  6* -h  9.,  9"- *-*-...  ■+■  Cf. 

X  =  ■ 2 

>  6>«  -h  •/,  ©•-*  -r  .  . .  -f-  •/, 

^ui  transforme  en  un  carré  un  polynôme  du  çuatriènte  degré  f{x\  ou  tUmontrtr 
qu'il  n'en  existe  pas, 

La  solution  n'est  possible  que  si  le  polynôme  9  {x)  a  une  racine  double. 

3®  Rendre  rationnelle  l 'expression 


Ferrari  [G.  St.).  —  Maxima  et  mini  ma  dés  taches  solaires  et  per- 
turbations magnétiques  extraordinaires  en  1876.  (aaS). 

Les  perturbations  magnétiques  ont  principalement  lieu  quand  des  taches  se 
forment  sur  le  Soleil. 

Ferrari  [G.  St.).  —  Note  sur  les  protubérances  et  les  taches  so- 
laires observées  en  1878  a  TObservatoire  du  Collège  Romain. 
(229-238). 

Le  nombre  des  protubérances,  la  surface  du  Soleil  troublée  par  les  taches  et 
l'amplitude  des  rariations  diurnes  de  l'aiguille  aimantée  ont  diminué  d'une  manière 
constante  et  la  marche  des  trois  phénomènes  est  parallèle. 


^ 
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Lais  (G.).  —  Notes  historiques  sur  TObservatoire  du   ^atican. 
(239.248). 

Grégoire  XIII,  à  l'époque  où  il  s'occupait,  avoc  L.  Lilio,  I.  Danti,  etc.,  de  la  réforme 
(la  calendrier,  avait  fait  construire  au  Vatican  un  petit  observatoire  renfermant  un 
grand  gnomon  destiné  il  la  détermination  de  la  durée  de  l'année.  Cet  observatoire, 
atMindonné  en  1787,  date  de  la  fondation  de  l'Observatoire  du  Collège  Romain,  a  été 
utilisé  depuis  pour  quelques  observations  météorologiques. 

Pépin  (  77i.).  —  Etudes  sur  quelques  questions  d'Arithmétique  su- 
périeure. (  24p). 

I*  Résolution  en  nombres  entiers  d'un  système  cT équations  du  second  degré. 
Le  système  d'équations 

que  le  P.  Pepln  se  propose  de  résoudre,  â  déjà  été  étudié  par  M.  Lucas  {Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  r878);  l'auteur  en  donne  une  solution  plus  générale 
et  plus  complète  que  celle  des  mathématiciens  français. 

2*  Sur  une  propriété  des  piles  de  boulets  à  base  carrée, 

M.  Lucas  a  démontré  (youvelles  y4nnales,  t.  XVII)  que  le  nombos  des  boulets  n'est 
égal  à  un  carré  que  dans  le  cas  où  la  pile  contient  3{  boulets  sur  le  côté  de  la 
base.  Suivant  l'auteur,  le  théorème  dti  M.  Lucas  est  probablement  vrai,  mais  sa  dé- 
monstration n'est  pas  complète. 

3"  Observations  sur  un  Mémoire  arithmologique  de  Krafft. 

KraiEt  a  publié,  dans  le  Tome  III  des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg,  un 
Mémoire  sur  la  recherche  des  diviseurs  des  nombres,  où  l'on  trouve  un  théorème 
attribué  à  Euler,  qui  donne  lieu  au  problème  suivant,  dont  le  P.  Pépin  donne  une 
solution  complète. 

4*  Trouver  les  valeurs  entières  de  a  et  de  m  pour  lesquelles  l'expression 


a-i'izSi  y  a  a  —  m 
devient  un  nombre  rationnel  et  multiple  de  m, 

Azzarelli  (AT.).  —  Exposition  élémentaire  de  la  quadrature  des 
espaces  curvilignes  limités  par  des  courbes  du  second  ordre. 
(33 1.360). 

La  démonstration  du  professeur  Aizarelli  est  fondée  sur  l'expression  des  quan- 
tités par  des  formules  de  la  forme 

X  =  cos  p  H-  ^ —  I  sin  ç>, 

formules  qui  conduisent  au  théorème  de  Moivre,  à  la  sommation  des  sinus  et  cosi- 
nusd'ârcsen  progression  arithmétique,  etc.  Les  courbes  du  second  ordre  sont  d'ail- 
leurs considérées  comme  des  projections  coniques  ou  cylindriques  d'un  cercle. 

G.  R. 
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VIEKTEUAIIRSSCHRIFT  der  astronome sciien  Gesellschaft,  herausgegeb^n 
von  flen  Schriflfiilirern  (1er  Gesellschaft,  E.  Scmoenfeld  und  A.  Wixxeckb. 

—  Leipzig,  in-8''  (»). 

Tome  XIV;  1879. 

uduwers  [^4 ,),  —  Corrections  au  Catalogue  des  étoiles  fondamen- 
tales adoptées  par  la  Commission  des  zones.  (^-3). 

Ces  conclusions  sont  rdutives  aux  ascensions  droites  de  neuf  étoiles  du  Catalogue 
publie  dans  lu  Tome  XIII  des  V'terte}jahr%schrift. 

^oTicK   nécrologique  sur   Friedrich  Eniil  von  Asten,  par  H.  R. 

(3-io). 

Von  Asten,  né  à  Colo|Tne  le  26  janvier  1842,  est  mort  à  Pouikova  le  i5  août  1878. 
Élève  d'Ar{;elander  à  l'Université  de  Bonn  de  1862  à  i86j,  il  était  devenu  calcu- 
lateur à  Pouikova  en  iS-^o.  Von  Asten  a  publié  un  grand  nombre  de  Mémoires,  dont 
les  principaux  sont  relatifs  au  mouvement  de  la  comète  d'Encke,  de  la  comète 
périodique  de  Tcmpel,  des  satellites  d'Uranus. 

iVoTicE  nécrologique  sur  Wilhelm  Engelmann. 

\V.  Engelmann,  né  à  Lcmjro  le  i"'aoûl  1808,  est  mort  à  Leipzig  le  23  décembre  187S. 
C'était  le  grand  imprimeur  scientifique  de  Leipzig. 

Catalogi^b  des  publications  reçues  par  la  Société  astronomique. 

(i5-ai). 

*  Schiaparelli  [G,-V,),  —  Osservazioni —  Observations  astro- 
nomiques et  physiques  sur  Taxe  de  rotation  et  la  topographie  de 
la  planète  Mars.  Rome,  1878;  in-4°,  i36  pages  et  5  planches.  (22- 
40).  [O.  Struve]. 

*  Gerhardt  [C,'G,-J .).  —  Geschichte Histoire  des  Mathéma- 
tiques en  Allemagne.  Munich,  1877-,  xii  et  307  pages.  (40-48). 
[S.  Gûnther]. 

*  Riel  {€.).  —  Der  Thierhreis —  Le  Zodiaque  de  Dendera  et  la 
durée  de  l'année.  Leipzig,  1878^  ît^-4°)  >oo  pages  et  une  planche 
lithographique.  (49-52).  [S.  Gûnther]. 


(')  Voir  Bulletin,  III,.  3G.  Les  articles  marqués  d'un  astérisque  sont  des  analyses 
bibliographiques. 
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*  Lamp  {E,),  — Dcr  scheinbare  Ort La  posilioii  apparente  de 

Téloile  polaire.  Kiel,  18745  în-8'*,  67  pages,  (aa-jp).  [Kr.]. 

*  Bazlej  (^Th.'S.).  —  77ie  stars....  Les  étoiles  dans  leur  course, 
double  série  de  (Parles  avec  un  Catalogue,  propres  à  identilier, 
à  toute  époque  de  Tannée,  toutes  les  étoiles  au-dessus  de  la 
"i^-ô*"  grandeur  renfermées  dans  TAtlas  de  lleiss  et  facilement 
\isibles  à  la  latitude  de  l'Angleterre.  Lcnidres,  18785  46  pagt-*s  et 
•'.4  Cartes  in-folio.  (5()-66).  [Seli.]. 

*  Oppolzer  (  77/.  i'. ) .  —  EntwUkelun^ Dév  eloppenient  du  quo- 
tient ditlércntiel  de  l'anomalie  \raie  vx  du  rayon  vccteursuivant 
les  puissances  de  rexcentrieité  dans  le  cas  des  orbites  voisines 
delà  parabole  ;  8  pag(»s  in-S".  Extrait  des  procès->erbaux  de  l' Aca- 
démie de  Vienne  pour  novend)re  1878.  (66-()8).  [Scli.]. 

*  Giinther  [S.).  —  Studicn  zur  Gcschichte Etudes  sur  l'histoire 

de  la  Géographie  mathématique  et  physique.  Halle,  1877-1878; 
in- 8",  33 1  pages.  (68-79).  [A.  Wittstein]. 

Xjrcn  (^^/.).  —  Ueber  die. . . .  Aote  sur  la  cosmogonie  d'E.  Swe- 
denborg, considérée  au  point  de  vue  de  l'histoire  de  l'hypothèse 
nébulaire  de  Kant  et  de  Laplace.  (80-91). 

Les  Principia  rerum  naturalium  tive  novorwn  tentaminum  phetnomrna  mundi  ete~ 
mentarii  philosophice expUcaudi {\jc\i^z\\^,  '734»  3  vol.  iii-folîo)  de  Swedenborg  ren- 
ferment plasieiirs  Chapitres,  entre  autres  le  troisième  :  De  chao  universali  Solîs  et 
planetarum,  deque  separatione  ejus  in  planetas  et  satellites  y  où  il  montre  qu'il  était 
arrivé  à  une  cosmogonie  voisine  de  celle  de  Laplace  par  l'hypothèse  d'une  matière 
cosmique  diffuse  dans  laquelle  des  forces  internes  devaient  produire  des  tourbillons 
ramenant  les  corps  à  leur  plus  petit  volume  possible. 

Bruhns.  —  Catalogue  des  petites  planètes  et  comètes  découvertes  en 

1878.  (93-97)- 

Les  planètes  découvertes  sont  au  nombre  de  12,  de  \\^)  il  ;  \\)\.\  leur  éclat  est 
variable  de  la  10*  à  la  lU"  grandeur. 

Les  comètes  observées  sont  au  nombre  de  trois  : 

Comète  1878,  I,  découverte  par  M.  Swift  le  6  juillet. 

Comète  1878,  11,  découverte  le  3  août  par  M.  Tcbbutt  et  le  7  août  par 
M.  Gould. 

Comète  1878,  111,  (coniùto  do  Tempel,  187.3,  11)  i*etrouvée  le  19  juillet  par 
M.  Tempel. 

Notice  nécrologi(|ue  sur  V.-S.-M.  van  dcr  Willigen,  par  U.-G. 
van  de  Sande  Hakhuv/en.  '  98-10(3. 
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Viin  (ler  Willigcii,  né  le  9  mai  1831  à  Rockaiije  (ile  de  Voorne),  est  mort  a 
l.eyde  le  19  tevri<;r  l^^78;  il  était  connu  des  astronomes  pour  ses  travaux  surl'abrr- 
ration  d<^  la  lumière,  la  constante  de  la  réfraction,  la  mesure  des  longueurs  ironiie 
du  spectre  solaire  et  la  détermination  de  l'indice  de  réfraction  d'un  très  grand 
nombre  de  corps. 

CloMPTE  RKisniJ  annuel  des  travaux  des  principaux   observatoires 
(année  1878).  (iii-i85). 

A  la  suite  des  Notes  sur  le  même  sujet  que  nous  avons  publiées  dans  le  Tome  III 
(3*  série)  du  Dulleiin^  nous  donnons  ici  un  résumé  rapide  des  Communicatiou» 
laites  à  la  Société  astronomique  par  les  directeurs  des  principaux  Observatoires  sur 
les  travaux  de  Tannée  1877-1878. 

IJasie  (Ed.  Harrenbach.).  —  L'Université  ayant  reçu  en  18G0  un  Ie£;s  de  Goooo'' pour 
la  création  d'un  Observatoire,  les  constructions  ont  commencé  en  1874  et  sont  au- 
jourd'hui terminées.  L'établissement  renferme  : 

i*>  Un  équatorial  de  109°""  d'ouverture  libre,  construit  par  la  Société  GéneToise 
pour  la  construction  d'instruments  de  Physique,  avec  un  objectif  de  Meri; 

a*  Un  petit  instrument  méridien  de  67*""*  d'ouverture; 

3"  Une  pendule  de  KIoblich  de  Hambour{r.  (iii-ii3}. 

Berlin  (Fôrster.).  -^  On  a  fait  à  Berlin  de  nombreuses  obsenrationa  méridiennes  des 
5a  I  étoiles  deBradIey;  leur  Catalo^rue  sera  prochainemeiit  publié  parles  soins  de 
M.  Auwers.  A  l'équatorial  de  g  pouces,  il  a  été  déterminé  m  positions  de  petites 
planètes  ;  à  ce  même  instrument  on  a  adapté  mn  nouveau  micromètre,  de  l'inven- 
tion de  M.  Knorre,  destiné  à  enre(;istrer  rapidement  la  différence  de  déclinaison  de 
deux  étoiles. 

Berlin.  — Berliner  Jahrbuch  (T.  Tietjen).  —  ï^  Jahrbuch  pour  1880  a  été  publié;  il 
contient  les  éphémérides  pour  1879  des  .129  étoiles  fondamentales  de  la  Société  as- 
tronomique et  63  éphémérides  de  petites  planètes. 

Bonn  (Schoenfeld.).  —  Le  travail  des  xoncs  a  été  continué  activement,  mais  le  temps 
a  été  très  défavorable;  les  réductions  sont  aussi  activement  poussées. 

Bresltiu  (J.«C.  Galle.).  —  L'Observatoire  est  surtout  un  établissement  météorolo^'que. 
M.  Galle  s'est  occupé  de  la  publication  d'un  Mémoire  sur  le  climat  de  Rreslau  d'a- 
près les  observations  faites  depuis  1791.  (laa-iaâ). 

Bruxelles  (J.-C.  Houzeau.).  —  Les  observations  relatives  ii  l'étude  des  loooo  étoile» 
choisies  par  M.  E.  Quetelet  ont  été  terminées  et  les  réductions  sont  poussées  avec 
la  plus  grande  activité;  M.  de  Mailly  fait  espérer  la  publication  prochaine  du  Cata- 
logue. Le  cercle  de  Troughton  a  été  pourvu  d'un  bain  de  mercure  pour  la  déter- 
mination du  nadir;  un  bain  de  mercure  est  également  adapta  à  la  lunette  méri- 
dienne de  Gambey  pour  l'étude  des  variations  de  l'inclinaison. 

Les  instruments  méridiens  sont  actuellement  employas  à  des  observations  de  k 
et^  Petite  Ourse,  en  vue  d'une  détermination  nouvelle  de  la  latitude,  et  à  des  obser> 
valions  des  étoiles  de  la  Lune. 

Aux  équatoriaux,  on  a  observé  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter  et  leurs  pas- 
sages sur  le  disque  de  la  planèto. 
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Les  yinnales  de  rObserratoire  ont  été  divisées  en  deux  Parties,  et  les  Tomes  1  et  11 
de  la  Partie  astronomique  sont  publiés.  Le  Tome  1  ren Terme  une  Uranométrie  géné- 
rale; le  Tome  II,  les  observations  méridiennes  des  années  1873,  1874  et  1875.  (i3j- 
i3i). 

Cincinnati  (O.  Stone.).-*  Il  a  été  fait  en  187R,  par  MM.  Stone  et  Howe,  environ  5oo  ob- 
servations d'étoiles  doubles.  On  a  en  outre  observé  les  taches  du  Soleil,  le  passage 
de  Mercure  du  6  mai  1878  et  l'éclipsé  du  3g  juillet  de  la  même  année.  (i3a-i33). 

DûueUorf  {^.  Luther.)-  —  11  a  été  fait  des  observations  de  a3  petites  planètes.  (i33- 

Prancf ari'Sur-le' Mein  (Epsteln.).  —  Observations  de  jaugeage  du  ciel.  (i34-i36). 

Gotha  (A.  Krueger.).  <—  Les  observations  de  la  lone  entre  55"  et  65**  de  déclinaison 
nord  ont  été  poussées  aussi  activement  que  le  temps  l'a  permis.  Les  Tables  auxiliaires 
pour  la  réduction  à  1875,0  sont  calculées  et  un  grand  nombre  de  réductions  déjà 
effectuées.  (i36-i37}. 

Hambourg  {O.  Rûmker.).  —  Observations  méridiennes  pour  le  service  de  Tétude  des 
chroDomètres;  observations  de  nébuleuses.  Le  ciel  a  été  très  mauvais  toute  Tannée. 
(137-139). 

Krernsmûnster  (G.  Strasser.).  —  Observations  méridiennes  ou  équatoriales  des  grosses 
et  des  petites  planètes.  (i/|0-i4i}. 

Leipzig  (Bruhns.).  —  Une  série  d'observations  méridiennes  a  été  enf reprise  pour 
l'étude  des  variations  do  l'équation  personnelle  dans  l'observation  des  passages  des 
étoiles  brillantes  ou  faibles.  On  a  également  déterminé  la  position  des  étoiles  em- 
ployées par  M.  Gill  pour  la  détermination  de  la  parallaxe  de  Mars.  Enfin  il  a  été 
fait  des  observations  méridiennes  des  petites  planètes. 

A  Téquatorial,  le  D' Peter  a  observé  5i  petites  planètes  et  déterminé  181  de  leurs 
positions.  On  a  aussi  suivi,  au  même  instrument,  les  comètes  de  Tempel  et  celle  de 
Swift. 

Les  observations  météorologiques  ont  été  continuées. 

Le  \y  Weinek  a  poursuivi  la  discussion  des  observations  photographiques  du  pas- 
sage de  Vénus  en  1874.  (i4>''i47)' 

Lund{A.  MOller).  —  A  l'équatorial,  on  a  observé  des  étoiles  doubles  et  fait  plus  de 
i5oo  observations  spectroscopiques  d'étoiles.  Au  cercle  méridien  on  a  ccntlnué  les 
observations  de  la  xone  de  -t-  35"  à  -i-4o*.  (i47'i4^)* 

Âfannheim  {Vf .  Valentiner.).  ~  A  l'équatorial,  on  a  étudié  les  deux  amas  d'étoiles 
G.  C.  HiO  et  G.  C.  1 166.  Dans  le  premier,  on  a  déterminé  la  position  de  71  étoile*:; 
dans  le  second,  celle  de  36  étoiles.  (i4H-i5o). 

Milan  (Schiaparelli.).  —  M.  Schiaparelli  a  continué  les  mesures  d'étoiles  doubles  à 
l'équatorial  de  Merz  et  complété  ses  dessins  de  Mars.  Le  professeur  Celoria  a  réduit 
les  observations  de  passages  faites  en  1871  et  187a,  et  celles  des  différences  de  longi- 
tudes faites  en  1875. 

Le  gouvernement  italien  a  accorde  les  fonds  nécessaires  pour  la  c-onslruclion  d'un 
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eipintoHal  do  iS  jxmros  franrais  d'ouvortiire.  L'objeclif  a  été  acquis  chez  Mon  et  la 
monture  doit  ôtro  faite  à  Hainbour(j  par  Repsold.  (i5o-iJi). 

Moscou  (Th.  Ri'odikhino,),  —  Obsorvations  spectrales  du  Soleil,  observations  pholomo- 
tri(|iies  des  étoiles.  Le  prolesseur  Bredii^hinc  a  continué  ses  clud;s  sur  la  chevelure 
d<'s  comètes,  (i.n-i ji5;. 

Xew-York  (H.  I)ra|)er.).  —  F.c  D'  r)raj)era  continué  ses  photo[rraphies  du  spectre  so- 
laire, dans  le  but  do  confirmer  l'existence  de  roxygénedans  cet  astre.  En  outre,  lia 
obtenu  de  nombreuses  photographies  du  passage  de  Mercure  eu  mai  1878  et  de 
l'éclipsé  de  Soleil  de  juillet,  (i  j3-i3|). 

Putsdam  (Forster,  Auwers  et  Kirchhoff.  ). —  Le  professeur  Spocrer  et  le  D' Kcmp  font 
observe  les  taches  solaires  dont  la  latitude  paraît  augmenter  et  les  protubérance». 
Le  D'  Vogel  et  le  D'  Mùller  ont  fait  de  nombreuses  photographies  dn  spectre  so- 
laire entre  F  et  G;  le  D'  Vogel  a  aussi  obser^'é  le  spectre  de  l'étoile  nouvelle  du 
Cygne.  Le  D'  Lohse  a  dessiné  et  étudié  la  surface  de  Jupiter  et  de  Saturne  a  l'aide 
d'un  équatorial  de  7^-  pieds;  il  s'est  aussi  occupé  d'expériences  photographique». 
Le  D'  Mûllcr  a  mesuré  avec  le  photomètre  de  Zôllner  l'éclat  de  diverses  planètes d 
de  quelques  étoiles  variables. 

L'Observatoire  a  commencé  la  série  de  ses  publications,  qui  comprennent  déjà  : 

I.  Observations  de  taches  solaires,  faites  de  1871  à  1878  par  le  professeur  Spôrer; 

II.  Observations  et   recherches  sur  la    constitution  physique  de   Jupiter,  parle 
D'  Lohse;  III.  Kecherchcs  sur  le  spectre  solaire,  parle  professeur  Vogel.  (i5)-i6j. 

Stockholm  (H.  Gyidén).  —  L'étude  des  divisions  du  cercle  méridien  a  été  terminée  et 
a  prouvé  que  son  exactitude  était  comparable  à  celle  des  cercles  de  KOnigsbcrg, 
Helsingfors,  Dorpat  et  Poulkova.  M.  Gyidén  s'est  occupé  d'observations  sur  la  paral- 
laxe des  étoiles  à  mouvement  propre  rapide.  (162-167). 

Strasbourg  { K.  Winnecke.).  — I^s  observations  au  chercheur  de  6  pouces  ont  eu  pour 
but  la  détermination  de  nébuleuses,  l'observation  des  étoiles  variables,  des  co- 
mètes et  de  quelques  petites  planètes.  A  la  lunette  méridienne  de  Caucboix,  ou  a 
observé  la  Lune  et  ses  étoiles.  L'héliomètre  a  été  employé  à  la  mesure  des  diamètres 
du  Soleil,  de  Mars  et  de  Vénus. 

Les  constructions  du  nouvel  Observatoire  ont  été  activement  poussées;  le  plus 
grand  nombre  des  bâtiments  est  terminé.  La  salle  méridienne  est,  en  particulier, 
complètement  achevée.  (167-171'. 

y'ienne  (E.  AVeiss.).  —  Les  constructions  du  nouvel  Observatoire  ont  été  continuéesel 
l'installation  des  instruments  entreprise.  Au  cei*cle  méridien  de  Tancien  Observa- 
toire, on  a  déterminé  la  position  des  étoiles  fondamentales  de  la  zone  de-r-i^' 
à  -4-18°,  que  l'Observatoire  s'est  chargé  d'observer;  il  a  encore  été  fait  au  même 
instrument  d'assez  nombreuses  observations  de  petites  planètes.  A  l'équatorial  de 
6  pouces,  on  a  observé  des  planètes  et  des  comètes.  Le  vingt-septième  Volume  dt^s 
Annales  de  l'Observatoire  de  Vienne  a  été  publié.  (171-171. 

fyilhelmshaven  (C.  Borgen.;.—  L'Observatoire  a  été  fondé  en  187'!,  dans  le  but  prin- 
cipal de  donner  Theurc  et  de  régler  les  chronomètres  de  la  marine.  Ses  principaux 
instruments  sont  :  un  cercle  méridien  de  Kepsold  de  lao^^.oï  d'ouverture,  dont  les 
cercles  sont  divisés  de  3'  en  5'  et  munis  de  quatre  microscopes;  un  petit  équalo- 
torial  de  3-^  pouces  d'ouverture,  des  appareils  magnétiques,  de  nombr(>use$  pen- 
dules et  uneétu\e  pour  l'épreuve  dos  chronomètres. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  191 

Li  position  {jéographiquc  i\o  l'Obsorvatoire  est  : 

Lnnpilinlo  ost  do  (iroonwicli o''3  >'"3.'j'',ji 

Latitiido  non! 53°3i'5i*,H 

Los  travaux  de  l'Obsorvatoirc  ont  pour  but  l'Aslronomie  nautique.  (173-179}. 

Zurich  (R.  Wolf.  ).  —  Los  observations  des  taches  solaires  ont  été  continuées;  l'année 
i'S7S  parait  devoir  être  celle  du  minimum.  (I79-l^<j). 

*  Annales  de  rObservaloire  de  Paris,  l.  XI.  Paris,  i  Sjd.  (  1 84-2o:>.). 

[H.Gyldén], 

G)MMUNicATiow  dc  la  Commission  des  zones.  (206-207).  [A.  Au- 
wers]. 

La  Note  de  M.  Auwers  est  relative  a  quelques  erreurs  qui  s'étaient  glissées  dans 
l'impression  des  instructions  sur  la  réduction  des  observations. 

*  Lohrmann  (  TF.-G.).  —  Mondcharte Carie  dc  la  Lune  en 

25  planches  et  deux  feuilles  d'assemblage,  avec  des  éclaireisse- 
uienU  et  des  mesures  de  la  position  des  points,  publiée  sous  la 
direction  de  M.  J.-F.-J.  Schmidt.  Leipzig,  18785  planches  în-4®^ 
49  pages  de  texte. 

Schmidt  [J ,-F.-J.),  —  Charte  der  Gebirge..,,  Carte  des  mon- 
tagnes de  la  Lune  d'après  des  observations  faites  de  i84<^  «^  i^74i 
publiée  aux  frais  du  gouvernement  prussien.  25  Cartes  in-folio, 
3o4  pages  de  texte  gr.  in-4°.  Berlin,  1878.  (208-266).  [Engel- 
mann]. 

*  Fritz  {II-)'  —  Die  Beziehungen  ...  Rapport  des  taches  solaires 
avec  les  périodes  magnétiques  et  météorologiques  de  la  Terre. 
Mémoire  couronné  par  la  Société  des  Sciences  de  Harlem.  In-4°, 
3  planches.  Harlem,  1878.  (26()-a85).  [F.  Deichmilller]. 

*  Asten  (£*.  ik).  —  IJ ntersuchungen —  Recherches  sur  la  théorie 
de  la  comète  d'Encke  (deuxième  Partie).  Résultats  des  appari- 
tions de  i8i()  h  1875.  Extrait  du  Tome  XXM  de  la  7®  série  des 
Mémoires  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg.  Saint-Péters- 
bourg, 1878.  (285-3i4)-  [Sch.]. 

SociKTÉ  AsTRo>oMiQL'K.  —  CoMipti;  rcudii  Av.  la  réunion  tenue  par 
la  Société  Astronomique,  n  Berlin,  du  :*)  au  8  septembre    1879. 

3i7-4«^«"*   • 
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Dans  la  dernière  an nôo,  35  membres  nouveaui  ont  été  admis;  le  nombre  des 
membres  de  la  Sociélé  est  donc  de  a83. 

Deux  nouveaux  fascicules  grand  in-4''  ont  été  publiés;  ils  renferment  :  XIV.  A.  Au- 
wcrs  :  Catalo{;ue  fondamental  pour  Tobservation  des  zones  du  ciel  nord.  XV.  E. 
Harti^'ig  :  Recherches  sur  les  diamètres  de  Vénus  et  de  Mars  d'après  les  obsenations 
faites  à  rhéliomctre  de  l'Universilc  de  Strasbourg. 

Parmi  les  Communications  faites  à  la  Société  dans  ses  diverses  séances,  il  faut 
mentionner  les  lectures  suivantes. 

I.  Bruhns,  —  Note  sur  les  calculs  des  orbites  des  comètes  à  courtes  révolutions. 
Les  recherches  sur  la  comète  d'Encke  entreprises  par  M.  t.  Asten  seront  con- 
tinuées par  le  professeur  Racklund,  qui  doit  calculer  les  perturbations  par  U  mé- 
thode de  Gyldén.  Aucun  travail  n'a  été  entrepris  sur  la  comète  de  Biela  depuis  l'a- 
verse d'étoiles  filantes  du  27  novembre  1873.  M.  A.  Môller  s'occupe  de  U  comète 
de  Fayc  et  a  déjà  donné  son  éphéméride  pour  1880.  Le  professeur  Schulze  continae 
ses  calculs  sur  la  comète  de  Brorsen.  Les  comètes  de  D'Arrest  et  de  Winneckesont 
le  sujet  des  travaux  de  MM.  T^veau  et  Oppolzer.  M.  R.  Gautier  s'occupe  de  la  co- 
mète de  Tempel  de  1867.  La  seconde  comète  périodique  de  Tempel  est  le  sujetde» 
calculs  de  M.  Schulhof.  M.  Stone  s'occupe  de  la  comète  périodique  de  Tuttle. 

n.  H^innecke.  —  Description  de  rObsenratoire  de  rUniversité  de  Strasbourg. 

L'Observatoire  de  Strasbourg  doit  posséder  tes  instruments  suivants  : 

Cercle  méridien  de  162'^  d'ouverture  et  de  i^'^ogo  de  distance  focale.  L'instru- 
ment se  construit  chez  Repsold. 

Altaziniut  de  iBô*^  d'ouverture  et  de  i"^,o5ode  distance  focale.  La  construction 
de  cet  appareil,  sorte  d'instrument  de  passage  universel,  a  également  été  confiée  à 
Repsold. 

Un  équatorial  avec  objectif  de  487"""  d'ouverture  libre  et  7*^,0  de  distance  fo- 
cale. L'objectif  a  été  acquis  de  Merz  ;  la  monture  est  commandée  à  Repsold. 

Un  chercheur  de  iGS""  d'ouverture  de  6"",o6o  de  distance  focale. 

Les  bâtiments  doivent  se  composer  : 

D'une  maison  spacieuse  pour  le  logement  du  directeur  ; 

D'un  bâtiment  spécial  pour  le  grand  équatorial,  dont  la  coupole,  qui  ne  pèse  pas 
moins  de  Sfooc*^',  doit  tourner  par  suite  de  l'action  d'un  système  de  poids  que  Vo\f 
servateur  manœuvrera  à  l'aide  d'un  électro-aimant. 

D'un  second  bâtiment  astronomique  renfermant  deux  salles  méridiennes,  dont  U 
disposition  est  imitée  de  celle  de  Poulkova,  et  deux  tours  pour  le  petit  équatorial  et 
l'altazimut. 

L'ensemble  de  l'Observatoire  est  situé  dans  un  vaste  terrain  découvert,  au  nord 
des  glacis  de  la  citadelle;  cette  partie  du  périmètre  de  Strasbourg  étant  sillonnée 
d'un  très  grand  nombre  de  canaux,  tous  les  bâtiments  ont  dû  étr«  surélevés  de  7" 
à  8**  au-dessus  du  sol. 

lîl.  ytttvi*ers.  —  État  d'avancement  du  travail  des  zones. 

Ainsi  que  cela  résulte  des  Notes  suivantes,  les  trois  <|uarta  du  travail  environ  sont 
faits. 

Poulkova,  —  Le  Catalogue  des  étoiles  fondamentales  est  terminé;  il  ne  reste  plus  qu'à 
y  faire  quelques  corrections  relatives  à  la  position  de  l'équinoxe.  (A.  Wagner'. 

Kazan.  —  Zone  de  80"  à  75**.  Les  observations  des  deux  degrés  de  78"  à  80*  sont  entiè- 
rement réduites  et  prêtes  poar  l'impresaion.  Pour  les  étoiles  des  autres  points  de 
la  zone,  les  réductions  sont  très  avancées.  (P.  Poretzki\ 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  193 

Dorpat.  —  Zone  de  76*  à  70**.  La  révision  est  commencée;  il  reste  gao  étoiles  a  ob- 
serrer.  La  publication  commencera  dans  le  courant  de  Tannée.  (L.  Schwarz). 

Christiania,  —  Zone  de  70*  à  63*.  Le  nombre  des  étoiles  observées  est  de  gDa.!.  Quel- 
ques points  spéciaux  des  réductions  demandent  à  être  examinés.  (C.  Fearniey). 

Gotha»  —  Zone  de  65*  à  55*.  Les  observations  sont  complètement  terminées,  ainsi  que 
leur  réduction  à  1875,0.  Les  astronomes  observent  à  nouveau  quelques  étoiles  dont 
la  posilioD  est  douteuse.  (A.  Krueger;. 

Cambridge  (  U.'S.).  —  Zone  de  55*  à  5o*.  Les  observalîons  i^ont  complètement  ter- 
minées. 19900  étoiles  ont  été  observées  au  moins  deux  fois  de  novembre  1870  à  jan- 
vier 1879.  Les  réductions  sont  poussées  activement  et  les  constantes  ont  été  toutes 
préparées.  (E.-C.  Pickering). 

Bonn.  —  Zone  de  5o*  à  )o*.  4B00  étoiles  ont  été  observées.  (F.  Deichmûller). 

Liuiii.  —  Zone  de  4^*  à  35*.  Les  étoiles  à  observer  sont  au  nombre  de  1 1000  environ  ; 
3ooo  ont  été  observées  dans  la  dernière  année.  Les  réductions  sont  faites  au  furet 
à  mesure.  (N.-C.  Dunér). 

Cambridge  (Angl.).  —  Zone  de  3o*  à  -^5*.  Sur  les  10399  étoiles  de  cette  zone,  i48o  n'ont 
point  encore  été  observées,  i653  ont  été  observées  une  fois  et  toutes  les  autres  au 
moins  deux  fois.  Une  grande  partie  des  réduction»  sont  déjà  faites.  (  J.-C.  Adams). 

Leipzig.  —  Zone  de  i5*  à  5*.  La  partie  de  la  zone  comprise  entre  10*  et  ij*  est  com- 
plètement observée  et  réduite.  L'observation  de  la  seconde  partie  de  la  zone  est  ac- 
tivement poussée.  (C.  Bruhns). 

Aîhanj,  — Zone  de  5*  à  1*.  La  zone  contient  environ  7500  étoiles.  Les  observations 
ont  commencé  en  août  1878  et  déjà  on  a  fait  3760  observations.  (L.  Boss). 

IV.  Sehrôder,  —  Note  sur  les  indices  de  réfraction  de  quelques  verres  employés  à  la 
construction  des  objectifs. 

V.  Callandreau,  —  Sur  le  choix  de  la  fonction  du  temps  qui  doit  figurer  sous  les  signes 
sinus  et  cosinus  dans  les  expressions  des  perturbations. 

VI.  Hnggins,  —  Note  sur  le  spectre  photographique  des  étoiles. 

En  employant  un  télescope  de  18  pouces  anglais  de  diamètre  des  prismes  de  spath 
et  des  lentilles  de  quartz,  M.  Huggins  est  parvenu  à  obtenir  des  photographies  de 
spectres  qui  montrent  plusieurs  lignes  entre  H'  et  H'  et  s'étendent  jusqu'à  R. 

Le  point  le  plus  intéressant  est  relatif  à  la  manière  d*ètre  des  lignes  H' et  H''  dans 
le  spectre  des  étoiles  blanches,  comme  a  de  la  Lyre.  Dans  le  spectre  solaire.  H'  et  H' 
sont  deux  lignes  fortes.  Dans  le  cas  de  «  Lyre,  H'  est  une  ligne  lorte,  tandis  que  II'' 
est  très  faible;  il  en  est  de  même  dans  les  autres  étoiles  blanches.  Dans  les  étoiles 
blanches,  on  retrouve  aussi  h  de  Tbydrogène. 

VIL  H.  G.  if,  </.  Sonde  Bahhujrzen,  —  Recherches  sur  les  variations  de  l'équation  per- 
sonnelle dans  les  observations  de  passage  avec  l'intensité  lumineuse  des  étoiles. 

Les  observations  ont  été  faites  à  l'instrument  méridien  de  I.eyde,  à  l'aide  d'un 
diaphragme  qui  se  plaçait  sur  l'objectif  pendant  le  passage  de  l'étoile  dans  la  se- 
conde partie  du  champ  et  réduisait  ainsi  son  éclat  environ  de  moitié.  Les  observa- 
tions de  M.  v.  d.  Sande  Bakhuyzen  démontrent  que,  pour  lui  et  pour  ses  deux  aides, 
lorsque  l'éclat  de  l'étoile  est  réduit  de  5,4  à  2,b  : 

1**  Les  variations  de  l'équation  personnelle  sont  presque  égales; 

RuU.  des  Sciences  math.,  2"  Série,  t.  IV.  (Septembre  18P0.)  R.  I4 
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3*  Que  ces  variations  sont  de  même  sons  dans  la  méthode  de  l'enreçistremenl 
électrique  et  dans  la  méthode  de  l'œil  et  de  l'oreille; 

3*  Que  dans  le  cas  de  Tœil  et  de  l'oreille  les  variations  absolues  sont  plus  grandes 
que    das  la  méthode  d'enregistrement. 

G.  R. 


GIORNÂLE  DI  MATEMATIGHE  ad  vso  degli  studenti  delle  Università  ita- 
LIANE,  pubblicato  per  cura  de!  professoreG.  Battaglini  (*). 


Tome  XVI;  1878. 

Garbieri  (G.).  —  Nouveau  tliéorcme  algébrique  et  sou  applica- 
tion à  Tétude  des  courbes  rationnelles.  (1-17,  108-147)- 

Si  l'on  pose 
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L'auteur  déduit  de  ce  théorème  nouveau  plusieurs  formules  déjà  connues  en  di- 
sant des  hypothèses  particulières. 


(•)  y o\T  Bulletin,  II„  197. 
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Pareilleraent,  si  J'on  a  la  fonction  birationnelle  F(j:^)du  même  degré  par  rapport 
à  JT  et  à  ^,  de  façon  que,  en  écrivant 

FC'^)=/.(*)-+-/.C-')J^-+-/,(.=t)j'-h...H-/.(xlr-. 
les/^  soient  des  fonctions  de  .r  du  degré  //,  et  en  posant 
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on  trouTe  la  relation 

De  ces  théorèmes  l'auteur  se  sert  pour  démontrer  plusieurs  propriétés  des  courbes 
rationnelles,  et  plus  particulièrement  des  cubiques  planes  et  gauches. 

UArcais  {Fi'.),  —  Sur  les  systèmes  de  coordonnées.  (i8-a5). 

Lorsque  Ton  passe  des  coordonnées  homogènes  aux  coordonnées  cartésiennes  et 
pliickériennes,  on  suppose  qu'une  des  droites  ou  un  des  plans  fondamentaux  s'éloigne 
indéfiniment;  c'est  à  cause  de  cela  que  les  formules  en  coordonnées  cartésiennes  et 
pIQckériennes  ne  sont  pas  en  parfaite  corrélation.  Mais  si,  au  contraire,  on  suppose, 
lorsqu'il  s'agit  des  coordonnées  d'un  point,  qu'une  droite  ou  un  plan  fondamental 
aille  il  distance  infinie,  et  que,  lorsqu'il  s'agit  des  coordonnées  d'une  droite  ou 
d'un  plan,  ce  soit  un  point  fondamental  qui  va  à  l'infini  dans  une  direction  déter- 
minée, on  obtient  pour  la  droite  et  le  plan  des  coordonnées  non  homogènes  diffé- 
rentes de  celles  de  Plûcker,  mais  qui  sont  en  parfaite  corrélation  avec  celles  de  Des- 
cartes. Ces  coordonnées  ont  été  indiquées  par  M.  Casoratt.  L'aulour  de  cette  Note 
continue  les  études  de  M.  Casorati  en  en  faisant  quelques  applications. 

Zanotti  Bianco  (O.  ).  —  Sur  deux  passages  de  l'histoire  de  la 
théorie  mathématique  des  probabilités  par  M.  Todhunter.  (a6* 
3o). 

Capelli  {A.).  —  Sur  Tisomorphisme  des  groupes  de  substitu- 
tions. (32-87  ). 
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Voici  les  titres  des  paragraphes  :  I.  Propriétés  fondamentales.  —  II.  Applica- 
tions à  la  permutabilité  des  substitutions.  —  III.  Construction  des  groupes  iso- 
morphes à  un  groupe  donné.  —  IV.  Nouveau  théorème  relatif  à  un  groupe  quel- 
conque de  substitutions;  on  en  déduit  comme  corollaire  le  théorème  de  Cancbf  : 
•  Un  groupe  dont  l'ordre  est  divisible  par  un  nombre  premier /»  contient  au  moins 
une  substitution  d'ordre  p.  >  —  V.  Si  p^  est  la  plus  haute  puissance  du  nombra 
premier  p  qui  divise  l'ordre  d'un  groupe  G,  il  n'y  a  qu'un  groupe  P  et  d'antres 
semblables  à  lui  qui  soient  de  l'ordre  p^  et  contenus  dans  G.  —  VI.  Analyse  des 
groupes  qui  ont  pour  ordre  une  puissance  d'un  nombre  premier.  —  Vil.  Étude  de 
la  mériédrie.  —  VIII.  Le  théorème  dos  facteurs  de  composition  établi  par  de 
simples  considérations  de  mériédrie. 

Tirelli  (jP.).  —  Solution  d'une  question  sur  les  nombres  fraction- 
naires. (88-90). 

Décomposition  d'une   fraction   dans   la  somme  de  plusieurs  fractions  qui  ont 
des  signes  et  des  dénominateurs  donnés. 

Fuortes  (T,).  —  Recherches  géométriques  sur  certaines  propriétés 
des  systèmes  de  droites  dans  un  plan  et  des  systèmes  de  cerch\s 
qui  passent  par  un  point  sur  le  plan  ou  sur  la  sphère.  (91-106). 

Alinozzi  [A»  ) .  —  Sur  un  déterminant.  (  1 48- 1 5 1 ) . 

Développement  du  déterminant 


«1 

«1 

•  •  • 

"n 

«1 

•  • 

•  • 

•  •   • 

•  •   • 

«1 

•  • 

«« 

«I 

•  •  • 

''-1 

Torclli  (G.).  —  Sur  certaines  propriétés  numériques,  (i Sa- 167). 

Nécrologie  du  professeur  Angelo  Armenante. 

Zanotti  Bianco  (O.).  —  Sur  un  problème  de  la  théorie  des  pro- 
babilités. (169-173). 

L'auteur  relève  l'inexactitude  de  la  solution  donnée  par  M.  Laurent,  dans  son 
Traité  du  Calcul  des  probabilités,  du  problème  suivant  :  «  On  a  n  boules  dans  une 
urne,  on  demande  la  probabilité  qu'en  en  prenant  un  certain  nombre  au  hasard 
ce  nombre  soit  pair  ou  impair.  » 

Moreno   (G.).    —   Démonstration  d'un   théorème  d*Eisensleîo. 
(174-176). 

Démonstration  du  théorème  :  •  Si  m  est  un  nombre  quelconque  et  11  un 
nombre  entier  et  positif,  entre  le  coefficient  A^^  de  jc"  dans  le  développement  de 

(i  -»-  a,x  -H  fl,ac*H-. .  .)■• 

et  les  coefficients  A„  ,,  A„ ,, . . . ,  A„^„  de  la  même  puissance  de  x  dans  les  n  premk'rrt 
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puiaMDces  de  i  +  a,  jc-h  <i,x*+  ~. .  .^a  lieu  la  relation 

^(-i)--»(m),(m  — a),_,A^,,. 

Gebbia  [M.).  —  Sur  la  stabilité  virtuelle  de  réquilibrc  d'un  point 
matériel  isolé.  (177-197)- 

Rubini  (/?.)•  —  Formules  de  transformation  dans  la  théorie  des 
déterminants.  (198-208). 

Lemojne  (G.).  —  Sur  la  moyenne  géométrique  des  valeurs  des 
fonctions  d'une  variable  réelle.  (209-216). 

La  moyenne  géométrique  ai  det  valeurs  d'une  fonction  /(«r)  dans  rintenralle 
entre  a  et  &  est  donnée  par  l'équation 


b  —  aj 


l0f/(4C)rfx 


Le  but  de  cette  Note  est  de  montrer  que  cette  valeur  est  toujours  moindre  que  la 
moyenne  arithmétique  donnée  par  l'équation 


CapelU  (-^.  )•  —  S^^  ^^  point  de  la  théorie  des  formes  binaires. 

(217-224). 

Cle1>seh,  dans  sa  Théorie  der  binàren  algebraiscken  Formen^  a  donné  un  moyen 
pour  construire  les  invariants  et  covariants  d'une  forme  binaire  en  fonction  des 
coefficients  lorsqu'ils  sont  exprimés  en  fonction  des  racines.  L'auteur  de  cette  Noie 
démontre  que  la  méthode  de  Clebsch  peut  s'appliquer  même  si  les  racines  se  pré- 
sentent dans  les  formes  invariantives  à  un  degré  supérieur  au  premier,  et  en  même 
temps  il  détermine  la  valeur  de  certains  coefficients  numériques  qui  se  pré- 
sentent dans  la  théorie  de  Clebsch. 

PittarelU  (G.).  — Note  sur  les  Ueherschiehungen  des  formes  bi-. 
naires.  (325-233). 

L'auteur  détermine  le  résultat  de  VUebenehUbHng  d'une  somme  de  h  formes  sur 
une  somme  de  k  formes. 

Garbieri  (G-).  — Nouvelle  manière  de  sommer  directement  les 
fractions  continues  périodiques,  par  S.  Gûnther.  (234-^42). 

Traduction  d'un  Mémoire  qui  a  paru  dans  le  Tome  XXII  du  Zeitschrift  fur 
Math,  und  Physik  de  SchlOmilch. 

Torelli  (G.).  —  Sur  la  réforme  de  renseignement  géométrique. 
Note  de  W.  Ficdler.  (243-255). 
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Traduction  d'une  Note  publiée  dans  les  Vierteljahrstch,  der  Zûrcker  Nmurforsch. 
Geselhchafty  t.  XXII,  avec  trois  Lettres  inédites  de  M.  Fiedler. 

Battaglini[G.).  — Sur  rafilnilé  circulaire  non  euclidienne.  (a56- 
262), 

MObius  a  appelé  affinité  circulaire  {Kreisvenvandsehafe)  la  relation  qu'on  éta- 
blit entre  deux  plans  lorsque,  en  supposant  les  points  du  premier  représentés  par 
la  variable  complexe  z  et  les  points  du  second  par  la  Tariable  complexe  Ç,  on 
prend  comme  correspondants  les  points  liés  par  la  relation 

flzÇ-+-^2-^cÇ-h</=o, 

parce  qu'alors  aux  points  d'un  cercle  du  premier  plan  correspondent  les  points 
d'un  cercle  du  second  et  réciproquement.  M.  Battaglini,  en  partant  de  la  défini- 
tion du  cercle  dans  la  Géométrie  non  euclidienne,  donne  les  formules  de  transfor- 
mation entre  deux  plans  lorsque,  en  supposant  qu'à  chaque  point  du  premier  eorre«- 
ponde  un  point  du  second  et  ince  ifersa,  aux  coniques  bitangentes  à  l'absolu  daoi 
un  plan  correspondent  des  coniques  bitangentes  à  l'absolu  dans  l'autre. 

Blanchi  {L.). — Sur  les  transformations  univoques  dans  le  plan 
et  dans  l'espace.  (263-266). 

Après  avoir  exposé  une  méthode  générale  pour  obtenir  une  InBnité  de  systèmes 
plans  homaloïdes  de  courbes  d'ordre  quelconque,  l'auteur  démontre  le  théorème 
suivant:  «  Les  transformations  univoques  entre  deux  espaces  pour  lesquels  à  unr 
étoile  déterminée  de  l'un  correspond  une  étoile  déterminée  de  l'autre  sont  celles 
dans  lesquelles  le  système  homaloide  de  chaque  espace  est  formé  de  surfaces  de 
Tordre  m,  lesquelles  ont  en  commun  un  point  (m  —  i)"P>«  et  une  courbe  fonda- 
mentale simple  de  Tordre  m{m  —  1),  qui  passe(m  — i)(m  —  3)  fois  par  le  point 
(m  — i)»P>«. 

Blanchi  (L.).  —  Sur  la  déformation  d'une  classe  de  surfaces.  (267- 
269). 

Si  nous  considérons  une  surface  engendrée  par  un  mouvement  analogue  à  celai 
avec  lequel  on  pourrait  engendrer  une  surface  cylindrique  au  moyen  d'une  de  se$ 
sections  droites,  en  substituant  à  la  directrice  rectiligne  une  courbe  C  située  daus 
un  plan  normal  à  celui  de  la  génératrice  C  ;  si  y  =  \],  jr  =  \  sont  les  équttioos 
des  courbes  C  et  C,  l'expression  de  Télément  linéaire  dé  la  surface  en  prenant  les 
courbes  G  et  G'  pour  lignes  coordonnées  est  donnée  par  Téquatlon 

ds*=  tiu^-i-  1  \}'\'dudv  H-  dv*, 

de  façon  que,  si  Ton  déforme  les  lignes  G  et  G'  de  manière  que  le  produit  lî'V  ne 
change  pas,  on  obtient  une  série  de  surfaces  dilférentes  qui  sont  applicables  Tons 
sur  l'autre. 

Mugnaini  (E,),  — Sur  la  sphère  osculatrice  A  rellîpsoïde  de  réu>- 
lution.  (270-278). 

Dainelli  [U,).  —  Rrlation   cuire  Taire  cl  le   périmètre,  cuire  le 
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volume  et  la  surface,  entre  les  momeuts,  entre  les  coordonnées 
(les  centres  de  gravité  pour  les  espaces  limités  par  lignes  et  sur- 
faces qui  ont  les  lignes  et  les  surfaces  équidistantcs  de  la  même 
nature.  (279-297). 

Frattini  (C).  —  Un  cas  particidier  du  théorème  des  neuf  points 
de  Feuerbach  et  sa  généralisation  dans  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. (298-304). 

Maglioli  [F,).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  second  ordre  homo- 
focales  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  synthétique.  (3oD-34o). 

Propriétés  des  faisceaux  de  surfaces  du  second  ordre.  —  Théorèmes  sur  les 
séries  de  surfaces  de  second  ordre  (par  série  l'auteur  entend  toutes  les  surfaces 
de  second  ordre  qui  ont  huit  plans  tangents  communs).  —  Surfaces  de  second 
ordre  homofocales. — Théorèmes  analogues  pour  les  séries  de  coniques  homofo- 
cales.  —  Théorèmes  analogues  pour  les  surfaces  de  second  ordre  homofocales.  — 
Propriétés  polaires  d'un  système  de  surfaces  de  second  ordre  homofocales.  — 
Propriétés  corrélatives  pour  les  séries  de  surfaces  homofocales.  —  Application  des 
théorèmes  précédents  à  une  série  de  surfaces  de  second  ordre  homofocales.  — 
Théorèmes  correspondants  pour  les  séries  de  coniques  homofocales. 

Mollame  (/^.  ).  — Une  solution  de  Téquation  complète  du  troi- 
sième degré  et  expression  des  racines  en  fonction  du  discriminant 
delà  cubique.  ( 34^-344 )• 

Si  ajc^-^^bx*  *- Scx-^ii  =z  o  est  Tcquation  donnée,  A  son  discriminant  et 
B  =.  2 h* — 3aA<:-f-  «'</,  les  racines  jr,,  x,,  x,  s'obtiennent  des  équations 

où  a  est  une  racine  cubique  de  Tunité  et 

RJ  =  —  ',Bh-  4rt  yÂ.     r;  =  —4  B  —  \(t  }/2, 

Amnouce  de  la  mort  du  professeur  Domenico  Chelini. 

Aschieri  [F,).  — ^Votions  préliminaires  pour  la  Géométrie  projec- 
tive  de  l'espace  considéré  comme  lieu  de  droites.  (346-363). 

Anelli  [P*]'  —  Sur  les  cubiques  planes  avec  un  poitit  double. 
(364-376). 

C'est  une  application  de  la  représentation  symbolique  des  lormes  binaires. 

* 

Frattini  (G.).  —  Equation  de  certaines  courbes  du  cinquième 
ordre.  (377). 

Riccardi  (il/.)*  —  Annonce  bibliofçraphique  :  Compte  ue:ndl  du 
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Livre  de  M.  D.  Tessari  :  «  u4 pplicazioni  délia  Qeonietria  descrit- 
lU'a  alla  teoria  délie  ombre  e  del  chiaroscuro  ».  (SjS-SSo). 


Tome  XVll;  1879. 

Bertini  {E,),  —  Sur  les  complexes  de  deuxième  degré.  (1-8). 
Blanchi  (L,).  —  Recherches  sur  les  surfaces  hélicoïdales.  (g-Sg). 

Ihic  surface  quelconque  étant  donnée,  on  peut  construire  les  deux  surfaces  lieui 
dcs  centres  de  courbure  principaux,  c'est-à-dire  ses  deux  développées;  on  peut 
appeler  complémentaires  l'une  de  Vautre  ces  deux  développées.  L'auteur  démontrf 
que,  si  une  surface  est  donnée,  on  peut  construire  sa  complémentaire  lorsqu'on 
connaît  le  système  de  géodésiques  auxquelles  sont  tangentes  les  normales  à  la 
développante.  Si  l'on  a  une  série  de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  et  sur  une 
surface  de  révolution,  en  considérant  chacune  de  ces  surfaces  comme  une  déve- 
loppée et  en  prenant  pour  système  de  géodésiques  les  méridiens  déformés,  )e« 
surfaces  complémentaires  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  et  sur  une  surface  dr 
révolution.  L'auteur  démontre  ensuite  que  les  développées  et  les  développantes 
des  hélicoides  sont  de  nouveaux  hélicoîdes  de  même  axe  et  de  même  pas,  pourvu 
que  l'on  prenne  pour  système  de  géodésiques  le  système  de  lignes  qui  vient  a 
coïncider  avec  les  méridiens  lorsqu'on  applique  l'hélicoide  sur  une  surface  de  révo- 
lution. De  ce  théorème  on  déduit  facilement  que  la  surface  complémentaire  d'un 
liélicouie  (si  l'on  prend  pour  géodésiques  les  déformées  des  méridiens)  est  un 
nouvel  liélicoîde.  L'auteur  considère  alors  des  hélicoîdes  spéciaux,  c'est-à-dire  l'héli- 
coïdc  réglé,  celui  à  aire  niinima,  celui  à  lignes  de  courbure  planes. 

hè  lieu  des  centres  de  courbure  géodésique  d'un  système  de  lignes  de  courlninr 
d'une  surface  donnée  est  une  nouvelle  surface  qu'on  a  appelée  surface  des  centres 
géodésiques  du  système  de  lignes  de  courbure.  M.  Blanchi  démontre  que  les  sur- 
faces des  centres  géodésiques  d'un  hélicoide  sont  de  nouveaux  hélicoîdes  de  même 
nxe  et  de  même  pas  que  le  premier.  L'auteur  indique  aussi  une  construction  pour 
obtenir  des  hélicoides  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution  à  courbure 
constante. 

Enfin  l'auteur  démontre  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  hélices  d'un 
hélicoide  est  un  nouvel  hélicoide  de  même  axe  et  de  même  pas,  dont  la  section 
droite  est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  do  la  section  droite  de 
l'hélicoide  donné. 

Dans  un  Appendice,  l'auteur  démontre  que,  étant  donnée  une  surface  à  courbure 
constante  négative  sur  laquelle  on  connait  un  certain  système  de  géodésiques,  on 
peut  en  déduire  sans  aucune  intégration  d'infinies  surfaces  à  courbure  constante 
négative. 

Blanchi  (Z.).  —  Sur  la  trausformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques dans  le  plan  et  dans  l'espace.  (4o-4^)- 

Démonstration  des  deux  théorèmes  :  «  Soit  dans  le  plan,  soit  dans  l'espace,  m 
l'un  exclut  la  similitude,  la  seule  transformation  rationnelle  qui  conserve  aux 
a.igles  la  même  valeur  est  la  transformation  par  rayons  vecteurs  inverses.  ■ 
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Battaglini  (C).  —  Sur  le  mouvcmenl  sur  une  conique.  (43-52). 

Déternii nation  de  l'expression  générale  de  la  force  qui  doit  agir  sur  un  point 
pour  qu'il  parcoure  une  conique  donnée.  Le  théorème  qui  termine  cette  Note 
avait  déjà  été  donné  par  M.  Bonnet,  et  on  le  trouve  parmi  les  Notes  à  la  troisième 
édition  de  la  Mécanique  analytique  de  Lagrange. 

Harzer  (P.)-  —  Mouvement  d*un  ellipsoïde  de  révolution  rigide, 
écrasé,  composé  de  couches  de  densité  constante  qui  augmente 
en  s'approchant  du  centre  et  qui  tourne  autour  de  Taxe  de  sy- 
métrie sous  rinfluencc  d'un  corps  qui  se  meut  autour  du  centre 
de  l'ellipsoïde  suivant  les  lois  de  Kepler.  (33-68,  i83-20i). 

Capelli  (-<^-  ).  —  Sur  la  correspondance  (  2,  2  )  ou  la  forme/(  x*,  >  * ): 
ses  invariants  et  covariants  par  rapport  à  deux  transformations 
linéaires  effectuées  sur  les  deux  systèmes  de  variables  et  indé- 
pendantes l'une  de  l'autre.  (69-147). 

Deux  formes  géométriques  de  première  espèce  étant  données,  si  à  chaque  élément 
de  l'une  on  fait  correspondre  deux  éléments  de  Tautre,  on  vient  à  établir  une  cor- 
respondance (2,2),  que  Ton  peut  représenter  par /(jc',  ;•  )  =  o  si  x  et/-  sont  les 
coordonnées  qui  déterminent  la  position  des  éléments  de  la  première  et  de  la  se- 
conde forme  respectivement,  ou  bien  encore  symboliquement  par 

si  Ton  adopte  les  coordonnées  homogènes.  L'auteur  fait  une  étude  étendue  de  cette 
correspondance  en  considérant  d'abord  les  éléments  de  diramation,  c'est-à-dire  les 
éléments  auxquels  correspondent  deux  éléments  su|»erposés  dans  l'autre  forme; 
il  cherche  ensuite  quelles  sont  les  transformations  linéaires  qui  substituent  aux 
variables  x  et  ^  les  nouvelles  variables  £,  q,  de  façon  que  la  fonction  f{x*^  j*) 
se  chanfre  en  une  fonction  symétrique  par  rapport  â  Ç  et  19.  Il  est  évident  que,  si 
après  avoir  transformé  la  fonction /'(x',,r*)  en  une  fonction  symétrique  F  (Ç\  i}*) 
on  effectue  la  même  substitution  linéaire  sur  les  variables  (,  a,  on  obtient  une  nou» 
velle  fonction  qui  est  encore  symétrique;  s'il  est  donc  possible  de  transformer  une 
fonction/'(jeVr')  en  une  fonction  symétrique,  ce  doit  être  d'un  nombre  infini  de 
luanières.  Mais  on  peut  limiter  le  problème  en  considérant  seulement  les  trans- 
formations qui  sont  indépendantes  entre  elles,  c'est-à-dire  celles  qu'on  ne  peut 
déduire  l'une  de  l'autre  par  une  même  substitution  effectuée  sur  les  deux  systèmes 
de  Tariables;  on  trouve  alors  que  le  problème  admet  quatre  solutions.  Voici  les 
titres  des  paragraphes  :  Éléments  de  diramation.  — >  Éléments  doubles.  —  Discus- 
sion des  sin{;ularités  que  peuvent  présenter  les  éléments  de  diramation  ou  les 
cléments  doubles.  —  Sur  le  cas  dans  lequel  aux  éléments  d'une  des  formes  corres- 
pondent dans  l'auti-e  des  éléments  en  involution.  —  Réduction  dc/(x*,^*)  à  une 
forme  où  x  et  jr  entrent  symétriquement.  —  Démonstration  plus  rigoureuse.  — 
Théorèmes  sur  la  cubique  plane;  sa  construction  au  moyen  de  deux  coniques 
auxiliaires.  —  Équation  du  quatrième  degré  de  laquelle  dépend  la  réduction  de 
/*(jr*,^*)  à  la  forme  symétrique.  —  Tous  les  invariants  à  symboles  séparés  s'ex- 
priment eu  fonction  rationnelle  entière  de  trois  d'entre  eux.  —  Système  do  formes 
a»MM:iées  pour  les  invariants  et  covariants  à  symboles  séparés.  —  Les  condition» 
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pourvue  la  correspondance  (2,2)  se  change  en  (i»3)  ou  (2,1)  sont  données  par 
l'annulation  de  deux  invariants  à  symboles  séparés.  —  Formes  superposées.  — 
Éléments  unis  et  éléments  en  involution.  —  Discussion  des  cas  qui  conrespondenl 
aux  racines  réelles  ou  imaginaires  de  V  =  o  et  W  =  o. 

Rubini  (/î.  ).  —  Un  point  de  T histoire  des  Mathématiques.  {i49- 
159). 

Pittarelli  (G.).  —  Sur  la  signification  géométrique  des  Ueber- 
schiebungen  dans  les  formes  binaires.  (160-171). 

Veronese  (  C  ).  —  Théorèmes  et  constructions  de  Géométrie  pro- 
jective.  (172-182). 

Recueil  d'exercices  à  démoutrer. 

Cassani  (P.).   —   La  surface  de  second  ordre  des  douze  points, 
et  recherches  qui  sont  liées  à  cette  question.  (  202-217). 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  est  uof 
conique  connue  sous  le  nom  de  conique  des  neuf  points.  Le  lieu  des  droites  polaires 
des  points  d'une.droito  fixe  par  rapport  à  un  faisceau  de  surfaces  de  second  ordre 
c:it  une  nouvelle  surface  de  second  ordre  que  l'auteur  appelle  des  douze  points 
parce  qu'elle  passe  pur  les  sommets  du  tétraèdre  conjugué  par  rapport  aux  surface» 
<!u  faisceau  et  par  huit  points  déterminés  de  la  courbe  base.  Ces  huit  points  soiil 
les  points  de  contact  de  la  courbe  et  des  génératrices  de  la  surface  dcrelop- 
pable  qui  a  pour  arête  de  rebroussement  la  courbe,  lesquelles  rencontrent  la  droite 
flxe.  L'auteur,  après  aroir  donné  quelques  propriétés  de  cette  surface  de  second  ordre, 
étudie  la  surface  enveloppée  par  les  plans  déterminés  par  les  points  de  la  droite 
fixe  et  par  les  droites  correspondantes;  il  trouve  que  cette  surface  est  de  la  troi- 
sième classe  et  du  quatrième  ordre.  Le  problème  de  la  conique  des  neuf  points  peut 
être  étendu  à  l'espace  d'une  façon  différente,  en  cherchant,  comme  a  fait  M.  Bel- 
trami,  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  par  rapport  aux  surfaces  de  second  ordre  assu- 
jetties à  passer  par  sept  points  donnés  arbitrairement;  l'auteur  montre  qu'en  ce 
cas  on  obtient  une  surface  de  troisième  degré. 

Crocchi  [L,),  —  Sur  les  fonctions  j<  et  le  déterminant  de  Cau- 
chy.  (218-231). 

On  sait  que  les  fonctions  K  sont  celles  qui  proviennent  du  développement  de 
(x,-i-x,-H.  ..-h  JTin)**  quand  u  est  entier  et  positif,  en  remplaçant  les  coeflicicni* 
polynômiaux  par  l'unité.  Le  déterminant  de  Cauchy  est  le  déterminant 
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L'auteur  établit  quelques  relations  entre  ces  fonctions,  entre  autres  celle-ci  :  •  !.«' 
déterminant  fonctionnel  des  n  premières  l'onetions  N  est  égal  au  déterminant  <ir 
Cauchy.   » 
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Formenti  (C).   —   Mouvement  des    figures  qui   se  conservent 
semblables  k  elles-mêmes.  (  232-^43). 

I.a  relation  zz=.f(^t^  z,),  où  t  est  une  variable  réelle,  z^=.x-i-ijr  et  z^=i  x,-t-i^,, 
peut  servir  à  représenter  les  positions  successives  d'un  point  mobile  qui  dans 
un  temps  déterminé  occupait  la  position  (j:,,  jr^)\  si  maintenant  on  considère  cette 
relation  pour  chaque  valeur  de  t  comme  une  équation  qui  lie  les  deux  variables 
imaginaires  z  et  x«  lorsque  z,»  parcourt  une  courbe,  la  ligne  parcourue  par  s  est 
semblable  dans  les  parties  infiniment  petites  à  la  première,  et  ces  deux  lignes  de- 
viennent semblables  si  la  relation  z  =/(£,,/)  est  du  premier  degré  par  rapport  à 
z,.  C'est  en  partant  de  ces  observations  que  l'auteur  étudie  le  mouvement  d'une 
figure  plane  qui  se  déplace  dans  son  plan  de  façon  à  rester  semblable  à  elle>mème. 

Pittarelli  (G.).  —  Sur  un  problème  d'élimination  dans  la  tbéorie 
analytique  de  la  cubique  gauche.  (  244-^^9  )• 

On  sait  que  les  coordonnées  des  points  d'une  cubique  gauche  peuvent  s'exprimer 
en  fonction  d'un  paramètre  l,  et  l'on  peut  facilement  déterminer  l'équation  de  la 
corde  qui  joint  les  points  de  paramètres  A  et  /u.  A  chaque  point  /u.  de  la  cubique  on 
peut  faire  correspondre  deux  points  X  sur  la  courbe,  qui  ont  pour  paramètres  les 
valeurs  qui  appartiennent  aux  deux  points  de  la  première  polaire  de  fx  par  rapport 
à  une  forme  cubique  binaire  (ay)'^  o.  Les  droites  qui  joignent  les  points  fi  ta 
leurs  correspondants  lorsqu'on  fait  parcourir  à  /a  toute  la  cubique  constituent  une 
surface  du  sixième  ordre,  dont  l'auteur  détermine  l'équation  en  se  servant  de  la 
méthode  symbolique  d'AronhoId  et  de  Clebsch. 

PittarelU  (G.).  —  La  cubique  gauche  et  les  formes  binaires  qua- 
dratiques et  cubiques.  (260-309). 

S  1.  Notation  symbolique.  Pôles  et  plans  polaires.  Droites  conjuguées.  —  §  2.  Sys- 
tème complet  de  la  forme/ et  de 'la  forme  /xu=  X/-j-  it  Q.  Points  et  plans  réunis. 

—  $  3.  Système  simultané  d'une  forme  quadratique  et  d'une  cubique.  Représenta- 
tion typique.  Observations  sur  les  systèmes  de  deux  formes  cubiques. 

D'Ovidio  {£')'  —  Etude  des  cubiques  gauches  au  moyen  de  la 
notation  sjfnbolique  des  formes  binaires.  (3io-338). 

§  1.  La  cubique  gauche.  Ses  plans  sécants,  tangents,  osculateurs.  Cordes,  tan- 
gentes. —  S  2.  La  développable  de  troisième  classe  osculatrice  à  la  cubique  gauche. 

—  Correspondance  entre  la  cubique  et  la  développable.  Axes  de  la  développable. 

—  §  3.  Rapport  anharmonique  de  quatre  points  de  la  cubique  ou  de  quatre  plans 
tangents  à  la  développable.  —  §  4.  Foyers  et  plans  focaux.  —  §  5.  Correspondance 
des  éléments  de  l'espace  au  moyen  de  la  cubique.  —  §  6.  Involution  de  points  sur 
la  cubique  et  de  plans  tangents  à  la  développable.  —  §  7.  Surfaces  de  second 
degré  circonscrites  il  la  cubique  ou  inscrites  dans  la  développable.  —  §  8.  Droites 
associées.  —  §  9.  De  certains  faisceaux  ou  séries  de  surfaces  de  second  ordre.  — 
$  10.  Cdnes  conjoints.  Coniques  conjointes.  —  $11*  Quelques  systèmes  particuliers 
de  surfaces  de  second  ordre.  —  §  12.  Surfaces  polaires  par  rapport  à  la  développable 
ou  a  la  cubique.  —  §  13.  De  certains  complexes. 

PadelleUi  (Z^.)*  —  Ktudes  sur  les  diagrammes  réciproques.  (339- 
^59). 
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L'auteur  commence  par  démontrer  qu'on  peut  toujours  porter  un  corps  rigidf 
d'une  position  à  une  autre  au  moyen  de  deux  rotations  finies  autour  de  deux  sxes; 
l'ordre  dans  lequel  les  deux  rotations  doivent  être  efTecluées  ne  peut  pas  être  inter- 
verti. Appelons  </ro<V<-x  conjuguées  celles  autour  desquelles  doivent  avoir  lieu  les  rou- 
tions. Il  y  a  d'infinis  systèmes  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  deux  positions 
d'un  corps;  mais,  lorsqu'une  est  choisie  arbitrairement,  l'autre  est  détormioée.  Par 
projection  orthographique  il  faut  entendre  une  projection  orthogonale  faite  sur  un 
plan  normal  à  l'axe  central.  Le  théorème  fondamental  de  cette  théorie,  qui,  comme 
on  le  voit,  est  une  extension  de  la  théorie  de  Cbasles  pour  les  monvementB  infini- 
ment petits  et  de  l'ordinaire  théorie  des  figures  réciproques  dans  la  Statique  gra- 
phique de  Cremona  et  Maxwell,  est  le  suivant  :  «  Les  projections  orthographiqoes 
de  deux  droites  conjuguées  font  entre  elles  un  angle  constant.  »  L'auteur  fait 
ensuite  des  applications  de  cette  théorie  à  la  Dynamique  et  à  la  Statique. 

Piuma  (  C.'M.  ).  —  Solution  d*ua  problème  élémentaire  du  Calcul 
des  probabilités.  (  360-3721). 

Le  problème  résolu  est  le  suivant  :  a  Dans  une  urne  il  y  a  B  billets  numérotés  pro- 
gressivement do  1  à  B;  on  en  extrait  trois;  on  additionne  les  numéros  écrits  sur 

ces  billets  :  parmi  les  — -^ ^ cas  possibles,  combien  y  en  a-t-il  dans  les- 
quels la  somme  ainsi  obtenue  est  égale  ou  moindre  qu'un  nombre  donné  C?  » 

La  solution  la  plus  simple  de  ce  problème  se  présente  lorsque  C  est  moindre 
que  B  +  4f  ^'  ^^^*^  alors  distinguer  les  six  cas  qui  correspondent  aux  formes  6r, 
6f-hi>  6c-i-2,  ...,6c -H 5  de  C,  et,  eu  indiquant  parT^  le  nombre  des  cas  pos- 
sibles, on  trouve 

lie'— i5c-+-5       _              lac*  — 9c-i-i 
'•«=<? »      '•c+i  =  '^ ^ » 

I2C«  — 3  c— I                                     I2C'-+-3C— I 
l«*+i=<^ »  '■•c^%=C » 

l2C*-4-()c-M                                l2c*-i-l5c-H5 
'•c+4  =  ^ J >  *te+i  =  ^ 

Gerbaldi  [F,].  —  Note  sur  le  système  simultané  de  deux  formes 

binaires  cubiques.  (373-38o). 

E.  P. 


ANNALES  DES  MINES  (i). 

Tome  XIII;  i*'  semestre  1878. 

Marie  (G.).  —  Étude  sur  la  confection  des  outils  d'ajustage. 
(5-38,  2  pi.). 


(')  Voir  Bulletin,  I,,  317,  et  II3,  ioj. 
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(>  Mémoire  esl  divisé  en  quatre  Parties  : 

I*  Étude  théorique  sur  les  outils. 

Mode  de  trarail  d'un  outil  quelconque.  Manière  la  plus  économique  d*enleYcr  du 
métal  sur  une  pièce.  Manière  de  supporter  le  tranchant.  Travail  moteur  nécessaire 
pour  faire  marcher  une  machine-outil.  Résumé  et  Tableaux  graphiques. 

3*  Application  des  principes  aux  divers  genres  de  machines-outils. 

Considérations  générales  et  données  relatives  à  toutes  les  machines-outils.  Étude 
des  diverses  classes  de  machines-outils. 

y  Organisation  d'un  atelier  d'ajustage. 

\*  Étude  des  systèmes  proposés. 

Tome  XIV;  •/!'  semestre  1878. 
Ijûdoux.  —  Théorie  des  macliincs  à  froîd.  (i ai -208,  i  pi.). 

Ce  travail  est  cousacré  à  l'étude  théorique  et  aux  conditions  de  fonctionnement 
des  machines  actionnées  par  un  gaz  ou  une  vapeur  à  basse  température  :  air  froid, 
éther  sulfurique,  acide  sulfureux,  ammoniaque,  éther  méthyliqiie. 

L'auteur  étudie  on  détail  la  machine  à  air  de  M.  Giffard,  la  machine  à  acide  sul- 
fureux de  M.  Pictet,  et  les  machines  à  froid,  dites  à  affinité,  dont  le  type  est  la 
machine  à  ammoniaque  de  M.  Carré. 

Marie  (G.).  —  Etude  comparée  des  régulateurs  de  vitesse,  de 
pression,  de  température  et  des  régulateurs  de  toutes  sortes. 
(450-548,  api.). 

Ce  Mémoire  est  surtout  descriptif.  Les  considérations  mathématiques  qu'il  ren- 
ferme ont  pour  but  de  préciser  les  conditions  de  fonctionnement  des  divers  régu- 
lateurs. 

Tome  XV;   i*'  semestre  1879. 

Achard  {A,).  —  De  la  transmission  et  de  la  distribution  des  forces 
motrices  à  grande  distance  au  moyen  de  T électricité. 

Étude  des  conditions  de  transmission  du  travail  à  l'aide  de  machines  électro- 
magnétiques. 

Tome  XVI;  2*  semestre  1879. 

Amiot.  —  Influence  des  pentes  sur  le  prix  de  revient  kilométrique 
d'une  tonne  de  marchandises  de  petite  vitesse.  (289-320). 

Détermination  fondée  sur  une  analyse  intéressante,  qui  offre  une  utilité  immé- 
diate pour  l'établissement  des  statistiques. 

Ledoux,  —  Mémoire  sur  l'emploi  de  la  détente  dans  les  machines 
d'extraction.  (32i-4o^)  i  p'*)* 

I.CS  machines  d'extraction  employées  dans  les  mines  de  houille  ont  subi  depuis 
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({iKiranto  ans  une  çâtIo  de  transformations  commandées  par  le  développement  de 
la  production  et  rapprofondissenicnt  des  puits.  Aux  anciennes  machines  de  W'aU 
a  balancier  ont  succodo  les  machines  horizontales  à  un  seul  cylindre  et  i  engre- 
iia(jcs;  celles-ci,  à  leur  tour,  ont  été  remplacées  par  les  machines  à  deux  cylindres 
conju{;ués,  horizontaux  ou  verticaux,  a(jissant  directement  sur  l'arbre  des  bobioen 
ou  dcâ  tambours,  au  moyen  de  deux  manivelles  calées  à  90"  l'une  de  l'iutre. 

Ce  dernier  type,  qui  est  le  seul  usité  aujourd'hui  dès  que  la  force  dépasse  3o  a 
<io  chevaux,  satisfait  en  effet  h  la  plupart  des  conditions  que  doivent  remplir  les 
machines  d'extraction. 

Malheureusement  la  dépense  de  l'extraction  tend  à  devenir  une  fraction  de  plu^ 
<'n  plus  importante  du  prix  de  revient  des  charbons,  et  il  n'est  pat  étonnant 
que  l'attention  des  ingénieurs  se  soit  portée,  dans  ces  derniers  temi»,  sur  cetlf 
question. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  de  préciser  le  mode  d'action  de  la  vapeur  dan» 
les  machines  d'extraction  a  pleine  pression  et  dans  les  machines  à  détente  fixe  ou 
variable;  de  déterminer,  au  moyen  des  données  fournies  par  l'expérieDce,  et  aussi 
exactement  que  le  comporte  un  tel  sujet,  l'économie  que  l'on  peut  espérer  obtenir 
par  un  règlement  convenable  de  la  distribution  et  par  l'usage  de  la  détente;  enfin 
(le  donner  une  description  des  principaux  systèmes  appliqués  jusqu'à  ce  jour  pour 
la  production  de  la  détente  variable. 


Tome  XVII;   i""  semestre  1880. 

Ce  Volume   ne  renferme    point  de  Mémoires  ayant  trait  aux  applications  des 
Mathématiques. 

II.  B. 


REVUE  D'ARTILLERIE  ('). 

Tome  XII;  avril-septembre  1878. 

Deville  (/f.).  —  Etude  sur  la  pratique  du  tir  eu  brèche  à  grandi' 
distance.  (ao3-228,  5  fig.). 

Suite  et  fin  du  travail  inséré  dans  le  Tome  XI. 

Cette  seconde  Partie  renferme  la  discussion  et  la  solution  des  questions  sui* 
vantes  ; 

Choix  de  la  trajectoire  moyenne. 

Calcul  des  éléments  du  tir,*  suivant  la  nature  du  calibre  employé  et  les  Tables 
de  tir  appropriées  au  calibre.  Les  données  sont  alors,  soit  l'angle  de  tir,  soit  l'anglt' 
de  chute,  soit  la  distance. 

Réglage  et  conduite  du  tir. 

Consommation  de  projectiles  pour  produire  une  brèche. 


(•>  Voir  BitUetin,  Xi.  7'|,  et  H,.  127. 
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Muzeau  (E.).  —  Mouvement  des  projectiles  oblongs  dans  Taîr. 
(422-443  et  49 j-5i5,  19  fig.). 

Ainsi  qup  le  dit  l'auteur,  les  considérations  sur  lo  mouTement  des  projectiles 
oblongs  exposées  dans  ce  Mémoire  ne  sont  pas  nourellesy  mais,  comme  jusqu'à 
présent  elles  étaient  disséminées  dans  dirers  Ourrages,  il  a  semblé  qu'il  ne  serait 
pas  inutile  d'en  faire  un  nouvel  exposé  qui  permit  de  les  rattacher  les  unes  aux 
autres. 

Dans  cette  voie,  on  a  résumé  les  travaux  successivement  publiés  par  les  difTérenls 
auteurs  qui  se  sont  occupés  de  cette  question,  MM.  do  Saint-Robert  et  Mayevski 
notamment,  et  l'on  a  fait  suivre  l'analyse  de  ces  recherches,  relativement  aoeienne», 
des  résultats  très  remarquables  auxquels  M.  Maçnus  de  Sparre  est  plus  récemment 
parvenu. 

Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  deux  Parties.  La  première  traite  du  mouvement 
des  projectiles  oblongs  animés  d'une  grande  vitesse  initiale.  La  résistance  de  l'air 
est  assez  fidèlement  représentée,  d'après  les  recherches  expérimentales  du  général 
Mayevsky,  par  la  formule  suivante, 

A. 

dans  laquelle  R  représente  la  résistance  de  l'air  évaluée  en  kilogrammes,  A  un  coefli- 
cient  numérique  égal  à  0,00000027,  R  le  rayon  du  projectile  exprimé  en  mètres,  A  la 
densité  de  Tair  au  moment  de  l'expérience,  A,  la  densité  de  l'air  dans  des  con- 
ditions moyennes  de  température  et  de  pression.  La  formule  se  simpliiic  en  prenant 
A,=  A. 

L'auteur  expose  ensuite  la  méthode  de  détermination  approximative  de  la  ré- 
sistance de  l'air  au  mouvement  des  projectiles  ublongs,  en  substituant  à  la  surface 
de  révolution  qui  limite  les  projectiles  une  série  de  troncs  de  cône  et  do  cylindres. 
Il  applique  cette  recherche  à  l'exemple  de  l'obus  de  o*",  090. 

il  passe  ensuite  à  l'établissement  des  équations  dilTérrentiellcs  du  mouvement  de 
translation,  puis  à  l'intégration  des  équations  qui  donnent  la  projection  de  la  tra- 
jectoire sur  le  plan  de  tir. 

Le  mouvement  de  rotation  du  projectile  autour  de  son  centre  de  gravité  est  étudié 
de  la  même  manière;  l'intégration  s'opère  directement  et  s'achève  par  des  con- 
structions graphiques. 


Tome  XIII;  octobre  1878-mars  1879. 

Muzeau  (^.).  —  Mouvement  des  projectiles  oblongs  dans  Tair. 
(3i-63,  7  fig). 

Suite  et  fin  du  travail  inséré  dans  le  Tome  Xll. 

La  première  Partie  se  termine  par  l'exposé  dos  problèmes  suivants  : 

Équations  en  termes  finis  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  horizontal. 

Substitution  dune  ligne  plane  a  la  courbe  gauche  décrite  par  le  projectile; 
expression  approchée  de  la  dérivation. 

Application  des  théories  ei posées  dans  les  Chapitres  précédents  au  calcul  des 
Tables  de  tir  du  canon  de  o'",o(p.  (Comparaison  avec  les  ivsultats  des  expériences 
de  la  Commission  de  Calais 
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Remarques  diverses  et  conclusions. 

XjA  seconde  Partie  est  relative  au  mouvement  des  projectiles  oblongs  animés  d'une 
faible  vitesse  initiale.  Elle  ne  renferme  que  des  généralités,  et  l'auteur  rappelle 
aux  Mémoires  plus  spéciaux  publiés  sur  la  question. 

Deux  Notes  intéressantes  terminent  ce  résumé.  L'une  d'elles  est  relative  à  l'éta- 
luation  des  corrections  rendues  nécessaires  par  la  suppression  de  certains  ternip« 
dans  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  translation;  l'autre  se  rapporte  a 
la  détermination  de  la  loi  de  la  résistance  de  l'air  lorsque  la  trajectoire  est  connue. 

Terqiiem.  —  Sur  Torganisation  des  rayures  des  canons.  (  aiy-aa;, 
a  fig.). 

Travail^  posthume,  rédigé  vers  la  Gn  de  l'année  187$.  il  a  paru  d'autant  plus  intr- 
ressant  de  le  publier,  que  les  considérations  qu'il  renferme  ont  puissamment  seni 
Il  l'établissement  de  notre  nouveau  matériel,  quant  à  ce  qui  concerne  le  nombie 
et  la  profondeur  des  rayures. 

Canet  (G.).  —  Théorie  des  freins  hydrauliques.  (436-469,  4  %•" 
1  pi.). 

Le  frein  hydraulique,  dent  l'idée  première  revient  ii  M.  W.  Siemens,  a  été  adopte 
par  le  gouvernement  anglais,  depuis  plusieurs  années,  pour  tousses  alTâts  deplarf 
et  de  côte,  ainsi  que  pour  plusieurs  affûts  de  marine,  conjointement  avec  le  frein  a 
lames. 

Le  présent  Mémoire  renferme  la  théorie  et  la  description  des  freins  des  systèmes 
Krupp,  Rcndcl  et  Vavasseur. 

Page  {£.).  —  Résistance  deTair.  (53i-539,  i  fig.)- 

Dans  un  travail  précédent  (t.  XI),  l'auteur  a  proposé  d'exprimer  la  résistance  de 

l'air  par  la  forniulc  exponentielle 

i» 

R=  P : 

a  —  1  ' 

P,  poids  du  projectile  ;  (v,  vitesse  finale  pour  laquelle  la  résistance  est  égale  au  poiJ»; 
a^  constante  dépendant  de  la  forme  et  de  la  densité. 

Discussion  de  la  formule  en  posant  azsze"  et  en  définissant  d'autres  bypothtVs 
Construction  de  la  courbe  de  résistance. 

Conséquences  probables,  relatives  au  mouvement  des  bolides  dans  l'atraosphcrf'. 
Explication  de  l'incandescence  et  de  la  pulvérisation  de  ces  météores. 

Autres  conséquences  relatives  à  la  production  de  véritables  tempêtes,  par  suite 
de  l'irruption  d'énormes  quantités  do  bolides. 

Quant  à  l'accroissement  de  masse  qui  devrait  en  résulter  pour  le  globe  torre&tn\ 
l'influence  de  ces  bolides  est  très  faible  et  à  peine  appréciable.  Si  la  Terre  en  re- 
cevait chaque  jour  17  aooooo^',  sa  masse  ne  s'accroitrait  pas  d'un  cent-millionièm<r 
dans  l'intervalle  de  cent  siècles. 

Tome  XIV;  avril-septembre  1879. 
Page  {.£.).  —  Résistance  de  l'air.  (38-44?  '  fig-)- 

Application  de  la  formule  précédente  a  l'étude  de  la  clinte  libre  d'un  corps. 


f 
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Jouart  [A.).  —  Balistique  des  armes  portatives.  (89-1 16,  2  fig.). 

Compte  rendu  des  trayaux  et  des  tableaux  comparatifs  de  M.  Indra. 

Ce  traTail  est  terminé  par  une  Note  ayant  pour  objet  la  recherche  de  réquatioii 
de  la  courbe  parabolique  se  rapprochant  le  plus  de  la  forme  observée  dans  la  pr.i- 
tique. 

Peigné  [P-).   —   Formule   pratique   des    télémètres.    (427-443, 

La  théorie  des  télémètres  a  fait  l'objet  de  recherches  et  de  propositions  plus  ou 
moins  ingénieuses.  Les  formules  établies  dans  cette  Notice  pourront  guider  dans 
leurs  recherches  quelques-uns  des  inventeurs  qui  désirent  s'occuper  de  télémétrie. 
1]  arrive  malheureusement  trop  souvent  qu'on  fait  construire  un  appareil  qui  ne 
donne  pas  et  ne  pourrait  donner  les  résultats  qu'on  en  attendait;  il  est  en  effet 
nécessaire,  si  l'on  veut  éviter  de  nombreuses  dépenses  et  de  graves  déceptions,  de 
poser  d'abord  les  conditions  mathématiques  du  problème  à  résoudre  matériellement 
au  moyen  de  l'appareil.  La  formule  pratique  des  télémètres  est  une  relation  simple 
entre  les  divers  éléments  de  la  question;  elle  permet  de  calculer  rapidement  l'in- 
connue, base,  grossissement  de  la  lunette,  approximation  de  mesure,  étant  donnés 
les  autres  éléments. 

L'auteur  est  d'avis  qu'un  instrument  qui  donnerait,  avec  le  matériel  actuel,  la 
distance  à  un  quarantième  près,  satisferait  largement  aux  besoins  de  la  pratique. 

Il  établit  qu'une  base  de  ]5°*  à  18'"  peut  sufOre  pour  des  distances  de  7^"  a  8*^"* 
avec  un  grossissement  de  12  fois,  et  qu'une  base  de  7",  11  sufTit  pour  8*""  avec  un 
grossissement  de  3o  fois. 

Il  donne  la  description  d'un  double  graphomètre  susceptible  d'être  adapté  aux 
observations  de  télémétrie  faites  en  ballon  captif. 

Le  Mémoire  est  terminé  par  la  théorie  de  l'appréciation  des  distances,  fondée 
sur  le  tirage  de  l'oculaire  d'une  lunette  exactement  mise  au  point.  La  formule,  très 
simple,  qui  répond  à  cette  expérience,  est 

DD'  =  /S 

D,  D'  étant  les  distances  de  l'objet  et  de  l'image  au  foyer  le  plus  rapproché,  f  la 
distance  focale.  Cette  formule  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Newton. 

Les  observateurs  familiarisés  avec  l'emploi  des  lunettes  d'approche  savent  combien 
ce  mode  de  détermination  est  illusoire.  A  partir  de  loo*",  toutes  les  images  se 
forment  dans  un  intervalle  de  o'",ooi  à  o",  001.  Dans  ce  cas,  l'estimation  à  vue 
Mmple  donnera  des  indications  plus  précises.  C'est,  du  reste,  ce  que  l'auteur  a 
soin  de  faire  remarquer. 


Tome  XV;  octobre  1879-iTiars  r88o. 

Uaubrée  (A.,),  —  Note  sur  les  propriétés  érosives  des  gaz  à  haute 
température  et  sous  de  grandes  pressions.  (36-47 >  2  lig.,  1  pi.). 

La  Revue  d' jértillerie  a  publié  deux  Notes  de  M.  Daubrée,  relatives  : 
La  première,  aux  effets  produits  par  les  gaz  de  la  poudre  sur  le  grain  de  poudre 
lui-même,    ainsi  que  sur  des  feuilles  d'acier,   et  à  l'action  exercée  par   les  ga/. 

Bull,  des  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  IV.  (Septembre  1880.)  R.  l5 
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ebauds  et  comprimés  lorsqu'ils  s'échappent  avec  une  grande  TÎtessc  par  on  petit 
orifice; 

La  deuxième,  aux  effets  produits  par  les  gaz  de  la  dynamite  sur  des  barres  d'acier. 

Dans  la  troisième  >'ote,  qui  fait  l'objet  de  ce  dernier  article,  l'auteur  étudie  plu- 
sieurs phénomènes  d'érosion  produits  par  les  gax  de  la  poudre,  en  particulier  sur 
le  canal  des  tètes  mobiles  et  des  grains  de  lumière,  ainsi  que  les  eff'ets  produit» 
par  les  gaz  de  la  dynamite,  de  la  nitroglycérine  et  du  fulmicoton. 

Lefevre  (•/.-B.-f^.).  —  Tracés  empiriques  de  la  trajectoire.  (48-81  ^ 
14  lig.). 

La  théorie  et  l'expérience  sont  d'accord  pour  démontrer  : 

I®  Que,  lorsque  la  ligne  de  mire  est  horizontale,  l'angle  de  tir  est  toujours  plus 
petit  que  l'angle  de  chute; 

3®  Qu'il  en  est  encore  ainsi  tant  que  l'angle  d'élévation  du  but  par  rapport  à 
l'horizontale  n'atteint  qu'un  petit  nombre  de  degrés. 

D'après  cela,  on  a  cherché  à  remplacer  la  trajectoire  (en  plan  vertical)  par  une 
courbe  simple,  telle  qu'une  parabole  du  second  degré,  dont  l'axe  serait  oblique  sur 
la  verticale. 

Une  courbe  de  cette  espèce  serait  entièrement  déterminée,  du  moment  que  Ton 
connaîtrait,  par  exemple,  la  portée,  l'angle  de  mire  et  l'angle  de  chute. 

La  Commission  de  Calais  a  reconnu  que  les  ordonnées  d'une  parabole  do  secood 
degré,  obtenues  par  un  simple  tracé  graphique,  pour  une  trajectoire  d'une  1res 
grande  étendue  (9200"*),  diffèrent  fort  peu  de  celles  qu'on  trouve  par  deux 
procédés  plus  ou  moins  laborieux  (formule  de  Piton-Bressant  et  méthode  de 
M.  Bashforth). 

L'auteur  envisage  plus  spécialement  le  lir  des  fusils  dont  la  portée  est  de  isoo'", 
et,  dans  ce  cas,  il  est  intéressant  de  rechercher  l'approximation  que  peut  donner 
la  substitution  de  la  parabole  à  la  courbe  véritable. 

Le  problème  que  l'on  rencontre  le  plus  généralement  dans  la  pratique  est  celui 
de  la  détermination  d'une  parabole  passant  par  quatre  points,  savoir  :  deux  poioU 
de  la  trajectoire,  le  point  de  départ  et  le  point  d'arrivée. 

Percin  (^.)-  —  Note  sur  une  application  de  la  loi  de  probabilité 
du  tir.  (34* -348,  I  fig.)- 

Démonstration  de  la  règle  suivante  :  «  Lorsque  le  but  à  battre  se  eorapose  de  deux 
objectifs  distincts  de  même  largeur  et  qu'on  a  même  intérêt  à  détruire  (par 
exemple,  deux  embrasures  voisines  d'une  même  batterie,  deux  pièces  d'une  même 
section,  etc.),  le  maximum  de  l'effet  possible  ne  s'obtient  pas  en  visant  soccessi- 
ventent  chacun  des  deux  objectifs,  mais  en  visant  le  milieu  de  leur  intervalle,  s'il 
est  inférieur  ou  égal  au  double  écart  quadratique  moyen  en  direction ,  dans  le  cas 
contraire  un  poiut  compris  entre  le  milieu  et  un  des  deux  objectifs.  • 

Uchard  (-'^•).  —  Note  sur  un  appareil  destiné  à  tracer  des  courbes 
du  second  degré  d'un  mouvement  continu.  (496-5oi ,  8  fig.). 

L'ellipsographe  à  molettes  ou  le  compas  à  verge  et  à  trois  pointes  offrent  l'in- 
convénient que  le  trait  du  crayon  est  limité  ou  incerUin,  et  que,  si  on  leur  adapte 
un  tire-ligne,  ce  dernier  ne  conserve  pas  l'orientation  voulue  et  ne  peut  donner 
un  trait  continu.  L'ingénieuse  solution  trouvée  par  M.  Peaucellier  donne  la  solu- 
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ttOD  complète  avec  un  crayon;   mais  elle   ne  satisfait  plus  au  tracé  gpraphique  si 
l'on  substitue  un  tire-ligne  ou  porte-crayon. 

L'auteur  a  cherché  un  système  articulé  donnant  au  tire-1i{jne  l'orientation  con- 
venable pour  le  tracé  d'un  arc  d'ellipse,  d'hyperbole  ou  de  parabole.  La  solution 
qu'il  •  trouvée  parait  satisfaisante;  mais  il  est  à  craindre  qu'elle  ne  soit  un  peu 
dispendiente  dans  la  pratique. 

Tome  XVI;  avril-septembre  1880. 

Brongniart  (/^.).  —  Note  sur  rexécution  du  lîr  en  brèche  à  grande 
distance.  (2i8-si3i,  4  ^îg*)* 

L'auteur  rappelle  l'étude  intéressante  et  complète  publiée  par  M.  Deville  dans 
les  Tomes  XI  et  XII;  puis  il  se  propose  de  fixer  les  règles  à  appliquer  pour  l'exé- 
cotion  du  tir  en  brèche  à  grande  distance,  en  observant  les  prescriptions  régle- 
mentaires. 

H.  B. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  ('). 

Tome  XV;  i*'  semestre,   1878. 

Ce  Volume  ne  renferme  point  de  Mémoires  ayant  trait  à  l'étude  des  Mathéma- 
tiques pures  ou  appliquées. 

Tome  XVI;  a*  semestre,   1878. 

Lax^oinne*  —  Notice  sur  les  principaux  systèmes  de  locomotives 
sans  feu.  (261-309,  i  pi.). 

Plusieurs  articles,  publiés  depuis  l'année  1873,  ont  déjà  fait  connaître  aux  lec- 
teurs des  Annales  les  tramways  à  traction  par  locomotives  sans  feu  de  la  Nouvelle- 
Orléans. 

Kn  raison  de  l'intérèl  que  présente  l'application  des  machines  sans  feu  à  l'ex- 
ploitation des  tramways  dans  l'intérieur  des  villes  et  des  perfectionnements  qu'elles 
ont  reçus  dans  ces  dernières  années,  l'auteur  de  la  Notice  a  pensé  qu'il  y  aurait 
utilité  à  faire  connaître  une  étude  plus  complète  des  divers  types  de  machines  sans 
feu  construites  en  Amérique  et  en  France,  et  à  indiquer,  au  point  de  vue  théorique 
et  pratique,  la  valeur  du  système  et  des  applications  qu'il  comporte. 

L'effet  utile  des  machines  sans  feu  est  étudié  aux  titres  suivants  :  Poids  de  la  va- 
peur dépensée;  travail  de  la  vapeur  à  pleine  pression;  travail  de  la  vapeur 
avec  détente;  limite  de  parcours;  limites  de  pente  et  de  vitesse;  emploi  du  dé- 
tendeur. 


(*)  Voir  Bulietin^  XI,  a5(),  et  II,,  106. 
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Tome  WII;   i""  semestre,    1879. 
Clavenad.  —  Travaux  hydraulicjues  de  Cherbourg.  (aS-Sa,  i  pi.). 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  la  description  des  épuisements  entrepris  en  vue  de 
la  restuiiralion  des  fondations  du  bàliment  des  subsistances  de  la  marine  à  Cher- 
bourg. 

Lt's  conditions  pratiques  de  cet  épuisement  ont  été  déterminées  par  un  calcul, 
très  simple  d'ailleurs,  qui  se  trouve  vériCé,  d'une  manière  très  satisfaisante,  par 
rexfiériencc.  Toutefois,  l'étude  théorique  conduit  à  l'équation  différentielle 

qui  ne  parait  pas  susceptible  d'intégration  ;  a  désigne  une  constante,  t  le  temps, 
f{t)  le  niveau  extérieur,  variant  avec  la  marée. 

Les  méthodes  graphiques  ont  avantageusement  servi  pour  la  discussion  de  cette 
f]ueslion. 

PcHetreau.   —  Barrages   cintrés  en   forme   de  voûte.    (198-218, 
I  pi.). 

Étude  des  conditions  d'établissement  d'un  barrage  cintré  vers  l'amont,  présen- 
tant l'aspect  d'une  portion  de  cylindre,  à  axe  vertical,  d'une  épaisseur  Tariable 
depuis  le  haut  jusqu'au  bas. 

Dupitj.  — Viaduc  de  TErdre.  (33i-363,  4  ^St  2  pi.). 

Détails  relatifs  à  la  construction  du  viaduc  établi  pour  la  trayersée  de  l'Erdre 
(ligne  de  Nantes  ii  Chàteaubriant)  et  composé  d'une  grande  travée  métallique  en 
axe  de  ç)5  mètres  d'ouverture. 

Des  Tableaux  graphiques,  annexes  à  ce  Mémoire,  indiquent  en  vraie  grandeur 
les  courbes  tracées  par  les  crayons  fixés  à  diverses  parties  du  viaduc  au  moment 
des  épreuves  réglementaires. 


Tome  XVIII;  a*  semestre,   1879. 

Lalanne.  ■ —   Evaluation   expédilîve   des   terrassements.  (63-76, 
I  pi.). 

L'évaluation  exacte  des  terrassements  est  une  opération  assez  compliquée  et 
qu'il  y  a  intérêt  h  abréger.  L'auteur  de  ce  travail  a  fréquemment  fait  usage  de  di- 
verses méthodes  abréviatives  pour  des  projets  de  routes  ou  chemins,  soit  en 
France,  soit  à  l'étranger.  Les  formules  indiquées  mènent  rapidement  aux  évalua- 
tions cherchées  et  les  résultats  qu'elles  fournissent  ne  différent  pas  de  plus  de  8  à 
9  pour  100  du  nombre  exact. 

Lalanne.  —  Méthode  graphique  pour  la  répartition  des  terrasse- 
ments. (77-100,  I  pi.). 

Moven  d'atténuer  la    longueur  et    la  difficulté    d'une  des  opérations  de  calcul 
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les  plus   longues   et  les    plus  fastidieuses   que  comporte    la  rédaclioii    des  pro- 
jets. 

DuBoj$[P,).  —  Le  Rlionc  et  les  rivières  à  lit  affouillable.  (i4ï- 
195,  I  pi.). 

L'auteur  commence  par  donner  des  indications  générales  sur  le  régime  du  Rhône, 
et  montre  comment  le  problème  de  l'amélioration  des  hauts-fonds  le  conduit  à  étu- 
dier les  lois  du  transport  des  graviers  sous  l'action  des  eaux.  Il  recherche  ensuite 
romment  un  courant  façonne  le  fond  suivant  la  disposition  des  berges,  en  suppo- 
sant successivement  le  débit  constant  et  variable.  Entln,  il  indique  les  confirma- 
tions de  cette  théorie  par  les  faits. 

Picard  {^')'  —  Siin|)lifiration  pratique  de  l'appareil  orthogonal 
convergent.  (339-370,  2  pi.). 

Cette  Note  se  compose  de  deux  Parties  : 

I'  Appareil  des  ponts  biais  d'une  faible  longueur  ou  d'une  grande  longueur. 

Principe  et  caractère  de  l'appareil  convergent  simplilié. 

Équations  des  lignes  de  lits,  de  leurs  transformées  et  de  leurs  projections  sur 
divers  plans.  Propriétés  focales  des  normales  aux  projections  des  lits  sur  des  plans 
parallèles  aux  génératrices. 

a**  Application  de  l'appareil  circulaire  convergent  au  pont  souterrain  des  Kœurs 
, arrondissement  de  Commercy). 

Choix  des  matériaux.  Taille  des  voussoirs  et  crémaillères.  Voussure  ou  corne  de 
vache.  Résultats  du  décintrement. 


Tome  XIX;   i""  semestre,  1880. 
Perrodil  [de).  —  Tarage  de  riiydrodynainoraèlre.  (ii-a8,  i  pi.). 

Cet  iastrument,  nommé  aussi  dynamomètre  hydraulique^  peut  servir  au  jaugeage 
des  cours  d'eau  et  à  l'observation  des  lois  de  l'Hydraulique.  11  pourrait  encore  être 
employé  à  la  mesure  de  la  vitesse  du  vent. 

L'auteur  établit  une  comparaison  de  ce  nouvel  instrument  avec  le  moulinet  de 
Woltmann  et  le  tube  de  Pitot. 

Perrodil  (de).  —  Résistance  des  voûtes  et  des  arcs  métalliques. 
(ai8-232, 1  iig.). 

Résumé  destiné  à  faciliter  la  vulgarisation  de  la  théorie  exposée  par  l'auteur 
dans  une  partie  de  son  Ouvrage  sur  la  Résistance  des  votîtes  et  des  arcs  métal- 
tiques . 

Détermination  graphique  et  analytique  de  la  résultante  relative  à  chaque  section 
normale,  lorsque  cette  résultante  est  connue  pour  la  section  à  la  clef. 

Changement  de  forme  de  la  fibre  moyenne  produit  par  l'application  des  forccit 
extérieures. 

Durand-Clajre  (-^.)-  —  Vérification  de  la  stabilité  des  voûtes  et  des 
arcs.  (4t6'440)  3  pi.). 
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La  stabilité  des  routes  en  maçonnerie  ou  des  arcs  métalliques  est  ordinairement 
étudiée  par  voie  de  simple  vérification.  Dans  la  méthode  (graphique  de  Mery,  on 
prond  arbitrairement  le  point  d'application  de  la  poussée  à  la  clef  et  le  point  d'a]^ 
plication  de  la  résultante  sur  un  joint.  I^  courbe  des  pressions  se  trouve  ainsi 
déterminée  arbitrairement  et  ne  donne  aucune  idée  précise  sur  la  stabilité  de  la 
construction. 

C'est  cette  indétermination  que  l'auteur  du  Mémoire  a  essayé  de  faire  dispa- 
raître. 11  applique  ensuite  sa  méthode  à  la  Térification  de  la  stabilité  des  voûte» 
sphoriques. 

Baum  {Ch.).  —  Des  longueurs  virtuelles  d*un  tracé  de  chemin  de 
fer.  (455-578). 

L'étude  du  tracé  d'une  ViQne  de  chemin  de  fer  entraîne,  en  général,  celle  de 
deux  ou  plusieurs  variantes  de  ce  tracé.  Toutes  ces  Tariantes  satisfont  à  certaines 
conditions  communes,  comme,  par  exemple,  de  passer  par  des  points  déterminés, 
de  desservir  des  villes  ou  des  communes  indiquées  à  l'avance.  Elles  diffèrent  le« 
unes  des  autres  par  la  longueur,  par  le  pro6]  en  long,  les  rampes,  les  rayons  des 
courbes,  le  cube  des  terrassements,  l'importance  des  ouvrages  d'art,  la  dépense  ki- 
lométrique, etc. 

Lorsqu'on  se  trouve  en  présence  de  plusieurs  variantes  d'un  même  tracé  de  che- 
min de  fer,  il  conviendrait  qu'on  ne  se  prononç&t  sur  Tune  ou  sur  l'autre  variante 
qu'après  avoir  établi  la  longueur  horizontale  et  rectiligne  équivalente  de  chacune 
d'elles,  ou  encore  la  longueur  virtuelle. 

Les  principales  longueurs  virtuelles  d'une  ligne  peuvent  être  classées  ainsi,  rela- 
tivement aux  diverses  données  suivantes  : 

i"  Travail  mécanique  ou  résistance: 

3"  Dépenses  de  l'exploitation  ; 

30  Dépenses  du  transport  proprement  dit; 

\°  Frais  de  traction  ; 

.V  Prix  des  tarifs; 

6"  Vitesses. 

Ces  deux  dernières  ont  été  peu  étudiées  dans  le  passé. 

L'auteur  s'occupe  surtout  dans  la  présente  étude  de  la  longueur  virtuelle  rela- 
tive au  travail  mécanique,  il  égalité  de  vitesse. 

Le  Mémoire  renferme  Texposé  et  la  discussion  comparative  des  méthodes  et  for- 
mules employées  dans  les  administrations  françaises  et  étrangères. 

H.  B. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN,  begrundet  von  A.  Clbbsch  und  C.  Necva», 
gegenwartig  herausgegeben  von  F.  Klein  und  A.  Maybr  (') 

Tome  XIV;  1879. 
Sturni  (/<.).  Schroder  [E.)  et  Sohncke  {L.).  —  He&mann  Ghass- 

(•)  Voir  Bui/eiiii,  III,,  175. 
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mâhn;  sa  vie  et  ses  travaux  ma  thématiques  et  physiques.  (i-4^)> 

Arec  une  liste  complète  des  écrits  de  Grtssmann. 

Rodenberg  (C).  —  Sur  la  classification  des  surfaces  du  troisième 
ordre.  (46-100). 

Ce  Mémoire  donne  la  réponse  complète  à  cette  question  :  «  Quelles  sont  les 
espèces  de  surfaces  du  troisième  ordre  qui  appartiennent  au  même  pentaèdre?  Et, 
réciproquement,  quelles  sont  les  espèces  de  pentaèdres  (à  plans  réels  ou  imagi- 
naires, séparés  ou  coïncidents)  qui  sont  compatibles  avec  une  même  espèce  de 
surfaces?  •  On  rapporte  ici  k  la  même  espèce  toutes  les  surfaces  qui  peuvent  se 
transformer  les  unes  dans  les  autres  par  une  variation  continue  des  constantes,  le 
pentaèdre  restant  le  même,  sans  que,  pendant  cette  opération,  il  se  produise  do 
nouvelles  singularités  (*).  Si  les  plans  du  pentaèdre  (réels  ou  imaginaires  con- 
jugués) sont  séparés,  l'équation  de  la  surface  prendra  la  forme 

r"        X*        X*         r»         T^ 
a;        ul        k\        <k]        a; 

*i  -H  J^,-t-  J,  -^  '*«  -♦-  -^'s  =^  '^ 
et  la  condition  pour  qu'il  y  ait  un  nœud  est 

«,  -H  «2  -h  ac,  ^-  a,   -h  aj  =  o. 

On  obtient  toutes  les  espèces  qui  appartiennent  au  pentaèdre  en  faisant  varier  suc- 
cessivement les  coefficients  de  l'équation  et  en  ayant  égard  aux  changements  qu^é- 
prouvent  les  points  nodaux.  En  un  point  nodal,  la  déformation  de  la  surface  peut 
b'opérer  d'une  manière  semblable  à  celle  d'un  cône  qui  se  change  en  un  hyper- 
boloîde  à  une  nappe  ou  à  deux  nappes,  ou  le  point  nodal  passe  par  l'état  de  point 
biplanaire.  Ce  dernier  passage  exige  une  étude  particulière  (§  3),  le  pentaèdre  pre- 
nant alors  une  forme  spéciale. 

Parmi  les  surfaces  à  pentaèdre  complètement  réel  se  trouvent  toutes  les  espèces 
sans  singularités,  de  plus  les  surfaces  à  nœuds  coniques  réels,  et  enfin  une  espèce 
à  deux  nœuds  imaginaires  conjugués.  Dans  le  cas  des  pentaèdres  à  deux  plana  imti- 
gin aires  conjugués,  il  manque  les  surfaces  à  vingt-sept  droites  réelles,  etc. 

Pour  tous  les  cas  <fù  les  plans  du  pentaèdre  coïncident  partiellement,  l'auteur 
développe,  par  une  méthode  de  passage  à  la  limite  (S  S)f  les  formes  les  plus  simples 
de  l'équation  correspondante  de  la  surface,  de  manière  que,  finalement,  il  peut 
indiquer,  dans  un  Tableau  très  clairement  disposé,  quelles  espèces  de  surfaces  du 
troisième  ordre  appartiennent  à  chaque  espèce  de  pentaèdre. 

Klein  (i^.).  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  et 
la  résolution  des  équations  du  cinquième  degré,  (i  1 1-172). 

Voir  Bulletin,  Ul^,  4o8. 

ff^eber  {H,).  —  Application  des  fonctions  thêta  de  deux  variables 


{*)  ScHLA£rLi,  Philos,  Transact.,  i863.  —  Kleix,  Math.  AnnaUn,  t.  VI. 
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à  la  théorie  du  mouvement  d'uu  corps  solide  daus  uu  fluide. 
(173-206). 

Les  équations  différentielles  du  problème  ont  été  établies,  sous  une  forme  élé- 
gante, par  M.  Kirchlioff  {Journal  de  Crelle,  t.  71  ),  et  inté(jrées  pour  un  solide  de 
révolution,  dans  le  cas  où  n'agit  aucune  force  extérieure.  Glebsch,  dans  un  Mémoire 
publié  dans  les  Math,  jénnalen,  t.  III,  a  développé,  à  l'aide  du  multiplicateur  de 
Jacobi,  des  cas  d'une  plus  grande  généralité,  dans  lesquels  le  problème  se  résout 
par  des  quadratures.  C'est  un  de  ces  cas  que  M.  Weber  a  traité  dans  le  présent 
travail,  où  il  a  réussi  à  obtenir  une  représentation  explicite  des  équations  du  mou- 
vement au  moyen  des  fonctions  thêta  de  deux  variables.  Les  considérations  qui 
conduisent  à  ce  résultat  sont  tout  à  fait  indépendantes  des  recherches  de  Clebscb. 

La  première  voie  par  laquelle  l'auteur  parvient  à  la  solution  du  problème  est 
une  voie  indirecte,  mais  très  courte  et  très  élégante.  11  remarque  que,  parmi  les  quo- 
tients de  deux  fonctions  thêta,  on  peut,  de  plusieurs  manières,  en  choisir  qui  satis- 
fassent identiquement  aux  mêmes  conditions  que  les  cocilicients  de  transformation 
de  deux  systèmes  de  coordonnées  orthogonales.  Cette  remarque  est  importante 
aussi  pour  la  théorie  des  fonctions  thêta,  une  grande  partie  des  relations  qui 
régnent  entre  ces  fonctions  pouvant  se  ramener  aux  formules  habituelles  de  la 
transformation  des  coordonnées.  Si  Ton  considère  maintenant  les  arguments  des 
fonctions  thêta  comme  des  fonctions  linéaires  du  temps,  on  obtient  immédiatement 
les  intégrales  du  système  de  Kirchhoff  qui  manqueraient  encore,  au  cas  où,  entre  les 
constantes  du  système  qui  entrent  dans  l'expression  de  la  force  vive,  il  existerait 
une  relation  déterminée,  et  où  le  corps  n'aurait  reçu  qu'une  vitesse  de  translation. 

Mais  l'auteur  suit  aussi,  en  second  lieu,  la  voie  directe,  en  effectuant  successi- 
vement l'intégration  du  système  au  moyen  des  intégrales  hyperelliptiques. 

Beck  (-^.).  —  Sur  la  théorie  générale  des  courbes  et  des  surfaces. 

(207-21 1). 

L'auteur  fait  voir  comment,  par  une  voie  purement  géométrique,  sans  recourir  à 
la  théorie  des  polaires,  on  peut  déterminer  la  classe  d'une  courbe  d'ordre  n  à 
d  points  doubles  et  r  points  de  rebroussemcnt.  Il  y  parvient  au  moyen  d'une  col» 
•linéation  centrale  inQniment  petite.  Le  même  procédé  permet  de  déterminer,  dans 
l'espace,  la  classe  de  la  surface  et  le  nombre  des  tangentes  principales  qui  passent 
par  un  point  quelconque.  Enfin  l'auteur  fait  remarquer  que  les  tangentes  princi- 
pales qui  passent  par  un  point  C  ont  une  importance  pratique  en  Géométrie  dfs- 
criptive.  Si  G  est  un  point  lumineux,  ces  tangentes  indiquent  les  points  de  la  sur^ 
face  auxquels  correspondent  les  points  de  rebrousscment  de  l'ombre  portée  plane 
de  la  surface. 

Krojiig  («/.).  —  Sur  les  fonctions  rationnelles  de  n  éléments  et 
sur  la  théorie  générale  des  courbes  algébriques.  (2ia-23o). 

§  1.  Substitutions  isomorphes.  —  §  2.  Fonctions  de  n  éléments  à  moins  de  n  va- 
leurs. ~  §  3.  Fonctions  de  n  éléments  à  n  valeurs.  —  $  4.  Théorèmes  généraux  sur 
les  équations  algébriques.  —  §  5.  Adjonction  des  racines  d'une  fonction  auxiliaire. 
—  §  6.  Sur  la  résolution  algébrique  des  équations. 

Stolz  (O.).  —  Sur  les  valeurs  limites  des  quotients.  (231-240). 

yoir  k  ce  sujet  :  Dit  Uois-Rcymond ,  Sur  l'intégration  et  la   différeutiatioo  de» 
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relations  infinttaires  {Mat/4.  AnnaUn,  t.  XIY,  p.  49^)-  —  Stolz,  Sur  les  valeuni- 

limites  des  quotients  {Math.  jinnaUfiy  t.  XV,  p.  556).  —  Du  Bois-^Rejrmond t  Sur 

f{x) 
le  théorème  liin/'(jr)  =  lim  — — • 

M.  Stolz  démontre  le  tliéoréme  8ui?ant  :  «  Si  pour  la  fonction 


uù  h  désigne  une  constante  quelconque  difierente  de  zéro,  il  existe,  lorsqu'on  fait 
a  la  limite  jr  =  -f-  oo  une  Taleur  limite  A,  il  existera  aussi  pour  lim x  =  +  oo  une  va- 

leur  limite  du  quotient  -— — ;  >  et  cette  limite  sera  égale  à  A.  •  Les  conditions  de 

re  théorème  sont  que/(x)  et  ^{x)  soient  continues,  et  que  o{x),  à  partir  d'une 

valeur  finie  x  =  jt.,  devienne  infinie  en  croissant  toujours  dans  le  même  sens. 

A  Taide  de  ce  théorème,  on  détermine  à  quelles  conditions  on  peut,  de  l'existence 

f'fx) 
d'une  valeur  limite  pour   lim     'j\xY  conclure  l'égalité 


lim—.—  ^hm  -77-7* 

Os  conditions  sont  définies  par  ce  théorème  : 

•  Si  la   fonction  uniforme /(x)  est  continue  ii  partir  d'une  valeur  déterminée 

j-=ix,   pour  toutes  les  valeurs  de  x>  a:,  ;  si,  de  plus,  la  dérivée /'(jc)  est  une 

Tjnction  continue  ayant  pour  j:  =^  x>  une  valeur  lirailc  déterminée,  il  existera  aussi 

f(x) 
une  valeur  limite  pour  la  fraction 1  et  l'on  aura 

lim  ■— ^^ —  -^  lira/'(x)     pour  or  =  00  .  » 

JC 

Dans  la  démonstration ,  au  moyen  de  ce  théorème,  de  l'égalité 


lim  ^^  ==  lim  fT^ff'     ('), 


il  faut  introduire  la  supposition  que  ^{x)  varie  constamment  dans  le  même  sens. 
M.  du  Boi»-Reymond  montre  comment  le  théorème  en  question  peut  se  démontrer 
a  l'aide  du  Calcul  infinitaire,  fondé  par  lui. 

Ida  de  Bruno  [F.)    —  Sur  la  partition  des  iiomhres.  (241-2475 

fi-.). 

L'auteur  donne  une  nouvelle  solution  de  ce  problème  :  •  Déterminer  le  nombre 
des  solutions  en  nombres  entiers  de  l'équation 

«, Xy  -h  «Ta-r.^  -h. . .-+-  rt«  x^  =  y>, 

où  a^fA,,  . .  -f  a^  sont  des  nombres  donnés.  »  La  méthode  se  fonde  sur  une  nouvelle 
rfpréscntation  indépendante  pour  les  formes  établies  par  Brioscbi  {j4nnali  di 
Matem.,  2"  série,  t.  Vil). 

(')  fuir  RotQi'ET,  Nouv.  Ann,  de  Math.,  2*  série,  t.  XVI,  p.  iiS. 
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Nother  [M.),  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  lliela  de  quatre  argu- 
ments. (248-293). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  résout  le  problème  de  représenter  sous  forme  implicite 
le  théorème  d'addition  relatif  aux  fonctions  ^  générales  de  quatre  arguments.  On 
connaît  jusqu'ici  le  théorème  pour  les  fonctions  3*  hyperelliptiquea,  d'après  Weier- 
Ktrass  ('),  et  pour  les  fonctions  d-  (générales  de  trois  arguments,  d'après  Weber  ^,. 
Il  s'a{;issait  maintenant  de  pousser  plus  loin  la  théorie  du  (rrouperoent  des  carac- 
téristiques des  diverses  fonctions  5,  qui,  dans  les  deux  cas  en  question,  a  conduit 
u  la  détermination  des  coefficients  dans  le  théorème. 

M.  Weber  a  rangé  les  caractéristiques 

(a)  = 

OÙ  les  symboles  ///,  m*  prennent  les  seules  valeurs  o  ou  i,  en  systèmes  de  7,  joui.»- 
Haut  des  propriétés  suivantes  :  La  somme  de  3  ou  de  7  nombres  quelconques  du 
système  doit  être  paire,  chaque  nombre  et  chaque  somme  de  5  nombres  doivent  ètn* 
impairs.  Ou  doit  entendre  ici  par  somme  de  deux  caractéristiques  une  somme  doni 
les  éléments  sont  les  sommes  (mod.  a)  des  éléments  correspoQdants  de  cescarar- 

léristîques,  et  (a)  est  pair  ou  impair,  suivant  que  \^  "/'"/  est  paire  ou  impairt*. 

i  =  i 
Ce  caractère  de  parité  ou  d'imparité  pour  la  somme  d'un  nombre  impair  quel- 
conque de  caractéristiques  est  maintenant  en  général  la  propriété  essentielle  dr 
tous  les  systèmes  de  caractéristiques.  L'auteur  forme  d'après  cela  le  système  —7 
et  le  système  —  8  de  caractéristiques  impaires  à  quatre  rangs 


/a         •         a         a  \ 

(«)=('".  ":  ":  ": 


qui  ont  exactement  les  mêmes  propriétés  que  les  systèmes  —  7  de  caractéristiqurs 
il  trois  rangs  dont  il  vient  d'être  question.  Pour  les  sommes  d'un  nombre  impair 
de  caractéristiques,    il    n'existe  entre  deux  pareilles  sommes  qu'une  seule   rela- 

tion  de  groupement  essentielle;    on   arrive  ainsi  à  — *--  systèmes,  chacun  dr 

-}8  caractéristiques  impaires,  qui  sont  complètement  identiques  dans  leurs  groupe- 
ments avec  ceux  des  28  caractéristiques  impaires  à  trois  rangs  qui  existent  généra- 
lement. Parmi  les  systèmes  — 8  dont  nous  avons  parlé,  il  existe  355.64.36  systéoies. 
qui  se  décomposent  en  a55  groupes,  de  36  classes  chacun,  et,  pour  exprimer  eoutff 
les  caractéristiques,  il  a  suffi  do  connaître  un  seul  système  — 8,  qui  exige  la  re- 
cherche d'une  racine  quelconque  de  chacune  des  trois  équations  des  degrés  233, 
36,  64,  et  la  résolution  d'une  équation  du  huitième  degré. 

En  se  fondant  sur  les  fonctions  d-  dont  les  indices  dépendent  de  ce  système  —  ^^. 
le  théorème  d'addition  prend  maintenant  une  forme  très  simple.  On  obtient  le 

produit 

Ô-(«-+-i'-+-iv).3(«  —  f), 


(•)  KÔJUCSBEliGEli,  Journal/.  Math.,  t.  LXIV. 

(')  Théorie  tler  Ahehchtn  Functionen  vom  Geschlevht  3.  Berlin,  1876. 
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ripriiBé  linéatremenl  au  moyen  de  16  produits  de  &, 

avec  des  coefficients  do  la  forme 

B  et  C  ne  dé(>endant  que  de  tv.  En  particularisant  tv,  on  peut  aussi  réduire  tous  les 
16  coefficients  à  des  monâmes,  co  qui  complète  l'analogie  avec  les  théorèmes  déjà 
connus.  Pour  la  fonction  octuplemeut  périodique 

on  ne  peut  plus,  au  contraire,  obtenir  ces  expressions  monômes  pour  tous  les  coef- 
ficients du  numérateur  et  du  dénominateur,  si  l'on  veut  que  le  numérateur  des 
expressions  de  tous  les  266  indices  a  soit  le  même. 

Parmi  les  formules  particulières  que  fournit  la  théorie  générale,  il  faut  remar- 
quer spécialement  les  relations  entre  quatre  produits  de  thêta  d'arguments  zéro. 
Elles  font  roir,  par  exemple,  que  l'évanouissement  de  trois  fonctions  5>  paires  d'ar- 
guments zéro,  pour  lesquelles  la  somme  des  trois  caractéristiques  est  impaire, 
entraîne  déjà  l'évanouissement  de  sept  autres  semblables  fonctions,  et  par  suite 
est  suffisante  pour  que  les  fonctions  3  deviennent  hyperelliptiques  (*). 

Krause  (/?.).  —  Sur  une  figure  de  la  Géométrie  analytique  de  l'es- 
pace, qui  correspond  au  connexe  de  second  ordre  et  de  première 
classe.  (294-322). 

Si  l'on  désigne  les  c(»ordonnées  d'un  point  x  par  x^^  x,,  x,,  j:^,  celles  d'un  plan 
I»ar  !#,,  //,,  «„  «4 ,  si  de  plus  l'équation  /*(<%"'»  11"  )  =  o  renferme  sous  forme  homo- 
gène X  au  ni**^  degré  et  u  au  n'*"'*,  l'ensemble  de  tous  les  points  et  de  tous  les 
plans  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  constitue  une  figure  que,  par 
analogie  avec  la  figure  plane  à  laquelle  Clebsch  (*)  a  donné  le  nom  de  connexes, 
M.  Krause  a  nommée  connexe  dans  l'espace  de  /n**""  ordre  et  de  n**"**  classe. 

L'auteur  étudie  le  connexe  de  deuxième  ordre  et  de  première  classe,  et  dans  cette 
étude  il  répond  aux  questions  qui  ont  été  posées  par  les  recherches  de  Clebsch. 
A  chaque  point  x  correspond  Ici  un  faisceau  de  plans,  dont  le  centre  est  dit  le 
point  correspondant  à  xi  k  chbque  plan  correspond  une  surface  du  second  ordre. 
Il  détermine  les  points  qui  coïncident  avec  leurs  correspondants  et  les  lieux  des 
points  qui  correspondent  aux  points  d'une  droite  ou  d'un  plan.  Il  résout  ensuite 
la  question  des  enveloppes  des  plans  dont  les  surfaces  correspondantes  du  connexe 
touchent  une  droite  ou  un  plan.  A  cela  se  rattache  la  détermination  de  l'enveloppe 
des  phns  dont  les  surfaces  correspondantes  du  connexe  sont  des  cônes,  et  de 
celle  du  lieu  des  sommets  de  ces  cônes.  Ces  deux  surfaces,  la  première  de  qua- 
trième classe,  la  seconde  de  quatrième  ordre,  sont  étudiées  en  détail.  L'auteur 
construit  ensuite  la  forme  appelée  par  Clebsch  le  connexe  conjugué^  et  enfin  il  traite 


(')  Extrait  du  Repertorium  der  Mathematik. 
(')  Math,  jinnalen,  t.  VI. 
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de  la  coineidenve principale  {Hauptcoincidenz\  c'est-à-dire  de  la  fi{;ure/'(x,  «)  =o, 
u  =  o. 

Les  recherches  sur  la  coïncidence  principale  des  connexes  dans  l'espace  peuTeni 
servir  de  base  à  l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  c]uatrièine  ordr**. 
Les  formes  à  une  série  de  coordonnées  de  points  et  une  série  de  coordonnées  d? 
lignes  conduisent  aux  équations  aux  difl*ercntielles  totales. 

Kantor  (*S.).  —  Sur  la  géométrie  des  groupes  de  points  sur  le 
cercle  (3a3733o). 

Lie  [S.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  surfaces  iniuima.  — 
I.  Recherches  projectives  sur  les  surfaces  miuima  algébriques. 
(33i-4i6). 

Voir  Bulletin,  111,,  186  et  189. 

Klein  {F,).  —  Sur  rabaissement  des  équations  modulaire.^.  (4>7- 
427). 

Klein  {F')'  —  Sur  la  transformation  du  septième  ordre  des  fouc- 
tions  elliptiques.  (428-471)' 

Voir  Bulletin,  111,,  4o8. 

Burmester  (//.).  —  Sur  la  iixation  de  systèmes  plans  variables 
projectîvemcnt.  (472-497)- 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  établit  les  conditions  pour  qn'ua  système  plan  ra- 
riahle,  dont  les  phases  sont  des  systèmes  doués  de  l'affinité  coHinéaire  on  semblable*, 
ait  sa  mobilité  restreinte  ou  annulée.  Les  résultats  et  les  moyens  de  déterminer  ce> 
conditions  sont  exprimés  par  ce  théorème  fondamental  : 

•  Si  trois  points  d'un  système  plan  coUinéai rement  variable  sont  fixes,  toutes  I» 
trajectoires  des  points  mobiles  du  système  sont  dea  courbes  correspondantes  dan» 
un  système  plan  collinéaire  et  qui  ont  les  trois  points  fixes  pour  points  corres- 
pondants à  eux-mêmes.  » 

L'auteur  résout  ensuite  linéairement,  dans  l'ordre  génétique,  les  problèmes  sui- 
vants :  «  Fixer,  sous  des  conditions  suffisantes  données,  un  système  collinésire- 
ment  variable,  ou  semblablement  variable  par  affinité,  ou  semblablement  variable.  • 
Il  démontre  par  là  en  même  temps  les  propositions  suivantes  :  «  Un  système  plsn, 
collinéairement  variable,  est  en  général  immobile,  1*  lorsque  trois  points  du  système 
sont  fixes  et  que  deux  points  sont  assujettis  h  rester  sur  deux  droites  fixes; 
2*  lorsque  deux  points  sont  fixes  et  que  quatre  points  sont  assujettis  à  rester  sur 
quatre  droites  fixes;  3"  lorsqu'un  point  est  fixe  et  que  six  points  sont  assujettis 
a  rester  sur  six  droites  fixes;  4"  lorsque  huit  points  sont  assujettis  a  rester  sur  huit 
droites.  • 

Outre  les  relations  dualistiques  fixes,  l'auteur  étudie  les  cas  spéciaux  les  plus  divei» 
pour  les  positions  particulières  des  droiies  et  des  points,  ainsi  que  pour  le  système 
variant  par  affinité  ou  variant  par  similitude.  Pour  le  système  variable  par  affinité, 
le  problème  suivant  est  résolu  par  construction  : 

«  Six  points  d'un  système-plan  variable  par  affinité  étant  donnés,  on  dcmauJi^ 
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de  déterminer  une  phase  de  ce  systônie  dont  les  points  homologues  se  trouvent 
respecliyement  sur  six  droites  données.  » 

Pour  terminer  ce  Mémoire,  l'auteur  résout  ce  problème  plus  spécial,  proposé  par 
Newton  :  «  Étant  donnés  quatre  points  d'un  système  plan  semblablement  variable, 
déterminer  une  phase  de  ce  système  dont  les  points  homologues  soient  respecti- 
Tement  situés  sur  quatre  droites  données.  • 

Du  Bois-Bejrmond  (jP.).  —  Sur  rintégration  et  la  diilërcntiation 
des  relations  infini taires.  (498-J06). 

f^oir  la  remarque  précédente,  relative  à  l'article  de  M.  Slolz. 

Konig  (•/-).  —  Démonstration  du  théorème  de  multiplication  des 
déterminants.  (507-509). 

Lommel  {E,).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  de  Bessel.  (5io-536). 

I.  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre,  qui  s'intè^rrent  par 
les  fonctions  de  Bessel.  —  II.  Sur  les  intégrales  contenant  des  produits  de  deux 
fonctions  de  Bessel. 

Dans  la  première  Partie  du  Mémoire,  l'auteur  démontre  ce  théorème  :  «  L'équa- 
tion différentielle  linéaire  du  second  ordre 

^-zj/f^{^' — 4-)  (*)]■'•="' 

où  y  et  p  désignent  des  fonctions  de  z  tout  à  fait  arbitraires,  est  complètement 
vérifiée  par  l'intégrale 


\/P 


[AJ^(^)---BJ-^(l^)].  . 


De  ce  théorème,  on  déduit  une  suite  de  théorèmes  particuliers,  par  exemple  lors- 
qu'on suppose  f  constant.  Ce  même  théorème  sert  aussi  à  établir  une  formule  d'une 
grande  généralité,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  développer  l'intégrale  du  produit 
de  deux  fonctions  de  Bessel. 

Glerster  (/.).  —  Kote  sur  les  équations  modulaires  dans  les  trans- 
formations composées.  (537-544)* 

Dans  son  Mémoire  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  ('),  M.  F.  Klein 
a  établi  quelles  sont,  parmi  toutes  les  équations  de  transformation  entre  les  inva- 
riants J,  J'  qui  correspondent  à  des  degrés  de  transformation  égaux  à  des  nombres 
premiers,  toutes  celles  qui  sont  du  genre  p  =  o.  En  se  fondant  sur  les  méthodes 
employées  dans  ces  recherches,  M.  Gierster  détermine,  parmi  les  transformations  de 
degré  composé,  toutes  celles  pour  lesquelles  le  genre  est  /^ss  o,  et  donne  pour  ces 
transtormations  les  équations  complètement  calculées,  savoir,  pour  les  degrés 
«  =  4t  6f  8,  9,  10,  12,  16,  18,  20. 


(*)  Math.  Jnn.f  t.  XIV.  Voir  Bulletin^  III,  ^ig,  octobre  1879. 
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Tluier  {A,).  —  Sur  la  possibilité  de  décomposer  uno  ligne  plane 
du  troisième  ordre  en  trois  lignes  droites.  (545-556). 

Les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  la  décomposition  d'une  li|;iie  plane 
du  troisième  ordre  /(x,,  x^^  x,)  =  o  en  trois  droites  sont 

T/(r„  r,,^3)  -  S  A  (.r,.^„^-3)  =  0, 
y  dési{jnaut  un  point  quelconque  n'appartentnt  |M8  à  la  courbe. 

Braunmilhl  [A,  ^^).  —  Sur  les  enveloppes  des  lignes  géodésiques. 

(557-566). 

Jacobi,  dans  ses  yorlesungen  ttber  Djrnamik  (p.  46),  a  le  premier  fait  remarquer 
que  Ips  li(;iie8  {réodcsiques  partant  d'un  même  point  peuvent  avoir  une  eoTeloppc, 
et  qu'aux  points  de  contact  avec  cette  enveloppe  la  ligne  géodésique  perd  sa  pro- 
priété d'ôtrc  la  ligne  la  plus  courte,  parce  qu'en  ces  points  la  variation  seconde 
s*évanouit;  il  indique  en  même  temps  que,  sur  los  surfaces  de  courbure  négatiro, 
il  n'existe  généralement  aucune  enveloppe.  L'auteur  du  présent  Mémoire  examine 
d'abord  comment  les  enveloppes  peuvent  exister  sur  une  surface  de  révolution,  et, 
en  particulier,  sur  une  surface  de  révolution  du  second  degré,  en  considérant  l'équa- 
tion des  lijncs  géodésiques  sous  la  forme 


'-CH'^ 


r=/(^r)  étant  l'équation  de  la  courbe  méridienne,  ç»  l'angle  de  rotation  du  plan 
méridien,  r,  le  rayon  du  cercle  parallèle  auquel  commence  la  ligne  géodésique 
et  y  le  rayon  d'un  cercle  parallèle  tangent  à  cette  ligne  dans  son  parcours.  La  quan- 
tité r  est  le  paramétre  du  système  de  lignes  géodésiques  partant  du  point  (r.,  9  =  0. 
et  l'enveloppe  de  ce  système  s'obtient  au  moyen  de  l'équation 


=r 


dr^i^  /'« 


Les  valeurs  réelles  de  r  tirées  de  cette  équation  déterminent,  conjointement  arrr 
la  première,  un  point  de  l'enveloppe. 

L'auteur  discute  d'abord  les  solutions  sur  l'ellipsoïde  allongé  et  sur  l'ellipsoido 
aplati,  et  détermine  ensuite  la  forme  et  la  position  de  la  courbe  sur  l'hyperboloîdo 
il  deux  nappes,  sur  le  cône  et  sur  l'hyperboloi'de  à  une  nappe,  à  l'aide  d'une  de- 
formation  de  la  surface.  Sur  les  byperboloïdes,  il  ne  se  produit  d'enveloppe 
qu'après  que  la  courbe  a  pasné  par  un  point  infiniment  éloigné,  de  telle  sorte  que, 
dans  le  sens  qu'y  attache  Jacobi,  il  n'existe  pas  d'enveloppe  dans  la  partie  de  la 
ligne  géodésique  située  à  distance  finie. 

L'auteur  étudie  le  paraboloîde,  en  le  faisant  résulter  de  l'eliipsoide  allongé;  l'en- 
veloppe se  change  alors  dans  le  cercle  parallèle  à  l'infini. 

Nenmann  {F.).  —  Sur  une  nouvelle  propriété  des  Yf">  de  Laplacc. 
et  son  application  h  la  représentation  analytique  des  phéno- 
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mènes  qui  sont  fonctions  de  la  longitude  et  de  la  latitude  géo- 
graphiques. (567-576). 

Cet  article  a  été  publié  la  première  fois  en  i838,  dans  les  Astronomische  Nœh- 
richten^  de  Schumacher.  L'auteur  y  indique  la  méthode  qu'il  faut  suirre  pour 
qu'une  fonction  dont  on  a  obtenu  par  l'observation  certaines  valeurs  pour  des 
valeurs  déterminées  de  In  longitude  et  de  la  latitude  puisse  être  représentée  par 
une  série  procédant  suivant  les  fonctions  YC^  En  terminant,  l'auteur  montre  com- 
ment la  représentation,  contenue  dans  sa  méthode,  d'une  fonction  d'une  seule  va- 
riable au  moyen  des  fonctions  sphériqurs  conduit  immédiatement  à  la  formule 
donnée  par  Gauss  pour  le  calcul  approximatif  d'une  intégrale  (*). 

Ax.  H. 


SITZUNGSBËRIGHTE  der  Kaiserlichen  Akadehie  der  Wissenschaften 
zu  WiEN.  —  Mathematisch-naturwissenschaflliche  Classe  («). 

Tome  LXXVI;  juin-décembre  1877. 

Finger  (•/.).  —  Sur  l'influence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  les 
mouvements  progressifs  parallèlement  à  la  surface  spliéroïdale 
de  la  Terre  suivant  des  trajectoires  quelconques,  eu  particulier 
sur  les  courants  des  rivières  et  sur  les  vents.  (67-103). 

Hornstein  (C).  —  Sur  la  dépendance  probable  du  vent  et  des  pé- 
riodes des  taches  solaires.  (104-116,  1  pi.). 

Pelz  [KJ).  —  Sur  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  fon- 
damental de  Pohlke.  (i23-i38,  i  pi-). 

L'énoncé  de  ce  théorème  est  le  suivant  : 

«  Trois  droites  de  longueurs  quelconques,  menées  dans  un  plan  par  un  même 
point  et  faisant  entre  elles  des  angles  quelconques,  forment  uue  projection  paral- 
lèle de  trois  segments  égaux  pris  sur  trois  axes  rectangulaires  à  partir  do  Torigine, 
à  la  condition  qu'une  seule  des  longueurs  ou  un  seul  des  angles  puisse  s'annuler.  » 

Igel  [B.).  —  Théorèmes  et  démonstrations  sur  la  théorie  des  ré- 
sultantes. (145-168). 

Winckler  [Ant,),  —  Sur  une  relation  correspondante  aux  équa- 
tions différentielles  linéaires  du  second  ordre.  (173-178). 


(')  Comm,  Soc.  Reg.  Gôt.  récent. ^  t.  III. 
(•)  Voir  Bulletin^  II,,  228. 
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Jucobi  a  établi  {Mathem.  Werke,  t.  II,  p.  i3}  que  les  propriétés  des  fonction  H. 
(|iii  servent  de  numérateurs  et  de  dénominateurs  dans  les  expressions  des  fonctimis 
elliptiques,  peuvent  se  déduire  immédiatement  de  l'équation  aux  dérivées  partiell< -^ 

à  KkiucHc  elles  satisfont.  On  peut  se  demander  s'il  n'existe  pas  des  transcendanlc^ 
plus  compliquées  dont  l'étude  puisse  se  ramener  pareillement  à  celle  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  simple.  M.  Winckler  détermine,  pour  l'intéjjrale  (i<^ 
l'équation  différentielle  linéaire  (jénérale  du  second  ordre,  l'équation  aux  dcriv<'«<i 
partielles  correspondante. 

Loschniidt  («/.).  —  Sur  l'état  d'équilibre  thermique  d'un  syslèmc 
de  corps,  en  ayant  égard  à  la  pesanteur.  (  2og-22j). 

Puluj  (•/.).  —  l^u  radîomèlre.  (226-230,  1  pi.). 

Gruss  {(r,).  —  Sur  Torbite  de  la  planète  Loreley  (ig5^  .  (263-274  • 

Schuhmeister  (•/.).  —  Expériences  sur  la  conductibilité  pour  In 
chaleur  du  coton,  de  la  laine  et  de  la  soie.  (  283-3o2). 

Seewald  [Ed.),  —  Calcul  simple  des  arcs  d'ellipse.  (365-372,. 

Boltzmann  [L-]'  —  Sur  la  relation  entre  le  second  théorème  fon- 
damental de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur  et  le  Calcul  de> 
probabilités,  ainsi  que  les  théorèmes  sur  l'équilibre  de  la  chaleur. 
(373-435). 

I.  Le  nombre  des  forces  vives  est  un  nombre  discret.  —  II.  Les  forces  vives  ««• 
transforment  continuellement  les  unes  dans  les  autres.  —  III.  Considération  dri 
molécules  giizeuses  polyatomiques  et  des  forces  extérieures.  —  IV.  Sur  les  condi- 
tions du  maximum  du  produit,  dégagé  dVxposants  de  puissances,  de  toutes  les  va- 
leurs de  la  fonction  déterminant  la  distribution  dans  l'état  actuel.  —  V.  Relation 
de  l'entropie  avec  la  quantité  que  l'auteur  a  désignée  par  proàabitité  <fe  fa  diitn- 
billion , 

Ciamician  (G.).  —  Sur  les  spectres  des  éléments  chimiques  cl  df 
leurs  combinaisons.  (499-317,  3  pi.). 

Exner  [K.).  —  Sur  les  anneaux  de  Fraunliofer,  les  bandes  do 
Quetelet  et  les  phénomènes  qui  s'y  rattachent.  (522-550,  2  pi.)- 

Pfaundler  {L.).  —  Sur  le  nombre  absolu  minimum  d'impulsions 
sonores  nécessaire  pour  la  production  d'un  son.  (561-572). 

Handmann  (-ft.),  S.  J.  —  Rapport  sur  le  moteur  électromagm- 
lîque  d'Egger.  (573-634,   1  pi)- 
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Schell^A.).  —  Le  baromètre  anéroïde  absolu.   (635-669,  a  pi.). 

Harni  (/.).  —  Sur  la  température  de  Vienne,  d'après  cent  années 
d*observatîons.  (685-736). 

Hocevar  [Fr.),  —  Sur  une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre.  (748-846). 

Il  s'agit  de  Téquation 

que  l'on  peut  coDBÎdérer  comme  une  généralisation  di*  l'équation  de  Jacobi.  En 
posant 

U  V  w 

x  =  -,  r  =  p    «=7. 

riotégratton  de  cette  équation  se  ramène  à  celle  du  système  'd'équations  simul- 
tanées 

dt  du  dv  dtv 

uf  H- «,«-+-«,«»-♦-<»,♦*•       Ar -h  ^, «-+....      C/H-...       et -{-,.. 

Kantor  (5.).  —  I.  Sur  la  dépendance  de  n  droites  quelconques 
dans  le  plan.  (753-757).  —  II.  Sur  les  propriétés  du  triangle  et 
sur  deux  théorèmes  de  Steiner  qui  s'y  rattachent.  (788-767).  — 
III.  Sur  une  extension  de  théorèmes  connus  sur  le  triangle  aux 
polygones  complets  quelconques  de  /?  sommets  inscrits  à  une 
conique.  (768-773).  —  IV.  Sur  le  tétragone  et  le  quadrilatère 
inscrits  au  cercle,  et  sur  le  quadrilatère  complet  en  général. 

(774-792). 

Long  [F.  V»),  —  Grandeur  et  position  des  axes  d'élasticité  dans 
le  gypse.  (793-811). 

BoUzmann  {L.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  de  la 
réaction  élastique  et  sur  une  nouvelle  méthode  pour  observer 
les  oscillations  au  moyen  d'une  lecture  dans  un  miroir,  sans 
charger  le  corps  oscillant  d'un  miroir  de  masse  sensible.  (81 5- 
842). 

I.  Sur  ta  théorie  de  la  réaction  élastique.  —  II.  Sur  la  méthode  de  lecture  par 
réflexion  dans  de  très  petits  miroirs. 

Uull.  det  Sciences  math.  2«  Série,  t.  IV.  (Octobre  1880.)  R  .  16 
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Zelbr  [K.).  —  Sur  l'orbite  de  la  planète  (m)  Laurentia.  (843- 
85i). 

Pfaundler  {LJ).  —  Sur  Tapplication  du  priacipe  de  Doppler  au 
mouvement  de  translation  des  molécules  de  gaz  lumineuses. 
(852-858). 

TVeyr  [Ed.),  —  Détermination  des  surfaces  dont  des  portions 
quelconques  sont  projetées  de  deux  points  fixes  par  des  cônes 
dont  les  ouvertures  sont  dans  des  rapports  donnés.  (859-864). 

Hann  (/.).  —  Sur  la  pression  atmosphérique  à  Vienne,  avec  un 
Appendice  sur  la  température  à  Vienne.  (895-926). 

Slreiniz  {H,)  et  Streintz  [FrJ).  —  Les  contre-courants  élec- 
triques des  tiges  de  fer  magnétisées  transversalement.  (946-962). 

Tome  LXXVII;  janvier-mai  1878. 

Mach  (-£".),  Tumlirz  (O.)  et  Kogler  (C).  —  Sur  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes  des  étincelles.  (7-34)* 

JVenzel  [Ed.),  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  II  de 
Tannée  1874.  (93-108). 

Ettingshausen  [A.  a».).  —  Sur  les  expériences  électrodynamiqacs 
fondamentales  d'Ampère.  (109-134?  i  pi*)- 

Dvascli  (H.).  —  Construction  des  tangentes  à  la  ligne  de  contact 
d'une  surface  de  révolution  avec  la  développable  circonscrite 
menée  par  un  de  ses  points.  (174-182,  i  pi.). 

Haberditzl  {A.),  —  Sur  le  ton  variable  observé  par  DvoT-âk. 
(204-206). 

Pelz  [C).  —  Compléments  ou  méthode  générale  pour  déterminer 
les  foyers  des  contours  des  surfaces  du  second  degré.  (259-288, 
1  pi.). 

Suite  d*un  Mémoire  publié  par  Tauteur  au  Tome  LXXV  des  Sitzungsherickte, 

Mach  [E.).  —  Nouvelles  expériences  pour  la  vérification  de  la 
théorie  de  Doppler  sur  la  variation  de  ton  et  de  couleur  produite 
par  le  mouvement.  (293-3 10). 
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Liznar  (</•).  —  Sur  la  déclinaison  et  Tinrlinaison  magnétiques  à 
Vienne,  de  i852  à  1871.  (3i  1-333). 

Stefan  (•/•).  —  Sur  la  dilTusion  de  l'acide  carbonique  à  travers 
.l'eau  et  l'alcool.  (371-409). 

Streintz  {FrJ).  —  Sur  la  force  électromotrice  des  métaux  dans  les 
solutions  aqueuses  de  leurs  sulfates,  nitrates  et  chlorures.  (4io- 
420). 

Qruss  (G.)  et  Biennann  (O.).  —  Sur  la  détermination  des  résis- 
tances de  conductibilité  par  la  méthode  électrostatique.  (4^3- 
470). 

Puschl  (C).  —  Principes  de  la  théorie  actinique  de  la  chaleur. 
(471-500). 

Kostlivy  [St.),  —  Marche  diurne  et  annuelle  de  la  température  à 
Port-Saïd  et  à  Suez.  (533-568). 

Kostlivjr  {St.).  —  Moyennes  normales  de  cinq  jours,  en  degrés 
Réaumur,  pour  vingt-quatre  stations,  rapportées  h  la  période 
des  vingt  années  1848-1867.  ^669-580,  3  pi.). 

Sterneck  (R.v.).  —  Sur  les  propriétés  spéciales  de  certains  instru- 
ments astronomiques.  (58i-59i). 

Haberditzl  [A.).  —  Sur  la  rotation  acoustique  continue  et  ses 
relations  avec  le  principe  des  aires.  (641-646). 

Strasser  [P. -G.). —  Sur  la  température  mojennede  KremsmûnstcM*. 
(703-728). 

Wâchter  [Fr.).  —  Sur  le  volume  relatif  des  atomes.  (729-745). 

Becka  {G.).  —  Sur  l'orbite  de  la  comète  II  de  l'année  1873.  (75i- 

76.). 

Igel  {B»).  —  Sur  les  invariants  simultanés  dont  se  compose  la  ré- 
sultante de  trois  formes  quadratiques  ternaires.  (783-804)- 

«  Depuis  la  découverte  de  Sylvester,  on  sait  que  la  résultante  de  trois  formes 
quadratiques  ternaires  se  compose  comme  il  suit  : 

(i)  i2R  =  ï6c„— c;, 

C,2  et  Cf  étant  des  combinants,  Tun  du  douzième,  l'autre  du  siiième  degré. 
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•  Cayley  et  Hermite  ont  fait  connaître  la  formation  de  ces  combinants  {Journal 
de  Borchardt,  t.  57,  p.  iSg  et  371).  Pour  C^,  ils  parviennent,  par  des  voies  différentea, 
au  même  invariant,  et  pour  C,,  à  des  invariants  différents.  Tous  deux  se  servent 
du  même  mode  de  démonstration,  reposant  sur  ce  principe  que  tout  inrariâDt 
d'un  système  simultané  de  trois  formes  quadratiques  doit  se  changer  en  uoe  forme 
cubique  ternaire  de  même  nature,  si  Ton  veut  que  les  trois  formes  soient  les  àc- 
rivées  de  celle-là.  Maintenant,  d'après  Aronhold,  le  discriminant  d'une  forme  ru- 
bique  étant  formé  au  moyen  de  ses  invariants  fondamentaux  d'après  la  formule 

(2)  A=r— 64S", 

il  ne  s'agit  plus,  en  vertu  du  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  que  de  faire 
voir  que  (1)  se  change  en  (j),  si  l'on  introduit  à  la  place  des  trois  formes  les  dé- 
rivées d'une  forme  cubique.  Cayley  démontre  qu'il  en  est  ainsi,  en  prenant  le  ra« 
particulier  des  formes 


/. 

x\ 

-t-  a/x. 

X3, 

/,= 

x\ 

-H  2/x, 

^t^ 

/.- 

x\ 

-h  a/or, 

'v 

calculant  pour  ces  formes  les  invariants  C,,  et  G^,  et  arrivant  de  cette  manière  à 
la  relation  (i).  Mais  Cayley,  non  plus  qu'Hermite,  n'ayant  pas  suffisamment  mis  en 
lumière  la  véritable  nature  et  l'étroite  liaison  de  leurs  formations  d'invariants  avec 
les  cas  analogues  de  la  théorie  des  formes  cubiques  ternaires,  et  justi6ant  leurs 
lois  de  formation  par  la  simple  démonstration  de  la  formule  (i),  il  m'a  semble 
préférable  de  suivre  la  marche  inverse  et  de  démontrer  l'exactitude  des  formation» 
d'invariants  en  partant  de  leur  dépendance  avec  les  formations  analogues  dans  la 
théorie  des  formes  cubiques  ternaires,  pour  en  déduire  ensuite  la  relation  (i).  • 

Alargules  [Max,).  —  Sur  la  théorie  et  l'application  des  rotations 
électromagnétiques.  (8o5-8i8). 

Mach  (£*.).  —  Sur  la  marche  des  ondes  d*étincelles  dans  le  plan 
et  dans  l'espace.  (819-838). 

Ciamician  (G.).  —  Sur  Tinfluence  de  la  pression  et  de  la  tempéra- 
ture sur  les  spectres  des  vapeurs  et  des  gaz.  (  839-841). 

Tome  LXXVIII;  juin-décembre  1878. 

Boltzmann  [L.).  —  Nouvelles  remarques  sur  certains  problèmes 
de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  (7-4^). 

I.  Sur  la  relation  entre  le  deuxième  théorème  fondamental  et  les  théorèmes  sur 
la  probabilité  de  la  distribution  de  la  force  vive.  —  II.  Sur  l'équilibre  de  lacb.nIoitr 
dans  un  gaz  pesant. 

Hocevar   (fr,).  —   Sur  Tîntégration  d'un    système  d'équations 
simultanées.  (47-58). 

■  Lorsqu'on  veut  généraliser,  en  an{;mentant  le  nombre  des  variables' indépen- 
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daates,  les  résultats  obtenus  par  rintégrotion  d'une  équation  aux  différentielles 
ordinaires  du  premier  ordre,  on  parvient  soit  à  une  équation  aux  différentielles 
totales,  soit  à  une  équation  linéaire  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre, 
ces  deux  sortes  d'équations  contenant  l'équation  primitive  comme  cas  particulier. 
Ainsi  Téquation  intégrée  par  Jacobi  au  Tome  24  du  Journal  de  Crelle  a  été  changée 
par  Hesse,  au  Tome  25  du  même  Journal,  en  une  équation  aux  différentielles  par- 
tielles, et  par  Radau,  au  Tome  LXVI  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l*jicadémie 
des  Sciences,  en  une  équation  aux  différentielles  totales. 

•  Le  présent  travail  part  de  Téquation  qui  a  été  intégrée  par  Minding  en  i863, 
dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Saint-Pétersbourg,  et  qui  diffère  de  celle  de 
Jacobi  en  ce  que«  au  lieu  de  fonctions  linéaires  des  variables,  elle  contient  des 
fonctions  homogènes  de  deux  degrés  différents.  Cette  équation  différentielle  a  été 
changée  en  une  équation  linéaire  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 
dans  la  supposition  que  l'un  des  deux  degrés  des  fonctions  homogènes  est  égal  à 
l'unité,  l'autre  restant  quelconque.  » 

Diischeiner  {L.).  —  Sur  le  mouvement  de  rélectricîté  dans  l'es- 
pace et  sur  les  anneaux  de  Nobili.  (p^-i  12  ). 

Ptibram  [II.)  et  Handl  (-^/.)-  —  Sur  la  viscosité  spécifique  des 
fluides,  et  ses  rapports  avec  la  constitution  chimique,  (i  i3-i64) 
3  pi.). 

Kantor  (*S.).  —  Sur  le  pentagramme  complet.  (lôS-iya).  —  Sur 
le  tétragone  complet  en  général  et  le  tétragone  complet  inscrit 
au  cercle  (suite).  (173-192).  —  Sur  une  espèce  de  droites  et  de 
points  remarquables  dans  les  polygones  complets  de  n  sommets 
inscrits  au  cercle.  (193-203).  —  La  géométrie  des  tangentes  dans 
rhypocycloïde  de  Steiner.  (2o4-233). 

Gruss  (G.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  V,  1874. 
(266-278). 

Puhij  («/.).  —  Sur  le  frottement  des  vapeurs.  (279-31 1,  1  pi.). 

Kunerth  [Ad.).  —  Méthode  pratique  pour  la  résolution  numé- 
rique des  équations  indéterminées  du  second  degré  en  nombres 
rationnels.  (327-337).  —  Résolution  numérique  des  congruences 
du  second  degré  pour  chaque  module  simple.  (338-346). 

Exner  [Fr,).  —  Sur  la  nature  de  la  polarisation  galvanique.  (347- 
390). 

Weyr  [Em.),  —  Représentation  sur  une  conique  d'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordi*e,  douée  d'un  point  cuspidal.  (396- 

398). 
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Mach  {E,)  et  Gruss  (G.).  —  Etude  optique  des  ondes  d'étincelles . 

(467-480). 

Klemencic  (/.).  —  Observations  sur  la  réaction  élastique  dans  le 
verre.  (481-499;  ^  ?'•)• 

Mach  (E,)  et  Wekrubshy  (/.  1;.).  —  Sur  les  formes  des  ondes 
d'étincelles.  (55i-56o). 

Exner  {Fr.)  et  Goldschmiedt  (G.).  —  Influence  de  la  tempéra- 
ture sur  la  conductibilité  galvanique  des   fluides.  (575-583, 

4  pi). 

Lécher  (E,)»  —  Détermination  expérimentale  de  la  chaleur  de 
combinaison  de  Tacide  carbonique  et  de  l'ammoniaque  dans  le 
carbaminate  d'ammoniaque.  (711-728). 

Mach  [E.)  et  Doubrava  («S.).  —  Sur  le  passage  violent  de  l'élec- 
tricité à  travers  le  verre. (  739-732). 

Boltzmarm  {L,).  —  Sur  la  relation  des  phénomènes  de  diffusion 
avec  le  second  théorème  fondamental  de  la  Théorie  mécanique  de 
la  chaleur.  (733-763). 

Gegenbauer  (L,).  —  Sur  la  théorie  des  quadratures  mécaniques. 

(768-778). 

F(jr)  étant  une  fonction  développable  Buivant  les  puissances  entières  et  positive» 
de  X,  on  se  propose  do  calculer  approximativement  la  valeur  de  l'intégrale 

au  moyen  des  valeurs  que  la  fonction  F(x)  prend  pour  les  n  valeurs  de  Targunent 
X  =  Xj,  x,,  . . .,  X,.  Les  r  quantités  x,,  x,,  . . .,  x^  sont  données;  les  autres  x^^,, 
^r+t*  -  •  •!  'n  doivent  être  déterminées  de  manière  que  l'erreur  commise  en  faisant 
usage  de  la  formule  d'approximation  obtenue  s'annule  pour  des  fonctions  F(x^ 
du  degré  le  plus  élevé  possible.  Tel  est  le  problème  traité  dans  cette  Hôte. 

Alargules  [Max,).  —  Remarque  sur  les  formules  fondamentales 
d'électrodynamiquc  de  Stefan.  (779-788). 

Kantor  (5.).  —  Sur  la  dépendance  de  n  droites  quelconques  dans 
ie  plan.  I  (suite).  (789-796).  —  Sur  le  pentagramme  complet 
i!t  certaines  séries  de  courbes  c|ui  s'y  rapportent.  II  ( suite j. 
(797-825). 
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Ciamician  (G.).  —  Sur  rinfluence  de  la  densité  et  de  la  tempéra- 
ture sur  les  spectres  des  vapeurs  et  des  gaz.  (867-890,  5  pi.). 

ÏVeyr  [E/n.),  —  Représeutatiun  sur  une  conique  d'une  courbe 
gauche  de  quatrième  ordre  avec  un  point  double.  (891-895). 

Kantor  (6'.).  —  Formules  métriques  relatives  au  faisceau  de  co- 
niques à  quatre  points  fondamentaux  réels.  (900-915). 

Holetschek  (•/.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  VI  de 
Tannée  1874.  (916-934)- 

Klemencic  (/.).  —  Contribution  à  la  connaissance  du  frottement 
intérieur  dans  le  fer.  (935-942). 

Stefan  (/.).  —  Sur  la  diilusion  des  fluides.  (957-970). 

Zelbr  (K.).   —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  III  de 
Tannée  1877.  (976-984). 

Lang  [f^,  V.).  —  Nouvelles  observations  sur  les  colonnes  d'air 
résonnantes.  (988-999,  1  pi.). 

Kûhnert  (Fr.).  —  Sur  Torbile  de  la  planète  (Îm)  Hilda.  (ioi3- 

1042). 
Peschka  (G.).  —  Démonstration  élémentaire  du  théorème  fonda- 
mental de  Taxonométrie  de  Pohlke.  (io43-io55^  i  pi.). 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  desSciences(  '). 

Tome  XG;  1880,  >/  semestre. 

KM;  5  joillet. 

Ijxwj,  —  Etude  de  la  variation  de  la  ligne  de  visée,  faite  au 
grand  cercle  méridien  de  TObservatoire  de  Paris,  construit  par 
M.  Eichens,  au  moyen  d'un  nouvel  appareil.  (6). 

(•)  Voir  Bulletin,  1V„  89. 
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Janssen,  —  Sur  la  photographie  de  la  chromosphère.  (12). 

F^illarceau  (-I^.)'  —  Sur  rintégration  des  équations  linéaires  au 
moyen  des  sinus  des  ordres  supérieurs.  (i3). 

J canin,  —  Sur  les  conséquences  de  l'expérience  de  MM.  Lontin  el 
de  Fonvielle.  (i4)' 

ChevreuL  —  Sur  la  vision  des  couleurs.  (16). 

Le  Clerc  et  de  Bernard ières.  —  Détermination  de  la  différence 
de  longitude  entre  Paris  et  Bonn.  (36). 

Escary,  —  Sur  quelques  remarques  relatives  à  l'équation  de  Lamé. 

(4o). 

Turquan  (Z.j.  —  Intégration  d'un  nombre  quelconque  d'équations 
simultanées  entre  un  même  nombre  de  fonctions  de  deux  va- 
riables indépendantes  et  leurs  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  (43). 

Thalén  (It-)<  —  Sur  les  raies  brillantes  spectrales  du  métal  scan- 
dium.  (4^1- 

Trouvé  (G.).  —  Perfectionnements  apportés  aux  bobines  du  genre 
Siemens.  (48). 

N<>2;  12  jiillet. 

Tisserand  et  Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  b  1880 
(Schaeberle),  faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  Éléments  de  la 
comète  b  1880-,  par  M.  Bigourdan.  (71). 

Faje.  —  Sur  le  pendule.  (75). 

Pépin  (le  P.). — Nouveaux  théorèmes  sur  l'équation  ax^-^bj^^z^. 
(100). 

Ces  théorèmes  ont  pour  objet  des  cat  fort  étendus,  où  l'équation  précédente  est 
impossible  en  nombres  entiers,  tandis  que  l'équation  quadratique  correspondante 
admet  une  infinité  de  solutions.  Cliacun  d'eux  comprend  une  série  indéfinie  d'équa- 
tions de  la  forme  indiquée,  ayant  un  coefficient  commun,  et  dont  l'autre  coefficient 
est  successivement  égalé  à  tous  les  nombres  premiers  renfermés  dans  une  même 
forme  qnadratique. 

Escarj.  —  Sur  quelques  remarques  relatives  à  l'équation  de  Lame. 

(102). 
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Govi  (G.).  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  la  longueur  du 
pendule  simple.  (  i o5  ) . 

Fi/y  (C).  —  Méthode  synthétique  rapide  pour  établir  les  for- 
mules fondamentales  relatives  aux  changements  d'état.  (io6). 

Croohes.  —  Sur  la  constitution  de  la  matière  et  l'état  ultra-gazeux. 

(io8). 

Laurent  (L.).  —  Sur  les  lampes  monochromatiques.  (112). 

Ader.  —  Effets  téléphoniques  résultant  du  choc  des  corps  ma- 
gnétiques. (ii5). 

NO  3;    19  jiillel. 

Bigourdan  (G.).  —  Ephéméride  de  la  comète  b  1880  (Schaeberle). 

(i53). 

Dedehind  (B.).  —  Réponse  à  une  remarque  de  M.  Sylvesler,  con- 
cernant les  Leçons  sur  la  théorie  des  nombres  de  Dirichlet. 
(«54). 

Tacchini.  —  Sur  la  cause  des  spectres  fugitifs  observés  par 
M.  Trouvelot  sur  le  limbe  solaire.  (i56]. 

Mascart,  —  Sur  Télectricité  atmosphérique.  (i58). 

Joubert  (J.).  —  Sur  les  courants  alternatifs  et  la  forme  électro- 
motrice de  Tare  électrique.  (161). 

Wite  (^•).  —  Sur  un  nouveau  thermomètre  à  air.  (164). 

N»  4^  26  jiiiiel. 

Fillarceau  (  V.).  —  Note  sur  la  théorie  des  sinus  des  ordres  supé- 
rieurs. (ipS). 

Farkas  («/•)•  —  Sur  la  théorie  des  sinus  des  ordres  supérieurs. 
(209). 

AppelL  —  Sur  la  transformation  des  équations  dillërentielles 
linéaires.  (211). 

.  d'Y  d*^^Y 

Si  -j-jj  H-  n,   ,  ^J^  H-. .  .4-  a^jr  =  o  est  une  équation  différent ielle  linéaire  dont 
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.^iiTit  •••fJ^n  constituent  un  système  fondamental  d'intégrales,  on  peut  former 
l'équation  différentielle  linéaire  qui  admet  pour  inté^^rale  la  fonction  z,  définie  par 
réquation 

où  y  est  une  fonction  algébrique  entière  des  fonctions  jr^,  ^„  •••>J^«  «t  de  lenn 
dérivées  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  données  de  x.  M.  Appell  applique  à 
quelques  cas  simples  cette  transformation. 

Picard  {E,).  —  Sur  une  propriété  des  fonctions  et  des  courbes 
algébriques.  (214)* 

Existe-t-il  d'autres  courbes  algébriques  que  celles  du  genre  o  ou  i,  dont  les 
coordonnées  soient  susceptibles  de  s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  d'un 
paramètre  à  discontinuités  exclusirement  polaires?  Telle  est  la  question  que  si* 
pose  l'auteur  :  il  démontre  que  la  réponse  est  négative  dans  le  cas  des  courbe» 
hyperelliptiques. 

Lodin.  —  Sur  les  causes  d'altération  intérieure  des  chaudières  h 
vapeur.  (217). 

Martin  (^.)-  —  Sur  une  méthode  d*autocoIlimation  directe  dvs 
objectifs  et  son  application  à  la  mesure  des  indices  de  réfraction 
des  verres  qui  les  composent.  (219). 

Martin  (-^.).  —  Sur  l'emploi  du  sphéromètre.  (aai). 

Lemstrom  {S.).  — Sur  les  causes  du  magnétisme  terrestre.  (323). 

Gérard-Lescuyer.  —  Sur  un  paradoxe  électrodynamique.  {226). 


N°  5î  2  «o<t. 
Farkas  (•/•).  —  Sur  la  théorie  des  sinus  des  ordres  supérieurs. 

(278). 

Hautefeuille  et  Chappuis  (/.).  —  Recherches  sur  l'effluve  élec- 
trique. (281). 

Arsonval  [A.  d'),  —  Recherches  sur  les  piles.  (284)' 

Dufet  (If.),  —  Sur  les  propriétés  optiques  des  mélanges  de  sel- 
isomorphes.  (286). 


r 
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N°  e^  9  a«it. 

Tacchini  (-P-).  —  Résultats  des  observations  de  taches  et  facides 
solaires  pendant  les  deux  premiers  trimestres  de  1880.  (3k6). 

Brioschi.  —  Sur  une  classe  d'équations  linéaires  du  second  ordre. 

(3.7). 

Cette  claise  d'équations  contient,  entre  antres,  l'équation  de  Lamé,  celles  de 
M.  Hermite  et  de  M.  Gyldén,  celles  enfin  étudiées  par  l'auteur  dans  deux  articles 
publiés  dans  les  yinnali  di  Matematica  (t.  IX,  X). 

On  les  obtient  comme  il  suit  : 

étant  une  équation  diflërentielle  linéaire,  àonXjr^^jTj  sont  deux  solutions  particu- 
lières, si  l'on  pose^,^,  =:  z,  on  a 

.  -CZ(x)  _  —  -CZ(x) 

où  C  est  une  constante  et  où 

Soit  maintenant  f{x)  =  ^x* — ff^x  —  ff^  et  0  une  racine  quelconque  de  l'équa- 
tion ^(x)  =  o,  on  fera 

I  /ç»'    .        p     \                ax-H/3 
/'  =  «(""-♦ )^     7  = * 

^,  oe  et  /3  désignant  trois  indéterminées. 

Righi,  —  Expériences  sur  la  décharge  dans  les  gaz  raréfiés.  (3 19). 
Ney reneuf,  —  Sur  quelques  propriétés  des  flammes.  (32i). 

N<»  7;  16  tout. 

Appell.  —  Sur  quelques  formules  relatives  aux  fonctions  hyper- 
géométriques  de  deux  variables.  (364)* 

Suite  des  Communications  insérées  dans  ies  Comptes  rendut  (t.  XC,  p.  396,  731, 
977).  L'auteur  donne  une  suite  de  formules  analogues  à  celles  que  Gauss  {Werhe^ 
III  Bd,  p,  a8,  220,  ...)  a  données  pour  les  fonctions  hypergéométriques  d'une 
seule  variable. 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  quelques  tentatives  de  démonstration  du 
théorème  de  Fermât.  (366). 

Cette  Note  est  relative  à  In  Communication  du   i4  juin  1880;  elle  rappelle  le 
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jugement  porté    il   y   u  longtemps  par  Libri  {Journal  de  Crelle,  t.  9),  tur  les  iit>- 
raonstralions  ayant  la  même  base  que  celle  qui  fait  l'objet  de  cette  Communication. 

Tliollon  (L.),  —  Observation  faite  sur  un  groupe  de  raies  dans  le 
spectre  solaire.  (368). 

Crafts  (/.}.  —  Sur  la  cause  des  variations  des  points  Gxe»  dans  les 
tliernioinètres .  (  3  70  ) . 

NO  8;  25  aoit. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes^  faites  à 
rObservatoire  de  Greenwicli  (  transmises  par  l'Astronome  Royal, 
M.  Airy)  et  à  TObscrvatoire  de  Paris  pendant  le  deuxicou' 
trimestre  de  Tannée  1880.  (4^2). 

Quel.  —  Le  Soleil  induirait  sensiblement  la  Terre,  alors  mcmt* 
que  son  pouvoir  magnétique  serait  simplement  égal  à  celui  de 
notre  globe.  Induction  de  la  Lune  par  la  Terre  et  variation 
diurne  lunaire  des  boussoles  terrestres.  (4^9). 

Picard  (-P.).  —  Note  relative  au  mouvement  alternatif  d'tme  ma- 
chine magnéto-électrique  actionnée  par  le  courant  d*une  ma- 
chine dynamo- électrique.  (4i<)* 

Crafts  (/.).  —  Sur  les  variations  du  coefficient  de  dilatation  du 
verre.  (4^3 ). 

N""  9;  30  atil. 

Amagat  {E,).  —  Sur  la  dilatation  et  la  compressibilité  des  gaz 
sous  de  fortes  pressions  (4^8). 

Thollon  {L,),  —  Observation  d'une  protubérance  solaire  le  3o  août 
1880.  (432). 

N»  10^  6  septeibre. 

Stephan.  —  Planète  (217),  découverte  par  M.  Coggia,  à  TObser- 
vatoire  de  Marseille,  le  3o  août  1880.  {4^g). 

Tacchini  (P.).  —  Observations  des  protubérances,  des  facules  ei 
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des  laclies  solaires  pendant  le  premier  semestre  de  Tannée  1880 

(466). 

Joubert  (/.)•  —  ^^^  ^^  ^^^  ^^^  machines  magnéto -électriques. 

(468). 

Pernet  (7.).  —  Sur  les  variations  des  points  fixes  dans  le  lliermo- 
mètre  à  mercure  et  sur  le  moyen  d'en  tenir  compte  dans  Téva- 
1  nation  des  températures. 

N""  11;  13  septembre . 

Bigourdan  (G.).  —  Observations  de  la  comète  Faye  et  de  la  co- 
mète b    1880    (Scliaeberle),    faites   à    l'Observatoire  de  Paris. 

(483). 

Cruls  (L,),  —  Sur  le  mouvement  orbital  probable  de  quelques 
systèmes  binaires  du  ciel  austral.  (485  ). 

Cruls  (Z.).  —  Recherches  spectroscopiques  sur  quelques  étoiles 
non  encore  étudiées.  (486). 

Thollon  {L.).  —  Sur  quelques  phénomènes  solaires  observes  à 
Nice.  (487). 

Joubert  (•/.)•   —   Sur  la  loi  des   machines  électromagnétiques. 

(5o3). 

N''  12;  20  septeibre. 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  nouvelle  planète  Coggia  (St)  , 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (5i6). 

Cmovî  (C).  —  Sur  une  nouvelle  expérience  destinée  à  montrer  le 
sens  de  la  rotation  imprimée  par  les  corps  à  la  lumière  polarisée. 

(017). 

Thollon  [L,).  —  Etude  sur  les  raies  telluriques  du  spectre  solaire». 
(Sao). 

N<>  13;  27  septenbre. 

Perrier  {L,).  —  Manomètre  .1  tension  de  vapeur  pour  analyser  les 
liquides  et  mesurer  les  pressions.  (538). 


^:!i^ 
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Gilbert  {PhJ).  —  Sur  une  propriété  de  la  fonction  de  Poisson  ei 
sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  (54i)- 

Soient  x,,  x,,  . . .,  x,,  p^^  /?,,  . . .,  p.,  2/1   variables  quelconques  entre  lesquelles 
existent  m  équations 

F,  =  o,     F,=  o,     . . . ,     F^=  o, 

d'où  l'on  tire  les  Talenrs  de  m  quantités  ^p  /»,,  "-t  Pm  ^"  fonction  des  autres,  sous 
la  forme 

Désignons  par  A  le  déterminant  fonctionnel 


df, 

àp, 

dF, 

àp, 

àp, 

dF, 
àp, 

0  m  9 

dF, 
<>P, 

•    •     •                     •    •    • 

dp. 

âF, 

àF, 

àP„ 

àp^ 

Op. 

Op. 

Cl  par  à^l  le  mineur  de  ce  déterminant  résultant  de  la  suppression  des  colonnes 
de  rang  r  et  x  et  des  lignes  de  rang  /  et  k.  On  a,  pour  deux  indices  quelconque» 
t  et  k  pris  dans  la  suite  i,  a,  . . .,  m,  l'égalité 


(Pi—^i*Pk  —  ^)  = 


(-ly-- 


S  a;|(f,  F,), 


r,s 


OÙ  le  symbole  (91  ^)  désigne  la  fonction  de  Poisson,  formée  avec  deux  fonctions  f, 
^  des  7  H  variables,  et  V  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  deux 


r,* 


à  deux  des  indices  r,  s  pris  dans  la  suite  i,  3,  . . .,  m. 

Dans  une  Communication  postérieure,  M.  Gilbert  expose  le  parti  qu'on  peut  tirer 
de  cette  égalité  pour  l'exposition  de  la  méthode  qu'a  donnée  Jacobi  pour  Tinte- 
gration  d'une  équation  différentielle  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

JFarkas.  —  Sur  la  théorie  des  sinus  des  ordres  supérieurs.  (545]* 

Go9i.  —  Sur  l'Inventeur  des  lunettes  binoculaires.  (547)- 

J.  T. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  iZy 


JOURNAL  PUR  DIE  REINE  v^D  AX6EWANDTE  Mathematik,  bcrausgegeben  von 

C-W.  BORCHARDT. 

Tome  LXXXVII;  1879. 

Boldt  (G. -G.).  —  Mémoire  sur  les  équations  résolubles  algébri- 
quement. (l-25). 

L  Des  équntiona  dont  le  degré  jjl  est  un  nombre  premier. 

Après  avoir  démontré  trois  théorèmes  sur  les  racines  de  ces  équations,  Tauteur 
fait  voir  que  l'expression 

où  a  est  une  racine  quelconque  de  l'équation  a*^ —  1  =  o  et  x,,  r,,  . . .,  jr  ,  sont 
les  racines  de  Téquation  proposée,  n'admet  que  /t  —  1  valeurs  pour  toutes  les  va- 
leurs dont  les  radicaux  sont  susceptibles.  Ce»  valeurs  sont,  par  conséquent,  racines 
d'une  équation  du  degré  fi  —  i  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  quantités  qui  entrent  dans  l'équation  proposée.  D'ailleurs,  on  voit  aisément  que 
chacune  des  /ut  —  i  valeura  en  question  s'exprime  rationnellement  par  une  quel- 
conque d'entre  elles  et  que  s  est  racine  d'une  équation  abélienne  dont  le  degré  est 
tt  —  I  ou  un  diviseur  de  u  —  i. 

H.  Des  équations  dont  le  degré  est  fi  /a^  /A}  "  *^/>  *  ^^  nombres  /a*  fi|  >/&,•...,  ft^ 
étant  premiera  et  différents  entre  eui. 

III.  Des  équations  dont  le  degré  est  /i",  fi  étant  un  nombre  premier. 

IV.  Résumé  simple  :  «  Toutes  les  fois  qu'une  équation  irréductible  du  degré  /i'* 
est  résoluble  algébriquement,  elle  peut  ou  être  décomposée  en  /J*  équations,  cha- 
cune du  degré  /fc"~',  dont  les  coefTicients  sont  respectivement  des  fonctions  ration- 
nelles d'une  même  racine  d'une  équation  dont  les  coctBcients  sont  des  fonctions 
rationnelles  des  quantités  données  qui  entrent  dsns  l'équation  proposée,  ou,  si  cela 
n*a  pas  lieu,  l'équation  proposée  peut  être  décomposée  en  /i  équations,  chacune  du 
degré  /<^S  dont  les  coefficients  sont  respectivement  des  fonctions  rationnelles  d'une 
même  racine  d'une  équation  du  degré  fi  dont  les  coeflicients  sont  des  fonctions 

JÛl*  —  I 

rationnelles  d'une  racine  d'une  équation  du  degré y  dont  les  coefficients  sont 

/*  — I 

des  fonctions  rationnelles  des  quantités  données  qui  entrent  dans  l'équation  pro- 
posée. Dans  ce  dernier  cas,  on  peut  représenter  les  racines  sous  la  forme 

1         1  1 

û, -+-  rj-h  rjjH-...-Hrjî5i_j, 

où  a^  désigne  une  fonction  rationnelle  des  quantités  données  qui  entrent  dans 
l'équation  proposée,  et  où  r^^  r„  . . .,  r^n^^  sont  racines  d'une  équation  du  degré 
fgft —  I  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  données 
qui  entrent  dans  l'équation  proposée.  • 

Thomae  (/.).  —  Sur  les  fonctions  qui  sont  représentées  par  des 
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séries  Je  la  forme 


(.6-73). 


La  recherche  de  fonctions  définies  par  des  postulats  quelconques  analytiques  tend 
a  (gagner  des  représentations  explicites  ou  à  développer  les  propriétés  qu'on  appelle 
iliscontinuités  et  périodicité  des  fonctions.  Une  telle  recherche  n'atteint  un  terme 
«entièrement  satisfaisant  que  quand  elle  réussit  à  établir  un  système  de  propriétés 
qui  définissent  complètement  la  fonction  sans  supposer  qu'il  soit  possible  de  la  re- 
présenter. C'est  ce  qui  a  eu  lieu  dans  plusieurs  cas  avec  un  plein  succès  depuis  la 
découverte  de  la  méthode  de  Cauchy,  et,  si  une  telle  définition,  par  des  disconti- 
nuités et  par  la  périodicité,  a  été  suffisante,  elle  a  eu  l'effet  d'éclaircir  amplement 
l'essentiel  des  fonctions  considérées,  d'ouvrir  des  points  de  vue  dominants  pour  les 
représentations,  s'il  y  en  avait,  el  d'augmenter,  dans  beaucoup  de  cas,  l'efiectif  de» 
formules. 

C'est  d'après  cette  méthode  que  M.  Thomac  aborde  la  recherche  de  la  série  qu'il 
désigne  par  la  lettre  F.  Après  un  résumé  des  propriétés  qui  serrent  à  définir  les 
fonctions  à  rechercher  (n<*  1).  il  montre  (n**  2)  que  la  fonction  tellement  défini.' 
satisfait  à  une  formule  de  récursion  de  second  ordre  à  coefficients  complètement 
déterminés.  Mais,  comme  les  intégrales  de  cette  formule  récurrente  possèdent  aussi 
les  propriétés  demandées,  l'existence  de  la  fonction,  qui  dépend  d'une  manière 
linéaire  et  homogène  de  deux  fonctions  périodiques  arbitraires,  se  trouve  être  dé- 
montrée par  lii.  Dans  le  n*>  3,  l'auteur  effectue  l'intégration  de  la  formule  récurrente 
au  moyen  des  séries  F  et  gagne  des  représentations  pour  chacune  des  douse  branehes 
définies  dans  une  proposition  précédente.  Cependant  ces  représentations  ne  sont 
pas  toujours  convergentes  et  ne  peuvent  donc  être  employées  en  tous  cas;  aussi 
les  n**"  4,  5,  6  donnent-ils  pour  chaque  branche  dix  représentations  différentes,  en 
somme  cent  vingt  séries,  dont   soixante-quatre  sont  convergentes  pour  toutes  les 
valeurs  de  la  variable  /i ,  tandis  que  les  paramètres  sont  tenus  à  satisfaire  différentes 
conditions.  Selon  leur  caractère  à  l'infini,  les  branches  se  divisent  en  deux  classes, 
nommées  positive  et  négative.  Le  n"  7  montre  la  connexion  qui  existe  entre  les 
branches  d'une  même  classe,  et  le  n**  8  celle  qui  existe  entre  des  branches  de  classes 
différentes.  Le  n"  9  a  pour  objet  la  recherche  des  valeurs  de  la  série  F  lorsque 
quelques-uns  des  paramètres  tendent  à  croître  au-dessus  de  toute  limite  :  les  va- 
leurs asymptotiques  d'une  fonction  étant  des  propriétés  les  plus  importantes,  l'au- 
teur en  établit  un  grand  nombre  dans  ce  numéro.  Urie  méthode  très  analogue  a 
ct;lle  appliquée  par  RIemann  à  la  recherche  des  séries  de  Gauss  conduit  (n*  10)  au 
théorème  général   que   «  trois  séries  F,  dont  les  paramètres  ne  diffèrent  que  de 
nombres  entiers,  sont  liées  par  une  relation  linéaire  homogène  à  coefficients  ra- 
tionnels a,  et  le  n**  11  développe  quelques-unes  de  ces  relations.  Si  les  différences 
des  paramètres  sont  des  nombres  entiers  indéterminés,  il  n'est  pas,  en  général,  pos- 
sible do  représenter  les  coefficients  explicitement.  Toutefois,  le  n**  12  est  consacrt> 
à  un  cas  où  ces  coefficients  sont  fournis  par  les  réduites  d'une  fraction  continue 
qui,  sous  certaines  conditions,  représente  le  quotient  de  deux  séries  F.  Enfin  \v. 
n*"  13  fait  voir  comment  la  série  F  se  prête  à  être  mise  ^ous  la  forme  d'intégrales 
définies. 

Ainsi  les  séries  F  présentent  un  parallélisme  frappant  avec  les  fonctions  repré- 
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sentées  par  les  séries  de  Gauss  et  traitées  d'après  les  méthodes  de  Riemann,  et 
encore  avec  celles  définies  par  la  série  de  Heine,  recherchées  par  M.  Thomac. 

Cayley  (^.).  —  Sur  les  fonctions  5  doubles.  (74"8i). 

Le  Mémoire  se  rapporte  à  Téquation  différentielle 

\ —  o 


et  en  développe  l'intégrale  sous  une  forme  propre  à  servir  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions d-  doubles. 

Cajlej  (^.).  —  Sur  un  tliëorème^'clatif  aux  covariants.  (82-83). 

Hermès.  —  Réduction  à  des  équations  linéaires  du  problème  de 
la  division  du  cercle  (pour  des  nombres  premiers  de  la  forme 

2'»+i).  (84-ii3). 

Le  Mémoire  enseigne  à  trouver  directement,  et  sans  trop  de  travail,  certains 
nombres  dont  on  a  besoin  pour  effectuer  la  division  du  cercle  en  n  parties  égales, 
où  n  =  a'-f- 1>  m  =  ^i^.  Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  ne  se  prêtent  pas  à  être 
vérifiés  immédiatement  par  les  formules  connues  pour  les  petits  nombres  /i,  parce 
que,  dans  ces  cas,  il  faut  les  modifier  préalablement.  L'analogie  des  polygones  régu- 
liers pour  /A  =■  o,  I,  3  n'a  donc  pu  rien  faire  deviner  pour  les  nombres  n  =  367  et 
65537,  et  il  est  probable  que  cette  circonstance  a  empêché  les  géomètres  de  décou- 
vrir les  formules  inconnues  jusqu'à  présent  dans  une  théorie  qui  a  été  approfondie 
par  beaucoup  d'auteurs. 

Kiepert  {L,).  —  Résolution  des  équations  du  cinquième  degré. 
(i  14-133). 

Voici  les  résultats  obtenus  par  M.  Kiepert  : 
Soit  proposée  l'équation 

x»-4- Ax*-+-Bx«H-Cx«-»-Dx-+-E=  o. 
Posons 


JC*  —  M  X  -H  t» 


et  déterminons  les  inconnues  u  et  c  de  manière  à  faire  évanouir  les  coerficients  de 
z*  et  z'  dans  l'équation  du  degré  5  pour  z.  Cela  conduit  aux  équations 

(aA'-r  5B)»i»-<-{'|A«  — i3AB-hi5C)«-f-(QA*— 8A«B-4-ioAC-+-3B«— ioD)  =  o, 

5»»=:—  Att  — A'-+-2  B. 

On  obtiendra  cette  équation  pour  z 

z*-h  biz* ■—  omZ'+-  n  =:-  o, 
où 

5/- —€(«•-+- Ai/' -f-Btt  -+-C)-+-D(4««-h3A«-h  2B)  —  E  (5w -+- a  A)  —  lOf», 
5m  =  — D(ii*4- A«»-+-B««-i-CM-+-D)-hE(5«'-h4A«*-h3Btt-HaC)-+-5f«-Hio/i'. 
/!  =  —  £(«•-+- Aa*-+-BM«-h  C«"-+-  D«-t-  E)  —  r»— 5/i''-f- 5/nf. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  2*  Série,  t.  IV.  (Novembre  1880.)  R.  l  "J 


î>  SKCONDK   PAUTIK. 

\|)n*s  a\oir  rhorrlié  uiio  vjileiir  «  dr  l'équatioii  quadratique 

(  /'  —  //////    -  m'  )  a ■  t   (  M  /'  -+-  i/r  —  2  m' w )  «  —  27 1*  n  -^  6^  T  /«'  -^  m//*       ... 

C.-lU'Illoilh 

'*:  I  7  i,'.^  ■--  l  '/}  -T-  '\  m  a  —  /', 

Jr.    S.     —  /'      ///  —  m*;  y.  -»-  //i//] , 

;  ■      -  Jz  /"  /-  >. -  -t-  1 1  /w  a  t-  6 1  ///*    -  27  In ), 

./  r  I 

ol   fli«»rolioiis.    au   iroyon   de   rinvariaiit  absolu   J  — '^    ,  la  {grandeur  e   '"      q  d«* 
Jacobi).  Delorminoiis/ et /,(/::_  o,  i.  •.»,  3,  \],  à  l'aide  des  équations 


\^.J       s'^^   -"/ 


s 

r  "<  -4-  1   î 

-    •                                                              /«)  j_1  ,5 

/l 

*■'      .     B.X=. 

-   « 

.  «i-l-  1  1* 

1 

V  i.        u 

Posant 


.7    =-*^|(/^-y-)(y;t^_y;4j(/;^^-y;«,)]-, 

V  » 


on  aura 


5_  —  —     -      —         T  • 

Les  racines  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré  seront 

Cette  résolution,  tout  intéressante  qu'elle  soit,  dépend  encore  de  la  résolution  d'un- 
équation  quadratique  en  n  et  ne  satisfait  donc  pas  encore,  à  cet  égard,  aux  condi- 
tions posées  par  M.  Kronccker. 

Cajlej  (^.).  —  Sur  les  fonctions  â  triples.  (i34-*38). 

Schwarz  [[J,-^-!.).  —  Sur  les  équations  algébriques  à  deux  va- 
riables qui  sont  susceptibles  de  se  changer  en  elles-mêmes  an 
moyen  d'une  infinité  de  transformations  rationnelles  et  unifor- 
mément invertibles.  (i 39-145). 

Le  Mémoire  a  pour  objet  ce  théorème  :  «  Si  une  équation  algébrique  irréductible, 
à  deux  variables,  jouit  de  la  propriété  de  se  changer  en  elle-même  par  un  fais- 
ceau de  transformations  rationnelles  et  uniformément  îoTertibles,  le  nombre  drs 
fonctions  intégrales  qui  sont  indépendantes  les  unes  des  autres,  qui  restent  partout 
finies  et  qui  se  ramilicnt  do  la  uiéme  manière  que  les  fonctions  algébriques  qui 
appartiennent,  d'après  les  définitions  de  Biemann,  à  la  même  classe  que  réquatioo 
considérée,  sera  ou  zéro  ou  l'unité.  »  On  tire  de  ce  théorème,  entre  autres,  la  pi^~ 
position   suivante  :  «  Si  deux  courbe.;  algébriques   ont  une  relation.  Tune  avtr 
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l'autre,  telle  qu'il  soit  possible,  d'une  infinité  de  manières,  d  établir  entre  les 
points  des  deux  courbes  une  correspondance  mutuelle  et  uniforme  au  moyen 
il'equations  algébriques,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'une  et  de 
l'autre  sunt  ou  fonctions  rationnelles  ou  fonctions  elliptiques  uniformes  d'un  para- 
nielrc.  » 

Schwarz  [H.-^.),  —  Sur  quelques  surfaces  miuima  non  algé- 
briques quî  contiennent  un  faisceau  de  courbes  algébriques. 
(146-160). 

Le  Mémoire  fait  suite  à  deux  autres  du  m<>iiie  autour  et  publi.  s  au  Tome  80  du 
JournaL  II  s'agit  ici  du  problème  de  déterminer  touten  los  siirfiiccs  mîriinia  qui 
contiennent  un  faisceau  do  courbes  algt^briqut^s.  Ce  n'est  qu'une  partie  do  la  solu- 
tion de  la  question  générale  que  développe  M.  Schwarz.  Cependant  nou  unnlyMO  ost 
assez  générale  pour  qu'il  soit  possible  d'en  tirer  tontes  les  surHiros  niinima  jouih- 
!»ant  de  la  propriété  demandée  et  que  l'on  connaît  jusqu'à  prcscMil. 

Cayleiy  (^.).  —  Sur  le  tétraédroïde  comme  cas  particulier  de  la 
surface  à  seize  points  nodaux  du  quatrième  ordre,  (i 61-1 6*4). 

M.  Cayley  développe  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surfuco 
kummérienne  à  seize  points  nodaux  se  réduise  à  un  tétraedroïdc  (c'est-à-dire  sur- 
face cîiangeable,  par  une  transformation  projeclive,  en  \xï\q  surface  des  ondes  do 
Fresnel),  condition  qui  fait  voir  que,  pour  celte  surface  ))arliculière,  les  feizo  plans 
singuliers  se  partagent  on  quatre  systèmes  chacun  de  quatre  plans,  tels  que  les 
quatre  plans  d'un  mémo  système  se  coupent  dans  wn  seul  point.  L'uiitour  s'est 
occupé  du  même  problème  dans  un  autre  Momoirc,  publié  au  Tome  G5  du  Journal, 
sans  s'apercevoir  alors  du  simple  résultat  qu'il  vient  de  trouver  maintenant  :  c'était 
qu'il  ne  possédait  pas  encore  la  forme  simplifiée  de  l'équation  de  la  surface  com- 
lauuiquée  par  lui  au  Tome  73  du  Journal. 

Caylej'  (^.).  —  Algoritlune  pour  les  caractéristi(|ues  des  fonc- 
tious  ^  triples.  (16J-169). 

Borchardt   [C-TP^.).  —  Addition  au  Mémoire  précédent.    (169- 

171). 

Baltzer  (/i.).  —  Obscîrvation  sur  un  théorème  de  Fermât.  (172). 

Fermât  a  cru  que,  m  étant  une  puis^ancc  de  3,  3"*-i-i  serait  un  nombre  premier; 
toutefois  il  s'exprime  sur  cet  objet  avec  précaution  [OEuvres^  p.  xir?.].  m  Mais  je  vous 
avoue  tout  net  (car  par  avance  je  vous  avertis  que,  cumnie  jo  ne  suis  pas  capable 
de  m'attribuer  plus  que  jo  ne  sais,  jo  dis  avec  la  même  franchise  ce  que  jo  ne  saÎH 
pas)  que  je  n'ai  pu  encore  démontrer  l'exclusion  de  tous  les  diviseurs  en  celte 
I>c1le  proposition  que  jo  vous  avais  envoyée,  et  que  vcius  m'avez  confirmée  touch:inl 
les  nombres  3,  5,  7,  o'^-j,  6jj3-;,  etc.;  car,  bien  que  jo  réduise  l'exclusion  à  la  plupart 
des  nombres,  et  que  j'aie  même  des  raisons  probables  pour  le  reste,  je  n'ai  pu  en- 
core démontrer  nécessairement  la  vérité  de  cette  proposition,  a 

Konigsbergfiv  (L.),  —  Sur  l'extension  du  principe  de  transfor- 
mation de  Jarobi.  (173-189  ). 
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I^  principe  employé  par  Jacobi  pour  transformer  une  diflerentielle  elliptique  àc 
prpmi(*re  espèce  en  une  autre  de  même  nature  semblait  être  susceptible  d'être  étendu 
:\nx  Iranscpndnntps  ultérieures,  car  Jacobi  lui-même  avait  engagé  Richclot  à  re- 
chercher dcA  substitution!*  quadratiques  qui  transforment  nne  intégrale  byperel- 
liptique  en  une  somme  de  deux  intc(jrales  de  même  nature.  M.  Kônigsbcr(;pr. 
reprenant  la  question  générale  d'un  plus  haut  point  de  Tue,  démontre  que  la 
transformation  générale,  prise  dans  le  sens  défini  par  Jacobi,  n'est  possible  que 
pour  les  intégrales  elliptiques  et  pour  les  intégrales  fayperelliptiques  de  prcmic^r 
ordre,  les  solutions  du  polynôme  R(r)  étaut  arbitraires.  Une  Communication 
fiite  à  l'auteur  de  la  part  de  M.  Weierstrass  mentionne  que  ce  géomètre  arail.  lui 
aussi,  prouvé  d'une  manière  diflerente  l'impossibilité  de  la  transformation  pour 
les  cas  de  /7>  2,  où  p  est  l'ordre  de  la  transformation. 

Caylcj'  (.'/.).  —  Sur  les  fonctions  5  triples.  (190-198). 

Kiepert  [L.].  —  Sur  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques.  (199-9.16). 

Jacobi  a  énoncé  ((.  III,  p.  3o8)  le  théorème  que  «  le  rauUiplicatenr  M  qui  se  pré- 
sente à  l'occasion  de  la  transformation  du  degré  n,  n  étant  premier,  satisfait  à  une 
équation  du  degré  n  -+-i,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  k 

et  que.  M,  M',  M",  ...,  MC"-  étant  les  racines  de  cette  équation,  il  existe  -(n-ri) 

relations  linéaires  entre  les  quantités  ^.»1,  y  ..1',  v^M*,...  v/M^*'  i».  Jacobi  tient  ce  théo. 
rème  pour  un  des  plus  impf)rtants  de  toute  la  théorie  de  la  transformation,  et  en 
effet  les  ivcherches  de  M.  Kiepert  montrent  que  l'emploi  du  multiplicateur  M,  ou 
bien  d'une  quantité  jouissant  de  la  même  propriété  que  M,  simplifie  de  beaucoup  le 
problème,  sans  cela  si  compliqué,  de  la  transformation.  Cette  nourelle  grandeur, 
appelée  y,  se  définit  par  requalioii 


(t)'(v)-'("-^4 


où  les  lettres  du  second  membre  s'expliquent  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques de  M.  Weierstrass. 

§  i.  Déduction  des  grandeurs/.  —  §  2.  Représentation  de  /comme  quotient  de 
deux  séries  développées  suivant  les  puissances  de  h.  —  §  3.  Représentation  des 
autres  racines  de  l'équation  de  transformation.  —  §  4.  On  établit  les  relations  de 
Jacobi.  —  S  5.  On  établit  l'équation  de  transformation. 

Sjlvester  {J.-J,).  —  jVote  sur  une  propriété  des  équations  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles.  (217-219). 

H  Soient/  une  forme  binaire  qui  a  toutes  ses  racines  réelles  et  ^  un  de  ses  cova- 
riants  du  second  degré;  dans  les  coefficients,  9  sera  d'un  signe  invariable,  c'est- 
h-dire  si  toutes  les  racines  de  /  sont  réelles,  toutes  les  racines  de  tons  les  quadri- 
covariants  (c'est-à-dire  des  covarianls  du  second  degré)  de  /  sont  imagioaires.  • 

Souillart.  —    Observation  relative  h  Tarticle  de  M.  Sourander 
(t.  80  de  ce  Journal).  (220-221). 
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Thomé  {L,-W,),  —  Contribution  à  la  lliéorie  des  f^quations  dif- 
férentielles linéaires  (suite;  voir  t.   S3  de  ce  Journal).  (222- 

349)- 

Si  Ton  développe,  pour  deux  pointa  du  plan  de  construction,  deux  systèmps 
li'iiitegralea  linéairement  indépendantes,  et  qu'on  poursuive,  tout  le  long  d'une 
Uçtie,  Tun  des  deux  systènieb  jusque  dans  le  domaine  de  développement  de  l'autre, 
alors  chaque  intégrale  du  premier  système  se  changera  en  une  fonction  homogèn» 
et  linéaire,  à  cociflcients  constants,  des  intégrales  du  second  système.  Déterminer 
ces  cooOicients  constants,  voilà  le  problème  traite  par  M.  Thomé  dans  ce  nouveau 
Mémoire. 

Supposons  qu'on  ait  tmuvé  l'expression  linéaire  et  à  coelficients  constants  d'une 
intégrale  par  uu  système  d'intégrales  linéairement  indépendantes;  diûerentious 
cette  équation  autant  de  fois  qu'il  en  résulte  un  système  d'équations  linéaires  dont 
le  nombre  égale  le  nombre  des  coefficients  inconnus  :  les  inconnues  s'obtiendront 
par  la  résolution  de  ce  système.  Si  une  intégrale,  développée  dans  le  voisinage  d'un 
point  a,  est  à  exprimer  par  un  système  d'intégrales  développées  dans  le  voisinage 
du  point  b,  ce  procède  peut  être  mis  en  usuge,  pourvu  qu'on  puisse  faire  passer  par 
le  point  b  une  circonférence  qui  renferme  a,  et  en  dehors  de  laquelle  se  trouvent  tous 
les  autres  points  singuliers  de  l'équation  dilTérentielle.  A  cet  effet,  M.  Thomé  tire 
profit  d'une  substitution  x  =  K{Ç )  rationnelle  et  de  premier  degré,  laquelle  re- 
présente ce  cercle  d'une  manière  conforme  sur  le  cercle  situé  dans  le  plan  des  ç 
et  décrit  autour  du  point  f  —  u  comme  centre  avec  l'unité  comme  rayon,  de  façon 
a  faire  correspondre  le  point  x  =  a  au  point  ^  =  o,  le  point  x  .=  ^  au  point  Ç  =  1 . 
Alors  l'équation  differentiello  qui  dépend  de  {  a  tous  ses  points  singuliers,  excepte 
çz=o  et  «  =  i,  situés  a  l'extérieur  de  la  circonlercnce  décrite  autour  de  i=o 
Cs^>mme  centre  avec  l'unité  comme  rayon.  Les  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable  dans  les  développements  des  intégrales  seront  donc  conver- 
gentes, au  moins  à  l'intérieur  de  celte  circonférence.  Quand  x=  ^,  et  partant  {  =  1, 
serait  non  singulier,  elles  le  seraient  encore  an  delà  de  ce  cercle.  Ce  qu'il  faut 
signaler  de  remarquable,  c'est  le  cas  où  l'indice  caractéristique  est  nul  près  de 
X  =  Il  et  X  =  ^,  par  suite  aussi  près  de  {  =  o  et  Ç  =  1 .  Dans  ce  cas,  les  constante^ 
cherchées  s'obtiennent  par  des  séries  ordonnée^  suivant  des  puissances  à  esposanis 
positifs  et  entiers,  et  convergentes  à  l'intérieur  du  cercle  avec  le  rayon  i,  à  savoir 
par  les  valeurs  de  ces  séries  pour  ^  =  i.  Pour  prouver  que  ces  séries  sont  encon* 
convergentes  pour  {  =  i  et  qu'elles  représentent  aussi  les  constantes  cherchées,  l'au- 
teur a  recours  à  la  série  de  Fourier,  et  sa  recherche  s'elend  aui«si  sur  le  cas  où  la  fonc- 
tiou  a  représenter  possède,  dans  le  voisinage  d'une  valeur,  une  infinité  de  maximu 
et  de  minima.  La  représentation  des  intégrales  le  porte  à  établir  et  k  démontrer 
le  théorème  suivant,  qui  est  fondamental  pour  les  équations  différentielles  homo- 
gènes linéaires  a  coefficients  rationnels  :  •  Si  l'équation  différentielle  possède  dans 
le  voisinage  de  x  1=  a  une  intégrale  dn  la  forme 

(X  -  a/  1 }.,  -h  V,  log(x  —  tf  )  -1- . .  .-h  5,,  [log(x  —  a)]i-*  [ , 

où  9  est  uniforme  et  continu  pour  le  domaine  de  co  point,  abstraction  faite  de 
(x  =  a),  on  peut,  ea  fixant  les  nombres  f/  et  b«  déduire  de  l'équation  dilferentielle 
originaire  une  autre  a  coefficients  rationnels  et  uyant  l'unile  pour  coefficient  de  ia 
dérivée  la  plus  élevée,  équation  à  laquelle  sutisiait  (x  —  *'  fpwi  ce  qui  s'achève,  san» 

qu'on  sache  rien  sur  les  valeurs  des  fonctions  (  r  —  «/?«  par  des  opérations  qui  se 
prétentent  en  difTérentiaut  des  fonctions  rationnelles.  • 
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Le  |»rori'(lf  clcvclopire  par  l'aiiU'iir  pour  delerminer  les  relations  «|iii  subsUttiii 
rntre  les  iiitc;;i-al('s  d'mu'  équation  din'eronlieliti  linéaire  esl  enfin  applique  à  l'equa- 
lion  (lifterentielle  de  la  série  hyper{»éomélrique,  el  le  Mémoire  se  termine  par  un<- 
«li^cussion  conqdète  des  relations  linéaires  entre  ses  intégrales. 

lUf^liIcr.  —  S  tir  une  classe  d'équations  algébriques  dont  toutes  les 
racines  sont  réelles.  (3 jo-353).  E.   Lampe. 
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A  MAGYAR  TUDOMANVOS  AKADEMIA  (M. 

L*idée  de  la  fondation  d'une  x\cadéniie  hongroise  date  du  dernier 
(]uart  du  xviii^  siècle.  Elle  fut  émise  pour  la  première  fois  par 
Georg  Bcseneyi,  garde  du  corps  royal  à  la  cour  de  Marie-Thérèse, 
et  poursuivie  par  jNicolaus  Ilévay,  le  fondateur  de  la  philologie 
hongroise.  Le  Reichstag  de  1790-91  vota  une  loi  spéciale  (1791, 
1  7  janvier]. 

Mais  la  mise  à  exécution  de  ce  projet  était  réservée  au  Reichslat; 
de  1825.  11  est  probable,  toutefois,  que  Tidée  n*aurait  pas  abouti  à 
un  résultat  pi*atique  sans  l'intervention  du  jeune  comte  Stefan 
Szécsényi,  qui  mit  une  année  entière  de  ses  revenus  (iSoooo'*^)  n 
la  disposition  du  nouvel  établissement,  en  ajoutant  qu'il  avait  asser. 
d'amis  pour  prendre  soin  de  lui  pendant  un  an. 

Les  articles  de  loi  ordonnant  la  fondation  de  T  Académie  reçurent 
leur  effet  en  novembre  1827.  Le  Comité  institué,  sous  la  prëside*nce 
de  Tarchiduc  palatin  Joseph,  pour  diriger  les  travaux  préparatoires, 
s'occupa  activement  de  sa  lâche,  et  le  17  novembre  i83o  l'Aca- 
démie Hongroise  fut  constituée  avec  une  dotation  de  près  de 
7  jo  000*". 

La  destination  spéciale  de  l'Académie  Hongroise  est  surtout  le 
perfectionnement  de  la  langue  magyare,  et  depuis  sa  fondation  elle 
a  tourné  vers  ce  but  la  meilleure  partie  de  ses  efforts.  A  cette 
époque,  la  langue  de  l'administration,  de  la  législation,  de  Tensei- 
gnenu^nt  public  était  encore  le  latin. 

A  l'origine,  l'Académie  se  composait  de  six  classes,  sous  les  titre> 


'  •  1  L' Académie  Hongroise  des  Sciences. 
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suivants  :  Linguistique,  Esthétique,  Philosophie,  Histoire,  Juris- 
prudence, Sciences  mathématiques  et  naturelles.  En  i834,  TAca- 
(lémic  publia  un  Dictionnaire  philosophique  et  un  Dictionnaire 
mathématique  (Terminologie). 

Par  des  souscriptions  volontaires,  on  réunît,  en  iSSy,  une 
somme  de  2  aSo  ooc*^^,  avec  laquelle  fut  bàtl  le  palais  de  TAcadémlc 
Hongroise,  sous  la  direction  de  rarchitecte  berlinois  A.  Stieller. 

Après  le  rétablissement  de  la  Constitution  hongroise,  en  1867, 
les  Statuts  de  1* Académie  furent  revisés.  La  réorganisation  défini- 
tive eut  lieu  en  1869. 

Les  Membres  de  l'Académie  sont  divisés  en  trois  classes,  savoir  : 

(a)  Classe  de  la  Philologie  et  des  Beaux- Arts,  comprenant  six 
membres  honoraires  et  douze  ordinaires; 

(A)  Classe  des  Sciences  philosophiques,  historiques  et  sociales; 
ueuf  membres  honoraires  et  vingt-quatre  ordinaires; 

(c)  Classe  des  Sciences  mathématiques  et  naturelles;  neui 
membres  honoraires  et  vingt-quatre  ordinaires. 

A  ces  classes  sont  subordonnées  diverses  Commissions  perma- 
nentes ,  dans  lesquelles  peuvent  aussi  être  admises  des  personnes 
antres  que  les  membres  de  l'Académie.  Les  travaux  de  ces  Commis- 
sions paraissent  dans  des  publications  séparées.  Ces  Commissions 
sont  : 

(1)  Commission  philologique; 

(  2  )  Commission  historique  ; 

(3)  Commission  archéologique; 

^4)  Commission  de  Statistique  et  d'Economie  nationale; 

(5  )  Commission  des  Sciences  mathématiques  et  naturelles,  dout 
les  travaux  paraissent  dans  les  Matheniatihai  es  tarmêszettudo^ 
mànji  kôzlemények  (Communications  de  Mathématiques  et  de 
Sciences  naturelles)  ;  depuis  1861  jusqu'à  ce  jour,  il  a  paru  seize 
Volumes  în-8°,  contenant  principalement  des  travaux  d'Histoire 
naturelle; 

(6)  Enfin  la  Commission  de  publication,  qui  n'est  subordonnée 
à  aucune  classe,  mais  qui  dépend  de  l'Académie  tout  entière. 

Les  publications  périodiques  régulières  de  l'Académie  sont  : 

(a)  Es^hônyvek  (Annuaire),  in-4*';  le  Tome  I  a  paru  en  i833; 
le  Tome  XVI  est  actuellement  sous  presse.  Ces  Annuaires  con- 
tiennent des  Mémoires  étendus  de  chacune  des  trois  classes;  les 
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travaux  mathématiques  qui  ont  paru  dans  ce  Recueil  datent  des 
premières  années  de  la  publication. 

((3)  Ertekezések  (Mémoires),  in -8°,  en  Volumes  composés 
chacun  de  fascicules  détachés  et  paginés  séparément.  Chaque  classe 
publie  isolément  ses  travaux,  de  sorte  qu'il  parait  trois  séries  sé- 
parées à* Ertekezések.  Ce  Recueil  a  commencé  en  1867. 

(7)  Értesità  (Bulletin),  in-8°.  Il  en  a  paru,  de  i84o  à  1860, 
dix-neuf  Volumes.  De  1861  k  1866,  le  Recueil  a  été  publié  en  trois 
séries  séparées,  correspondant  aux  trois  classes  de  l'Académie. 
Depuis  1867,  ^^  Bulletin  contient  de  courts  extraits  des  lectures 
faites  et  des  comptes  rendus  des. événements  académiques. 

(d)  Enfin  les  Commissions  indiquées  sous  les  numéros  de  (0 
à  (5)  publient  leurs  travaux  dans  \quts  Kozlemények  (Commu- 
nications). 

Les  travaux  mathématiques  de  l'Académie  hongroise  paraissent 
depuis  la  réorganisation,  c'est-à-dire  depuis  1867,  sous  le  titre  sui- 
vant, indiqué  en  (P)  : 

Ertekezések  a  mathematikai  tudomànyok  korébol  kiadja  a 
Magyar  Tudomànyos  Akademia  a  III  osztàly  rendeletébàl 
szerkeszti  Szabô  Josef  osztàly titkàr  S-adrét  (Mémoires  de  Sciences 
mathématiques  publiés  par  la  troisième  classe,  par  Joseph  Szabô, 
secrétaire  de  cette  classe;  in-8°). 

Chaque  V^olume  se  compose  de  fascicules  détachés  et  paginés  sé- 
parément. 

Tome  I;  1867-1871  (17  feuilles  i)  (»). 

1.  Szily  Kàlmàn,  —  Sur  la  forme  générale  des  équations  de  la 
théorie  mécanique  de  la  chaleur.  1867.  (20  p.). 

2.  Hunyady  Jenô  (^),  —  Le  pôle  et  les  polaires;  le  principe  des 
polaires  réciproques.  1867.  (3o  p.). 


(  *  )  En  langue  magyare,  les  lettres  <i,  b^  </,  r,  /,  g,  k,  <\  y,  k,  /,  m,  /i,  o,  o,  p,  r,  r,  k ,  à 
se  prononcent  comme  en  allemand;  v,  z,  comme  en  français;  cs  =  ts^teh  francs»; 
et  =  es  français  ;  <  =  cA  français  ;  ^  =  <  faible  ;  njr  =  gn  français  dans  signe.  Les 
voyelles  accentuées  sont  longues. 

Le%  prénoms  se  placent  après  le  nom  patronymique. 

(•)  Eugène. 
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3.  y^ész  Jdnos  Ârmin  (  *  ).  —  Sur  les  prêts  d'assurances  (nouvelle 
espèce  d'assurances  sur  la  vie).  1867.  (ao  p.). 

4.  Kruspér  Islvân  (2).  —  L'emploi  modifié  du  comparateur  de 
Schwerd.  1869.  ('^  ?•>  '  P'-)- 

0-  F^ész  Jânos  Armin.  —  Les  plus  courtes  distances  sur  le  cône 
circulaire.  1869.  (P  P-?  4  pl-)* 

6.  Toih  Agoston  (').  —  La  mesure  européenne  internationale 
du  degré  de  méridien  et  les  travaux  géodésiques  qui  s'y  rap- 
portent. 1870.  (48  p.,  I  carte). 

7.  Kruspér  Istvdn,  —  Le  mètre  prototype  de  Paris.  1871 .  (i3  p.). 

8.  Konig  Gyula  (*).  —  Sur  l'application  des  fonctions  elliptiques 
à  la  théorie  des  équations  de  degré  supérieur.  1871 .  (34  p-)* 

9.  Murmann  Agost.  —  Les  éléments  de  la  planète  Europa,  d'après 
les  dix  premières  oppositions  observées.  1871.  (36  p.). 

10.  Szily  Kàlmdn.  —  Le  principe  d'Hamilton  et  le  second  théo- 
rème fondamental  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  1871. 
(8  p.). 

il.  Tôth  Agoston,  —  L'état  actuel  de  la  Cartographie  (tracé  des 
Cartes  terrestres),  tel  qu'il  était  représenté  à  l'Exposition  d'An- 
vers. 1871.  (26  p.). 

Tome  II;  1872-1873  (i3  feuilles  »). 

1.  Murmann  Agost.  —  Mémoire  sur  la  planète  Freia.    1871. 

(61  p.). 

2.  Kruspér  Istvdn,  — Sur  les  comparateurs.  1873.  (19  p.,  i  pi.). 

3.  Kruspér  Istvdn,  —  La  comparaison  des  règles  divisées  pour  la 
mesure  des  longueurs  dans  un  fluide.  1873.  (9  p.). 

A.  Fést  Vilmôs  (').  —  Les  moyens  de  transport  et  les  lignes  de 
commerce.  1873.  (45  p.). 

(>)  Jean  Armin.  (*)  Etienne.  (')  Auguste.  (')  Jules.  (*)  Guillaume. 
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5.  Murmann  A^ost.  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  grande 
conièle  de  1861.  1873.(65  p.). 

0.  Kruspèr  Istvdii.  —  L'étalon  métrique  des  Archives  de  Paris. 
1873.  ;()p.)- 

Tome  III;  1874  (20  feuilles). 

1.  l^csz  Jdnos  Annin.  —  Contributions  à  la  théorie  des  séries 
récurrentes.  1874.  (i5p.). 

2.  Konkoly  Miklôs  (  *  ).  —  La  description  de  TObservatoire  astre- 
nooiique  d*0-Gyalla,  et  les  observations  faites  dans  cet  établis- 
.senient  des  taches  solaires,  avec  quelques  observations  spcctro- 
scopiques  fragmentaires  dans  Tannée  187  2- 1873.  1874.  (67  P? 
3  pL). 

3.  Kondor  Guszt(i\*,  —  Eloge  de  John  Herschel,  membre  étranger 
de  r Académie.  i£74«  ('4  ?•)• 

4-.  Eôt^ôs  Lorand  (baron).  —  L'intensité  des  vibrations,  en 
ayant  égard  au  mouvement  de  la  source  de  vibration  et  de  l'ob- 
servateur. 1874.  (23  p.). 

0.  Réthy  Mor  (2).  —    Sur  la   théorie  de   la  dillractioii.    1874- 

B.  Martin  Lajos  (**).  —  Surfaces  hélicoïdales  mécaniques.  1874. 
(92  p.).  —  Théorie  du  ventilateur  horizontal.  1874.  (56  p.,  lig. 
dans  le  texte). 

7.  Réthy  Mor,  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  dans  une  aire  ré- 
ductibles à  des  intégrales  sur  le  contour.  1874.  (ao  p.). 

8.  Galgoczy  Karoly  (*).  —  Eloge  du  membre  étranger  Anton 
Vâllas.  1874.  (i5  p.). 

Tome  IV;  1875-1876  (16  feuilles  \). 

1.  Schulhof  Lipôt  (^).  —  Détermination  définitive  de  T  orbite  de 
la  comète  IV  1870.  1873.  (32  p.). 


(»)  WicoUs.  (»)  Maurice.  ;  ')  Louis.  [*)  Charles.  (»)  Léopolil. 
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2.  Schulhof  Lipôt.  —  Détermination  définitive  de  rorbile  de  la 
comète  II,  1871.  1875.  (32  p.). 

3.  Szilj  Kdlmdn,  —  Le  deuxième  théorème  fondamental  de  la 
théorie   mécanique  de  la  chaleur,  déduit  du  premier.    1875. 

(i5p.). 

4.  Konkoly  Miklôs,  —  Ses  observations  astronomiques  pendant 
les  années  1874  et  1875.  1876.  (4i  p»»  3  pi.). 

5-  Kohkoly  Miklôs,  —  Observations  de  taches  solaires  à  TObscr- 
vatoire  d'O-Gyalla.  1876.  (5i  p.,  i  pi.). 

6.  Hunyady  Jeno.  —  Sur  les  diverses  formes  des  équations  de 

condition  de  six  points  situés  sur  une  conique.  1876.  (23  p.). 

• 

7.  Réthj  Môr,  —  La  Trigonométrie  plane  de  l'espace  homogène 
à  trois  dimensions,  dit  non  euclidien,  1876.  (25  p.). 

8.  Aéthj  Môr,  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  propellères  et  péri- 
pellères.  1876.  (49  P-)- 

9.  Fést  Vilmôs,  —  A  la  mémoire  du  chevalier  Franz  von  Ternes, 
membre  de  TAcadémie.  1876.  (12  p.). 

Tome  V;  1876-1877  (16  feuilles  j). 

1 .  Kondor  Gusztdv,  —  Notice  sur  Nagy  Kâroly,  membre  ordinaire 
de  l'Académie.  1876.  (24  p.). 

2.  Kenessy  Albert.  —  Données  sur  Thydrographie  de  nos  rivières. 
«877-  (9P-Î  4  pi). 

3.  Hoitsj  Pal  (*).  —  Observations  d'étoiles  dans  la  ligne  est- 
ouest.  1877.  {58p*î  '  tableau). 

4.  Hunyady  Jeno,  —  Sur  les  dillérentes  formes  des  équations  de 
condition  entre  six  points  situés  sur  une  section  conique  (suite 
du  Mémoire  6,  du  Tome  IV).  1877.  (20  p.). 

5.  Hunyady  Jenb.  —  Le  problème  d'Apollonius  sur  la  surface  de 
la  sphère.  1877.  (16  p.). 

(•)  Paul. 
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6.  Gruber  Lajos.  —  Sur  le  mouvement  de  l'étoile  double  24  »î 
Cassiopée.  1877.  (19  p.). 

7.  Martin  Lajos,  —  Application  du  Calcul  des  variations  au 
développement  de  Téquation   de  la   surface   propellère.    1877. 

(3o  p.). 

8.  Konkoly  Miklâs,  —  L'éclipsé  totale  de  Lune  du  27  février  1 877, 
et  l'observation  du  spectre  de  la  comète  I  (Borellj)  de  1877,  k 
l'Observatoire  d'0-Gyalla.  1877.  (7  ?•)• 

9.  Konkolj  Miklôs.  —  Les  taches  du  Soleil  et  la  forme  de  la  sur- 
face solaire  pendant  Tannée  1876.  1877.  (4i  Pm  3  pi-). 

10.  Konkolj  Miklôs.  —  Le  spectre  de  i4o  étoiles  filantes,  observé 
à  l'Observatoire  d'0-Gyalla,  en  1876.  1877.  (^4  ?•)• 

Tome  VI;  1 877-1878  (i 5  feuilles -J-). 

1  et  2.  Konkoly  Miklôs.  —  Observations  d^étoiles  filantes  sur  le 
territoire  du  royaume  de  Hongrie.  P'  Partie  :  1871  à  1873. 
(33  p.).  —  II®  Partie  :  1-874  à  1876.  (39  p.).   1877. 

3.  Gruber  Lajos  et  Kurlânder  Ignàcz.  -^  Détermination  défini- 
tive de  l'orbite  de  la  comète  V  (Borelly)  de  1874.  1878.  (21  p.). 

4.  Schenzl  Guido.  —  Détermination  de  l'inclinaison  à  Budapest 
et  dans  le  sud-ouest  de  la  Hongrie.  1878.  (25  p.,  i  carte). 

5.  Gruber  Lajos.  —  Sur  les  étoiles  filantes  du  mois  de  novembre. 
1877.  (36  p.). 

6.  Kruspér  Istvân.  —  Nouveau  système  de  balance.  1878.  (20  p., 
I  pi.). 

7.  Hunyady  Jeno. — Notice  nécrologique  sur  J.-V.  Poncelel.  1 878. 

(i5p.). 

8.  Konkoly  Miklôs.  —  Observations  d'étoiles  filantes  sur  le  terri- 
toire du  royaume  de  Hongrie.  III*  Partie  :  1877.  ^878.  (g  p.). 

9.  Konkoly  Miklôs.  —  Les  taches  solaires  et  l'aspect  de  la  surface 
du  Soleil  en  1877.  1878.  (35  p.). 
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10.  Konholy  Miklôs,  —  Le  passage  de  Mercure  sur  le  disque  du 
Soleil,    observé  à  l'Observatoire  d'O-Gyalla,  le  6  mai   1878. 

(7p0- 

« 

Tome  VI!;  1879-1880. 

1.  Konholj  Miklôs.  —  Observation  de  la  surface  de  Mars  à  l'Ob- 
servatoire d'O-Gyalla,  après  l'opposition  de  1877.  1879.  (8p., 
I  pi.). 

2.  Konkolj  Miklôs.  —  Mesure  du  spectre  des  étoiles  fixes,  et 
méthode  pour  observer  ces  spectres.  187g.  (6  p.). 

3.  Konkolj  Miklôs,  —  Observations  d'étoiles  filantes  sur  le  terri- 
toire du  royaume  de  Hongrie.  IV*  Partie  :  1878.  1879.  (11  p.). 

4.  Konkoly  Miklôs.  —  Observations  de  la  surface  du  Soleil  eu 

1878,  à  l'Observatoire  d'0-GyalIa.  1879.  (2a  p.). 

5.  Hunyady  Jeno.  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré. 

1879.  (36  p.). 

6.  Hunyady  Jeno.  —  Les  critériums  de  Môbius  dans  la  théorie 
des  sections  coniques.  1879.  (i5  p.). 

7.  Konkoly  Miklôs.  —  Observations  spectroscopiqucs  à  l'Obser- 
vatoire d'O-Gyalla  : 

(a)  Le  spectre  de  la  comète  de  Brorsen; 

[b)  Spectres  d'étoiles  filantes; 

(c)  Spectre  de  la  comète  de  Palisa; 

[d)  Spectre  des  éclipses  de  Lune,  et  son  observation  astrono- 
mique le  i2-i3  août  1878. 

1880.(18  p.). 

8.  Weinek  Ladislas.  —  Influence  de  la  réfraction  des  instruments 
dans  le  dessin  photographique  d'un  passage  de  Vénus.  1880. 
(22  p.). 

9.  Suppan  Vilmôs.  —  Les  surfaces  cylindriques  et  coniques  en 
projection  oblique.  1880.  (i4  p-^  2  pi-)- 


'/i4  SECONDE  PAKTIE. 

10.  Koneh  Alexander.  —  Nécrologie  de  Vincent  Wcnînger, 
membre  correspondant  de  rAcadémic.  1880.  (i4  p-)- 

1 1 .  Konkoly  Miklôs,  —  Observations  d'étoiles  filantes  sur  le  ter- 
ritoire du  royaume  de  Hongrie,  en  1879.  i88(».  (18  p.). 

12.  Konkoly  Miklôs.  —  Points  radiants  des  étoiles  filantes^  dé- 
duits des  observations  faites  en  Hongrie,  de  1871  à  1878.  1880. 

(î*7P-)- 

13.  Konkoly  Miklôs.  —  Observations  des  taches  solaires  à  TOb- 
servatoire  d'O-Gyalla,  en  1879.  1880.  (23  p.,  1  pi.). 

14.  Konkoly  Miklôs.  —  Contributions  à  la  physique  des  planètes 
Jupiter  et  Mars  dans  Tannée  1879.  (a3  p.). 

15.  Rétlvy  Môr.  —  Réfraction  et  réflexion  de  la  lumière  aux 
limites  d'un  corps  transparent  homogène  et  isotrope,  avec  la 
généralisation  et  Textension  de  la  méthode  de  Neumann.  i88i>. 
(20  p.). 

16.  Réthj  Alôr.  —  Explication  de  la  rotation  d'une  vibration 
lumineuse  polarisée  à  travers  un  réseau  d'inflexion.  1880.  (17  p.)- 

17.  Szily  Kàlmàn.  —  Sur  la  loi  de  la  pression  de  la  vapeur  sa- 
turée. 1880.  (8  p.). 

18.  Hiinyadj  Jeno.  —  Détermination  des  courbes  et  des  surface* 
du  second  degré.  1880.  (3o  p.). 

19.  Hunyady  Jeno.  —  Théorèmes  sur  les  déterminants  dont  1rs 
éléments  sont  composés  au  moyen  de  ceux  des  systèmes  adjoints. 

1880.  (27p.).  Fn.    SCHMIDT. 


ARCHIV  DEn  Mathematik  und  Phtsik;  gegriindet  von  J.-Â.  Grunert,  fort- 
geseizt  von  R.  Hoppe  (  '  ). 

Tome  LXV;  1880. 

Grunert  [J.~A.).  —  Sur  la  méthode  de  Newton  pour  la  description 


(•)  Voir  Bulletin,  IV„  ii4. 
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d'uiie  conique  passant  par  quatre  points  donnés  c*t  touchant  une 
droite  donnée  de  position.  (1-18). 

Mémoire  posthume  du  fitndateur  de  VArchiv. 

L'auteur  appelle  l'attention  sur  la  belle  construction  donnée  dans  les  Principia^  I, 
sect.  V,  prop.  XXIII. 

Husman,  —  Sur   les   distributions   équipotentielles  des   masses. 
(.9-56). 

•  Si  l'on  suppose  des  forces  agissant  suivant  la  loi  de  la  gravitation  de  ^'cwton. 
une  masse  sphcrique  dont  la  densité  est  une  fonction  du  rayon  seulement  a,  par 
rapport  à  un  point  extérieur,  le  même  potentiel  qu'aurait  son  centre  si  toute  la 
masse  y  était  condensée. 

»  On  peut  donc  substituer  une  distribution  de  la  masse  à  une  autre  sans  changer 
son  action  sur  des  points  extérieurs  à  la  sphère;  on  dit  alors  que  ces  deux  distri- 
butions sont  équipotentielles  relativement  à  ces  points.  Il  est  possible,  d'après  cela, 
de  remplacer  un  corps  quelconque,  dans  son  oction  sur  des  points  extérieurs,  par 
un  nombre  illimité  d'autres  distributions  de  la  masse.  On  n'a,  pour  cela,  qu'à  \m 
décomposer  en  éléments  infiniment  petits,  à  décrire  autour  de  ces  éléments  des 
sphères  de  rayons  arbitraires  et  à  distribuer  la  masse  de  chaque  élément  dans  toute 
la  sphère  correspondante,  de  manière  que  la  densité  de  celle-ci  soit  une  fonction 
du  rayon.  Les  sphères  dans  l'espace  peuvent  empiéter  les  unes  sur  les  autres;  on 
supposera  alors,  aux  points  communs,  la  densité  égale  à  la  somme  des  densités  des 
sphères  auxquelles  iU  appartiennent.  On  peut  ensuite  opérer  inversement  par  con- 
centration. » 

L'auteur  étudie  ces  transpositions  équipotentielles  de  masses  pour  diverses  figures 
du  corps  attirant  :  points  massifs  isolés^  courbes  massives,  distribution  des  masse» 
sur  une  surface,  dans  un  solide;  corps  et  courbes  équipotentiels  (la  droite,  le 
cercle),  etc. 

Hoppe  (/?.).  —  Potentiel  du  triangle  sphérique.  (07-64). 

On  partage  le  triangle  en  trois  triangles  ayant  pour  sommet  commun  l'inter- 
section de  la  sphère  avec  le  diamètre  mené  du  point  attiré,  et  considérant  comme 
négatif  un  de  ces  triangles  partiels  lorsque  ce  sommet  est  hors  du  triangle  donné. 
La  question  se  ramène  alors  à  calculer  le  potentiel  d'un  triangle  partiel.  Le  ré- 
sultat dépend  des  intégrales  elliptiques. 

Iloppe  (/?.).  —  Eléments  de  la  théorie  des  déterminants.  (65-72). 

L'auteur  part  de  ce  point  de  vue  que  les  propriétés  générales  et  importantes  qui 
résultent  de  la  théorie  des  déterminants  constituent  la  structure  intime  de  ces 
expressions,  et  ne  doivent  pas  être  masquées  par  des  calculs  de  détail.  11  faut 
éviter  toute  décomposition  inutile,  et  l'auteur  fait  voir  que  l'emploi  des  déter- 
minants mineurs  n'est  nécessaire  pour  la  démonstration  d'aucun  théorème  élé- 
mentaire. 

^4nieseder  [/4d.).  —  La  surface  réglée  du  quatrième  degré  avec 
deux  droites  doubles.  (  73- 1 09 ). 
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Ligowski.  —  DL-terinÎDatioli  directe  de  l'intégrale  |    logsinxrfj'. 

(MO-..,). 

Meissel.  —  Propriété  remarquable  de  l'intégrale  de  l'étjuation 

''r  y-î 

-=  +  Vy_cosa.r. 

(>.0. 

Hain  [Em.).  —  ^'ouvcllc  manière  d'établir  l'équation  de  la  tan- 
gcule  au  cercle,  (lia). 

TFinterbeig.  —  Sur  l'attraction  des  points  matériels,  au  point  du 
vue  particulier  dus  déviations  du  fil  à  plomli.  {ii3-tfîo). 

Jerdbek  (  TV,).  —  Sur  le  lieu  géométrique  du  centre  de  collinéatiou 
entre  une  surface  non  réglée  du  second  ordre  et  un  système  de 
surfaces  spliériquos.  (161-170). 

j4ppell  (P.).  —  Développement  en  série  entière  de  (i  -|-  ax'. 
(171-175-,  fr.). 

Hoppe  {R-)-  —  Le  secteur  spliérique  excentrique.  (176-187). 

■  Si  par  un  poinl  quelconque  de  l'inlérieiir  d'une  sphère  on  mène  trois  pUnt  i 
volonlê,  CC9  plan*  particeront  le  volume  de  la  sphère  en  huil  cecleur*  dont  il  faul 
calculer  les  volumes.  ■  M.  Hoppe  reprend  ce  problème,  résolu  pour  la  première  fois 
par  Crelle;  il  en  >  simpliflé  la  solution  el  en  lire  des  conséquence!  pratique*. 

Doslor  (G.).  —  Relations  entre  les  lignes  trïgoaométriques  des 
aogWd'un  triangle  (').  (188-192^  fr.). 

Dustar  (G.).  —  Extension  du  ihéorèmc  d'Hippocrate,  trt  déli:r- 
mitiation  du  centre  de  gravité  de  ses  lunules.  (i93-9o3;  fr.). 

Dimlor  (G.).  —  Détermination  algébrique  très  simple  du  «rentre  de 
gravité  du  Irapc'-ze  et  du  rentre  de  gravité  du  Irouc  de  pjratuîiie 
à  base  quelconque.  (304-207;  fr.). 
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Lorenz   [N.  von).   —    Addition   au  problème   sur   le  triangle, 
t.  LXIII,  p.  3oo.  (a  12-21 5). 

Voir  Bulletin,  IV,,  130. 

Jerdbek  (  7/^.).  —  Remarque  sur  la  Kote  intitulée  :  «  Contribution 
à  l'ellipse  »,  t.  LXlIIy  p.  443*  (ai5-9.i8). 

Voir  Bulletin,  IV,,  113. 

Noeggerath  (A*.).  —  Sur  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 
(218-221). 

Jolmen  (P*)-  —  Centre  de  gravité  du  quadrilatère.  (221). 

Kaptej'n  (  Tr.).  —  Tliéorème  de  Géométrie  plane.  (  221-223  ;  fr.), 

Israël  {C),  —  Sur  les  cas  théoriquement  possibles  de  la  détermi- 
nation de  la  hauteur  du  pôle.  (225-238). 

«  La  détcrini nation  astrononnique  et  la  détermination  mathématique  de  la  hau- 
teur du  pôle  sont  deux  problèmes  très  diflarents.  Souvent  une  méthode  qui  n'offre 
aucune  difficulté  au  mathématicien  en  ofi're  de  presque  insurmontables  à  l'astro- 
nome. Dans  tous  les  cas,  on  est  forcé  de  convenir  que,  lorsqu'il  s'agit  d'un  procédé 
rationnel,  la  solution  mathématique  doit  précéder  la  s'olution  astronomique.  Car 
ce  n'est  qu'après  avoir  établi  toutes  les  méthodes  possibles  {ce  qui  ne  peut  se  faire 
évidemment  que  par  la  voie  mathématique)  que  l'on  peut  convenablement  poser 
et  décider  la  question  de  savoir  lesquelles  de  ces  méthodes  peuvent  s'adapter  aux 
usages  astronomiques  et  lesquelles  y  sont  impropres.  L'objet  du  présent  travail 
est  de  donner  une  telle  exposition  systématique  du  problème  de  la  hauteur  du 
pôle.  • 

A.  Méthodes  où  l'on  suppose  connues  la  déclinaison  et  la  position  du  plan  mé- 
ridien.—  B.  Méthodes  fondées  sur  la  connaissance  do  la  déclinaison.  —  C.  Mé- 
thodes fondées  sur  la  connaissance  de  la  position  du  méridien.  —  D.  Méthodes 
indépendantes  de  la  connaissance  de  la  déclinaison  et  du  méridien. 

jimeseder  [Ad.),  —  Sur  les  surfaces  réglées  rationnelles  du  qua- 
trième degré.  ( 239-286). 

Dans  le  premier  paragraphe  de  ce  travail,  l'auteur  traite,  d'une  manière  assez 
abrégée,  la  surface  réglée  générale  du  quatrième  degré,  n'ayant  pas  pu  être  ren- 
seigné sur  ce  que  l'on  connaît  'déjà  sur  cette  surface,  ni  se  procurer,  en  particulier, 
le  Mémoire  de  Cremona  sur  ce  sujet  :  Snlle  superficie  gobbe  di  quarto  grado  (  il/cm. 
delt  Ace.  di  Bologna^  1868). 

Il  a  pris  pour  point  de  départ  de  ses  recherches  le  mode  de  génération  de  la 
surface  au  moyen  de  deux  systèmes  projectifs  de  plans  tangents  de  deuxième  classe, 
celui  qui  se  prête  le  mieux  à  ce  but. 

Il  démontre,  entre  autres  choses,  qu'il  existe  sur  la  surface  réglée  une  infinité 
de  coniques  dont  les  plans  enveloppent  une  surface  développable  générale  de  troi- 
sième classe;  cette  propriété  lui  sert  à  passer  à  l'étude  de  la  surface  réglée  du 
quatrième  degré  à  droite  directrice  simple;  il  montre  en  même  temps  que,  lorsqu'une 

Bull,  des  Sciences  math,^  a*  Série,  t.  IV.  (Décembre  1880.)  R  .  18 
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roiii(]iu'  iiisciii<.'  ù  la  surface  ilo[jcncrc  en  deux  droites,  il  en  est  de  même  aiKssi 
|i'Mir  tontes  los  autres,  et  toiilos  oui  pour  une  de  leurs  droites  constituante^»  cette 
mémo  «lircclrioe  simple. 

Il  s'orrupo  ensuite  ûe  la  description  d'une  surface  plus  intéressante^  la  surface 
n'{jliMî  nciproque  à  droite  triple.  Dans  le  dernier  paragraphe,  il  expose  les  pro- 
priétés distiuctivos  de  ces  deux  surfaces,  à  droite  simple  et  à  droite  triple. 

lloppe  (/i.).  —  Sur  la  clctermination  des  courbes  au  moyen  de  la 
relation  entre  l'angle  de  contingence  et  Tangle  de  torsion.  (287- 
SoT)  ). 

§  1.  (iulcul  de  la  courbe  au  moyen  d'une  solution  de  son  équation  différentielle. — 
§  2.  Éléments  réels.  —  §  3.  Courbes  correspondant  aux  cas  simples  de  Téquation 
spécifique.  —  §  4.  Séries  d'équations  spécifiques  résolubles.  —  J  5.  Emploi  d'autres 
coiirhes  accompaipiantes. 

Spitzer  [S.).  ---  jNote  sur  les  équations  dilFél'entîelles  linéaires. 
(3o6-32o). 

§  t.  Ramener  l'équation  j"-i-X,,r'-i-  X,^  =  o  à  la  forme 

(.>-'-+-  L  r  )'-i-  M  (y-h  hj)  =  o. 
§  '2.  Inlé{;ration  de  l'équation  A'y^=  x^-t-  fijr.  —  §  3.  Intégration  de  réquation 


(-')^'-(|-i'y-p-^=- 


Spitzer  (A.).  —  Construction  de  quelques  équations  différentielles 
linéaires  d'ordre  supérieur.  (321-328). 

Ligowski.  —  Détermination  de  la  somme  2jr:\  (329-334)* 

Haussner  (^.).  —  Problèmes  de  construction.  (334-336). 

1.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  hauteurs.  —  2.  Construire  un 
quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  connaissant  les  quatre  côtés.  —  3.  Démonstra- 
tion des  ihcorcnics  les  plus  importants  sur  le  pantographe. 

Hempel  {A,).  —  Sur  l'état  de  température  de  la  Terre.  (337-362). 
Bessel  {Fi\).  —  Triangles  sphériques  rationnels.  (363-372). 

Trian[r1es  dont  les  angles  et  les  côtés  ont  leurs  sinus  et  leurs  cosinus  exprimés 
par  des  nombres  rationnels. 

Iloppe  (/f).  —  Sur  les  courbes  à  triple  courbure  et  leurs  pa- 
rallèles. (373-384). 

Herz  {JV.).  —  Quelques  propriétés  des  faisceaux  de  sphères  et  des 
groupes  de  sphères.  (385-393). 
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Siebel  (^.)»  —  Recherches  sur  les  équations  algébriques.  (394- 
4'9). 

Suite  du  Mémoire  publié  t.  LXI,  p,  123.  Voir  Bulletin,  II,,  6. 

VII.  Détermination  des  racines  réelles,  où  le  F(x)  du  §  2  est  de  la  forme  b*  *. 

Sidershy  [D.),  —  Nouvel  ellîpsographe.  (420-422). 

Hoppe  {R')*  —  Remarques  touchant  le  dénouement  d'un  nœud 
dans  la  qualrième  dimension.  (423-426). 

Ligowshy.  —  Réduction  de  Téquation  complète  du  quatrième  degré 
à  une  équation  réciproque  du  second  degré.  (426-429). 

Meissel.  —  Résolution  d'une  classe  de  problèmes  de  Trigonométrie 
sphérique.  (429-433). 

Farhas  (/.).  —  La  somme  des  puissances  semblables  des  racines 
d'une  équation  algébrique  en  fonction  des  coefficients  de  cette 
équation,  et  réciproquement.  (433-435). 

Farhas  (/.).  —  Pression  verticale  moyenne  du  pendule  symétrique 
sur  son  axe.  (435-438). 

Hermès.  —  Type  de  calcul  pour  le  développement  d'une  racine 
carrée  en  fraction  continue.  (438-443). 

Ilain  [Em.).  —  Sur  la  loi  d'amincissement  des  colonnes.  (443- 

445). 

StolL  —  Sur  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère.  (445-446). 

Englert  [F.).  —  Le  nombre  S,i  des  intersections  des  diagonales 
d'un  polygone  de  n  côtés,  qui  tombent  à  l'intérieur  de  ce  poly- 
gone. (446-447)- 

Kapteyn  (  ^^.).  —  Nouvelle  démonstration.  (448). 

Si  l'on  a,  quel  que  soit  p,  l'égalité 

<?,-+-  «,  sin  j?  H-  «,  siu2p  -h. . .-+-  rt^  sin// jî  =  o, 
tous  les  coefficients  a  sont  c(;aux  à  zéro. 
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NOUVELLES  ANNALES  dr  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gkrono  et  Ch. 
BnissK  ('  .  ~  «y  série. 

Tome  XIX;  1880.  •>*  semestre. 

D'Oca^ne  (^V.  ).  —  Applications  de  Géométrie  riiiématiquc  plane. 
(289-303). 

Continuation  cl  fin  do  l'article  ptihlié  dariB  le  même  \'o1iirae  et  dont  «ousaTons 
prccédcmment  rendu  compte  (voir  Bulletin^  IV,,  i53).  Les  sujets  traités  dans  ce 
dernier  Article  sont  les  suivants  :  Sur  les  courbes  classiques  du  troisième  ordre. 

—  Sur   la   spirale  d'Archinièdc.  —  Sur   les  caustiques.  —  Sur  les  anamorphose». 

—  Sur  les  poduires. 

D'Ocagnc  (  M.  ) .  —  Démonstrations  de  théorèmes  énoncés  dans  les 
Nouvelles  Annales,  (3o4-3o7). 

Ces  théorèmes  de  Géométrie  se  rapportent  à  la  question  proposée  à  Tadmiision 
à  l'École  Polytechnique  en  1878. 

Candèze.  —  Sur  une  règle  de  M.  Laguerre.  (So^-Si  1). 

II  s'a^rit  de  la  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  d'une  équation  supérieures 
à  un  nombre^donné.  Comparaison  des  résultats  que  donne  la  règle  de  M.  Laguerre 
avec  ceux  qu'on  obtient  au  moyen  de  la  règle  de  Budan  ou  de  Fourier. 

Biehler  [Ch.),  —  Sur  les  équations  linéaires.  (3ii-33i,  356-362). 

Ces  deux  Articles  contiennent  une  application  des  déterminants  à  la  résolution 
d'un  système  d'équations  linéaires.  L'auteur  a  divisé  son  travail  de  la  manière  sui- 
vante :  1.  Le  nombre  des  inconnues  est  égal  à  celui  des  équations.  \\.  Le  nombre 
des  équations  surpasse  celui  des  inconnues.  IIL  Le  nombre  des  inconnues  surpasse 
celui  des  équations.  IV.  Application  de  la  théorie  des  équations  linéaires  aux  fonc- 
tions homogènes  du  second  degré. 

Ui«  ABOI41VÉ.  —  Remarque  sur  la  composition  de  Mathématiques 
proposée  en  1879  pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 
(331-332). 

Propriétés  des  coniques. 

CoRRESPOWDANCE.  —  M.  Bielilcr  :  «  A  propos  d'un  Article  de  lui 
Sur  un  procédé  d'élimination.  »  (332-334). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Normale  supérieure  (1880).  — 
Énoncés  des  compositions.  (334-335). 


(•)  Voir  BufUtin,  IV„  i/|6. 
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Qlkstio.ns  retirées,  au  Concours  césKRAL  de  1879  et  de  1880,  en 
Mathématiques  spéciales.  (336). 

Uxf    ANCIEN     élève    de    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES.  CompOSÎtioil 

mathématique  pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1880. 
Exposition  sommaire  d'une  solution  géométrique.  (337-34o). 

Problème  relatif  à  Thyperbole  équilatère. 

Leffoua:  (^•)-  —  Sur  les  trajectoires  d'un  point  matériel  soumis  à 
l'action  d'une  force  centrale.  (34o-347)» 

M.  Legouz  étudie  le  ciis  d*ane  attraction  proportionnelle  à  la  //'*"*  puissance  du 
rayon  vecteur.  Sans  intégrer  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire,  il  montre 
comment  on  peut,  au  moyen  de  cette  équation,  indiquer  la  forme  générale  de  la 
courbe,  trouver  ses  sommetn,  le  sens  de  sa  concavité,  ses  asymptotes  et  son  rayon 
de  courbure.  L'Article  se  termine  par  l'examen  de  cas  particuliers. 

Laguen*e,  —  Sur  les  coniques  qui  passent  par  trois  points  et  ont 
un  double  contact  avec  un  cercle  donné.  (347-3^o). 

Solution  physique,  pour  ainsi  dire,  du  problème  proposé,  suivie  d'une  vérification 
analytique.  Voir  du  même  auteur  une  Note  «  sur  la  Géométrie  de  direction  >, 
communiquée  à  la  Société  mathématique,  le  4  juin  1880. 

Saint-Germain  [A.  de).  —  Des  courbes  algébriques  qui  ont  plu- 
sieurs axes  de  symétrie.  (33o-355). 

Recherche  d'une  forme  caractéristique  de  Téquation  des  courbes  algébriques  qui 
admettent  un  nombre  donné  jm.  d'axes  de  symétrie.  Détermination  des  foyers  de 
ces  courbes. 

Dostor  (G.).  —  Formules  de  réduction  trigonométrique.   (3()2- 

367). 

Démonstration  de  vinf^t  formules,  déduites  essentiellement  du  théorème  que  voici 
ot  par  lequel  débute  TArticle  :  «  Dans  toute  relation  qui  a  lieu  entre  les  trois  angles 
A,  B,  C  d'un  triangle,  on  peut  remplacer  ces  angles  :  1"  par  les  compléments  de 
leurs  moitiés  ;  a**  par  les  suppléments  de  leurs  doubles  ». 

TVeill,  —  Théorèmes  sur  la  parabole.  (367-378,  44^"4^o)- 

Cette  étude,  fort  intéressante,  comprend  douxe  théorèmes  relatifs  aux  propriétés 
d'un  triangle  qui  se  déplace  en  restant  inscrit  à  une  conique  et  circonscrit  à  une 
parabole.  C'est  un  chapitre  des  travaux  de  l'auteur  sur  les  polygones  inscrits  et 
circonscrits  à  deux  coniques.  Elle  se  termine  par  cette  propriété,  très  simple  et 
digne  d^attention  :  «  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en  restant  inscrit  dans  une  pa- 
rabole, et  circonscrit  h  une  parabole  ayant  même  axe  que  la  première  et  de  para- 
mètre quadruple,  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  reste  constante,  a 

CoWCOUnS  D*ADMlSSI01iî  A  l/EcOLE  PoLYTECHNlOUE  (1880).  —  KuOU- 

cés  des  compositions.  (379-380). 
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CouRFspoNDAiNcK.  -  M.  H.  Laupcnt  :  «  Sur  une  propriété  des  poly- 
nômes de  M.  Lagucrre.  »  (38o-38s>.). 

PiBLirATioNS  tiÉ(:e>tes.  —  i.  Eléments  de  la  tliéorîe  des  détermi- 
nants, par  P.  Mansion  *,  3*^  édition  ;  .Mons,  Paris,  1880. —  2.  Trois 
J^eltres  inédites  de  Jean  P""  Bornoulli  à  Léonard  Euler^  Stock- 
holm, 1880.  —  3.  lluvi^cns  et  Roherval  ^  documents  nouveaux, 
par  C.  Henry;  Leyde,  1880. —  4.  Etudes  nouvelles  des  lignes 
et  surfaces  du  second  degré,  par  PLmile  Sourander;  HelsingCors, 
1879.  (382-384). 

Rcsal  {fJ').  —  Théorie  élémentaire  des  bracliistoclironcs.  (385- 
3.97)- 

Ropronant  tinc  question  prccé'Jeinment  traitée  d:ins  le  même  Recueil  d'une  façon 
sommaii'(\  l'éinineiil  autour  de  cet  article  s'est  proposé  d'établir  la  théorie  des  bra- 
chistochronrs  sans  faire  usa^ro  du  calcul  dos  variations  et  en  s'appuyant  sur  fies 
coiisiilornlions  anulo^jues  à  celles  qu'a  employées  Jean  BeruouUi.  Après  avoir  tout 
d'abord  établi  quelques  théorèmes  fondamentaux,  il  arrive  à  donner  les  équations 
générales  des  brachisloehrones  en  coordonnées  rectanfrniaires  lorsque  le  mobile 
n'ost  pns  assujetti  à  rester  sur  une  surface.  Il  examine  ensuite  le  cas  où  le  mobile 
est  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  fonction  de  la  distance  au  centre,  puis 
enfin  l'hypothèse  d'un  mobile  assujetti  à  rester  sur  une  surface.  Pour  cette  dernièr« 
partie,  on  peut  consulter  aussi  une  Thèse  de  M.  Roger,  insérée  au  Tome  XUl  du 
Journal  de  Maihcmatiques  pures  et  appliquées  (  i*"*  série  ). 

Lucas  [Éd.),  —  Sur  un  théorème  de  M.  Chasles  concernant  les 
coniques  homofocales.  (397-401). 

F.c  tliéorèmc  en  question  se  rapporte  à  un  cercle  variable  passant  par  deux 
points  fixes  d'une  conique.  M.  Lucas  en  déduit  plusieurs  formules  et  proprivlés  nou- 
velles. 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  trois  coniques  confoeales  deux  a  deux.  (4oi- 
4()3). 

L'auteur  démontre  co  théorème  :  «  Si  trois  coniques  sont  deux  à  deux  bitan(^entes 
à  un  môme  cercle,  leurs  cordes  communes  concourent  trois  à  trois  en  un  même 
point.  » 

ChcJîk'Bej  (du  Caire).  —  Solution  des  exercices  sur  le  tétraèdre 
proposés  par  !M.  (ienly.  (4*>3-4i  0- 

Ce  sont  des  propriétés  intéressantes  d:i  tétraèdre  dont  les  arêtes  opposées  sont 
éfîalcs  et  qu'on  peut  appeler  tétraèdre  c  isoscolc  •-. 

Moret-Blauc.  —  Solution  de  (piestions  proposées  par  M.  H.  Faure. 
(411-421). 
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II  s'agit  de  questions  touchant  les  surfaces  du  second  ordre  et  se  ruppoitanl  à  la 
théorie  des  indices,  publiée  par  M.  Faurc  dans  les  Nouvelles  Annales, 

Govi  (G.  ).  —  Sut*  quelques  Lettres  inédites  de  Lagrange,  publiées 
par  M.  Balthasar  Boncompagnî.  (421-428). 

Cet  articlci  traduit  par  M.  Aristide  Marre,  reproduit  une  Notice  lue  à  rAcadéniie 
des  Sciences  de  Naples  fe  5  juin  1880. 11  concerne,  entre  autres,  onze  Lettres  auto- 
graphes de  Lagrange,  dont  les  originaux  se  trouvent  dans  les  archives  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences  de  Saint-Pétersliourg.  Cctle  correspondance,  très  digne  d'intérêt 
au  point  de  Tue  scientifique  et  historique,  est  adressée  à  Eulcr,  hLaplac<%  ùCanler- 
zani,  à  M.  de  la  Garde,  etc.  11  est  également  question,  dans  la  Notice,  d'une  Lettre 
de  Gauss  à  Sophie  Germain. 

CoRRESPONDAKCE.  —  M.  Dewulf  :  a  Sur  le  ti^aeé  des  tangentes  aux 
ovales  de  Descartes.  »  (428-429). 

Publications  récentes.  --  1.  Questions  de  Géométrie  éléinentaii-e, 
parDesboves^  3*  édition;  Paris,  1880.  — 2.  Traité  élémentaire 
d*Algèl)i*e,  par  A.  Boset^  Bruxelles,  Paris,  1880.  —  3.  Il  Car- 
teggio  di  SoGa  Germain  e  Carlo  Federico  Gauss ^  Nota  di  A. 
Genocclii;  Torino,  1880.  (429-430). 

Fauquembergue  [E.).  —  Solution  de  la  question  1297,  (43o- 
43i). 

Décomposition  du  quadruple  et  du  carré  de  4/^*-»-  277'  en  une  somme  de  deux 
cubes. 

Rochetti  {M.).  —  Solution  de  la  question  1313.  (43 1). 

p  étant  donne,  faire  que  p^q  soit  une  somme  de  n  cubes. 

Questions  proposées  :  13ii  à  1347.  (43a). 

Amigues  {£.),  —  Recherches  sur  deux  modes  de  transformation 
des  figures  solides.  (433-44^)  481-492)' 

Suite  et  fin  de  l'étude  antérieurement  publiée  dans  le  même  Recueil  (voir  Bulle- 
tin^  IV,,  70).  A  cette  occasion,  nous  renouvellerons  une  critique  déjà  formulée  en 
d'autres  occasions  :  il  est  profondément  re(;retlab1e  que  la  suite  d'une  étude  dont  la 
publication  est  entreprise  en  décembre  1879  ne  paraisse  qu'en  octobre  1880;  c'est 
vouloir  rendre  illisibles  les  articles  les  plus  di[;ncs  d'intérêt.  Ici,  l'auteur  énonce  et 
démontre  un  certain  nombre  de  propriétés  curieuses,  notamment  sur  la  quartique 
de  Steiner. 

Voir  aussi,  de  M.  Amigues,  ses  Recherches  sur  les  transformations  du  second 
ordre  dans  les  figures  planes  [Nouvelles  Annales,  1877  ). 

Moret-Blanc. —  Solution  de  questions  propo.sées  par  M.  Moreaii. 
(450-454)- 
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Il  s'a{;itde  trois  développements  en  séries,  ^'appliquant  aux  fonctions  circulaires 
et  aux  fonctions  F. 

Henry  {€.).  —  Remarque  sur  un  article  dus  JV ombelles  annales. 

A  propos  de  ta  somme  des  puissances  semblables  des  x  premiers  nombres» 
M.  Hoiiry  attire,  avec  juste  raison,  l'attention  sur  les  formules  de  M.  Ed.  Lucas  co»- 
teniies  dans  ses  «  Kecberclics  sur  l'analyse  indéterminée  ». 

Lionnet.  —  jNote  relative  aux  intersections  intérieures  des  diago- 
nales d'un  polygone  convexe.  (456-457). 

L'autour  établit  que  le  nombre  de  ces  intersections  est  é^al  à  celui  des  combinai- 
sons des  sommets  quatre  à  quatre. 

Plblications  iiÉcEBiTEs.  —  1.  OEuvrcs  complètes  de  Laplace,  pu- 
bliées par  les  Secrétaires  perpétuels  de  rAcadéniie  des  Sciences^ 
t.  IV  ^  Paris,  1880.  —  2.  Cours  de  Calcul  infinitésimal,  par 
J.  Hoiiel;  t.  111,  2*  fascicule 5  Paris,  1880. —  3.  Sur  rorigiuc 
de  quelques  notations  mathématiques,  par  C.  Henry  ^  Paris,  1880. 

(457). 

Sondât,  —  Solution  de  la  question  1296.  (458-4S9). 

Sur  les  solutions  de  l'cquation  A*" -H  hjr*-h  C«*  =  o. 

Ilochetti  [M,).  —  Solution  delà  question  1312.  (459-4^0). 

Transformation  d'un  produit  en  une  somme  de  trois  cubes. 

Fau(/uembcrgue[E.).  —  Solution  de  la  question  1320.  (46o-46i). 

Lieu  {]rcométrique  relatif  au  cercle. 

Moret'Blnnc,  —  Solution  de  la  question  1321.  (461 -46a). 

Sur  les  solutions  de  certaines  équations  biquadratiques  indéterminées. 

AIoret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1326.  (  462-464  )• 

Problème  relatif  au  triangle. 

Moret'Blanc,  —  Solution  de  la  question  1327.  (464-467)- 

Résolution  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  les  bissectrices  dos  deux  angles 
aigus. 

Arnaud  (f^.-3/.  ).  —  Solution  de  la  question  1329.  (467-468). 

Exercice  sur  la  série  doFibonacci. 

Robaglia.  —  Solution  de  la  question  1332.  (468-470). 

Propriétés  de  la  parabole. 
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Droz  [yÉ,  ).  —  Solution  do  la  question  1334.  (470-47»). 

Sur  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle. 

IJssençon  {J.  ).  —  Solution  de  la  question  1339.  (47'-4-47^^)- 

•  TrouTcr  un  nombre  qui  soit,  ainsi  que  son  bicarré,  la  somme  des  carres  de  deux 
entiers  consécutifs.  » 

Fauré  (7.-J/.  ).  —  Solution  de  la  question  1340.  (473-475). 

Problème  sur  les  aires,  relatif  au  triangle. 

Bressan  [EcL],  —  Solution  de  la  question  1341.  (473-479). 

Normales  abaissées  d'un  point  donné  vl  une  conique  ou  à  une  surface  du  second 
ordre. 

l)ufauf\  —  Solution  delà  question  13-42.  (4r.9)- 
Propriété  de  deux  normales  à  une  parabole. 

QuESTio*^s  PROPOSÉES  :  1348  à  1331.  (480). 

Biehler  (Ch,).  —  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  eourhes 
algébriques.  (49^-507), 

L'auteur,  dans  cette  étude,  suppose  le  point  singulier  m  l'origine  et  coupe  lu 
courbe  par  la  droite  y  =.  Xx,  Supprimant  le  fucteur  x^  dans  l'équation  aux  ab- 
scisses qui  en  résulte,  il  obtient  une  relation 

m  étant  le  degré  de  la  courbe.  C'est  de  l'examen  de  cette  dernière  équation  que 
découlent  les  résultats  obtenus. 

Larmes,  —  Solution  des  questions  de  Mathématiques  élémentaires 
proposéiîs  au  Coneours  général  de  1879.  (  5o8-5i»i^. 

I*  Sur  un  quadrilatère  circonscriptible  à  deux  cercles. 
2*  Sur  un  système  de  deux  équations. 

Leinekugel  (-2/.).  ■ —  Solution  des  questions  proposées  uu  (loneours 
d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire  en  1879.  (5i'i-5i7). 

I*  Sur  un  cylindre  et  un  côue  droits  ayant  même  volume  et  même  surfacr. 
2*  Résolution  d'un  triangle  dont  la  base  égale  la  hauteur. 

Henry  (C).  —    Généralisation   d'un  théorème  d'Arithméticpie. 

(3i7-5i8). 

Le  théorème  que  M.  Henry  général isn  est  celui-ci  :  «  Le  carré  d'tin  nombre  im- 
pair est  la  dilTérence  do  deux  nombres  triangulaires  premiers  entre  eux.  » 

Co3icoijns    d'admission    a   l'Kcole    Normale   si  périkuue    (1879). 
—   Knoncé  de  la  composition  de  Mathématiques.  (  5 18-j  19  ). 

nu\L  dex  Srirncrs  inntfi.^  j'  Séi-io,  t.  IV.  (Décembre  iSSo/  R  .  1  o  . 


im  SlîCONDIî   PAIITIK. 

PiBLicAïio^'s  «ÉcEKTES.  —  1.  Bullcttiiio  dî  biblîografia  edî  storîa 
dclle  Scien7.e  inatomaticlie  c  fisiche,  da  B.  Boncompagni  ;  t.  XII; 
Itonia,  1879.  —  2.  American  Journal  of  Mathemalics ^  editor 
in  cliii'f,  J.-J.  Sylvcster;  Candirîdge,  ]Nc\v-York,  Philadelpliia, 
London,  Paris,  Berlin;  mars  1879.  —  3.  Mémoire  sur  les  résidus 
des  puissances  n  et  sur  la  résolution  de  Téquation  j?"-!- j"  =  z" 
en  nombres  entiers,  par  A.  Lefébure  ;  Paris,  1880.  (5 19-524)- 

Pisani  [F.).  —  Solution  de  la  question  1318.  (5a4-526). 

«  Trouver  un  nombre  N  =  jp'-+- (x -+- 1)' -s^-'-hC^ -4- 1";*-+- (^-+- 2)'.   • 

Droz  [Â ,  ).  —  Solution  de  la  question  1333.  (526-5317  ). 

Knveloppe  se  rapportant  à  la  spirale  logarithmique. 

Questions  pboposées  :  13o2,  1353.  (527-528). 

Mideyx  (Zi.).  —  Sur  l'évaluation  de  certains  volumes.  (529-55i). 

Cette  Note  est  relative  à  diverses  expressions  du  volume  compris  entre  une  surface 
et  deux  plans  parallèles,  quand  l'aire  interceptée  par  la  surface  sur  un  plan  paral- 
lèle variable  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  do  dc(;ré  m  da  la  distance  d'un 
point  fixe  à  ce  plan  variable. 

L'auteur  étudie  d*abord  les  cas  où  m=  !»,  m=  3,  puis  il  montre  qu'on  peut  faire 
des  transformations  analoj^ues.  quel  que  soit  m.  Il  éclaircit  les  considérations  pré- 
sentées par  quelques  applications.  Il  démontre  enGn  la  proposition  suivante  :  «  Si 
l'on  coupe  une  surface  réglée  par  un  plan  déterminant  une  section  fermée,  Taire  de 
celte  section  est  une  fonction  rationnelle  du  second  degré  de  la  distance  du  plan 
sécant  à  un  point  lixe  de  l'espace.  » 

CoNCOUlVS    D*ADMISSlO]V    A    L*EcOLE  CEDiTItALE  DKS  AllTS  ET  MaMïFAC- 

TURfis  (1879).  —  Première  et  deuxième  sessions  :  Enoncés  des 
l'orapositions.  (55 1 -556). 

Moret^Blanc,  —  Solution  de  la  question  1336.  (556-557). 

Sur  un  système  de  droites  enveloppant  une  conique;  lieu  géométrique. 

Fauffueniberguc.  —  Solution  de  la  question  1346.  (557-558). 

Sur  des  parallélogrammes  construits  sur  les  côtés  d'un  triangle  comme  diagonales. 

Correspondance.  —  M.  S.  Realis  :  «  Sur  une  propriété  de  certaines 
équations  irréductibles,  dont  la  découverte,  attribuée  à  A.-J.-H. 
\  incent,  appartient  à  Lt^gendre.  »  (558-502). 

DiRLior.uAVHiE. —  Digression  histori(|ue  sur  les  quantités  négatives, 
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à  propos  de  la  Théorie  des  quantités  négatives  de  M.  de  Campou  ; 
Paris,  1879-,  par  M.  Georges  Dostor.  (562-565). 

Questions  pkoposées  :  13o4, 13oo.  (565-566). 


Supplément. 

Tissot  (^.  ).  —  Mémoire  sur  la  représentation  des  surfaces  et  les 
projections  des  Cartes  géographiques.  (40  pages). 

Ce  Supplément,  que  nous  aTions  annoncé  (voir  Bulletin^  IV,,  66),  contient  la  fin 
du  remarquable  Mémoire  de  M.  Tissot,  qui  avait  commencé  à  paraître  dans  les 
Nouvelles  jéntiales  en  1878,  puis  en  1879. 

Le  Chapitre  III  se  termine  par  l'examen  des  projections  aphylactiquea  et  des  pro- 
jections centrales. 

Le  Chapitre  IV  et  dernier  comprend:  i<*  Résultats  numériques  relatirs  aux  Cartes 
de  portions  du  globe  moindres  qu'un  hémisphère;  3*  Choix  d'un  mode  de  projec- 
tion. 

L'ensemble  du  Mémoire  de  M.  Tissot  form<^,  à  la  fois  an  point  de  Tue  théorique 
aussi  bien  qu'au  point  de  vue  des  applications,  un  véritable  Traité,  rationnel  et 
excellemment  ordonné,  sur  la  question  des  projections  des  Cartes  géographiques.  II 
contient  une  classification  anssi  complète  que  possible  des  procédés  en  usage  et  une 
judicieuse  discussion  des  avantages  et  des  inconvénients  que  présente  chacun  d'eux. 

A.  L. 


JOURNAL  DE  Matubuatiqubs  pures  rt  appliquées,  fondé  par  J.  Lioi} ville  et 
continué  par  H.  Resal.  -   3*  série  ('). 

Tome  VI.  —  Année  1880. 
flennite.  —  Sur  une  formule  d'EuIer.  (5- 18). 

M.  Hermite  étudie  et  généralise  nne  remarque  d'Ruler,  qu'une  Lettre  do  M.  Fuss 
a  fait  connaître  aux  lecteurs  du  Bulletin  (a«  série,  t.  111,  p.  236);  elle  consiste  en 
ce  que  la  substitution 

rend  rationnelle  la  difiTérentielle 


djc. 


(•)  Voir  Bnlletifi,  1II„  ai'i. 
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Un  calcul  direct  moaire  d'abord  que,  si  la  foncliou  /(x*)  jouit  do  la  proprîéU 

la  substitution 

P  = = 

X^'2 

rend  rationnelle  la  diflTérentielle 

f(x*)rix 


^Ax*-i-2B.t«-rC: 


La  méthode  de  décomposition  en  éléments  simples  conduit  k  ce  même  résultat 
et  a  d'autres  analo^^aes.  La  condition  précédente,  appliquée  k  l'intégrale 


/ 


/('')dx 


^i^i-.x*){t^A^x*j 
qui  devient 

/F(ï)rff 

par  la  substitution  x  =  sn^,  est  remplacée  par  la  condition  F(Ç  -h  /K'  )=  —  ^Ht  )• 
Si,  généralement,  on  considère  des  fonctions  doublement  périodiques  F({),  F,(^}, 
F,(0  satisfaisant  aux  conditions  respectives 

F(f^-aK)  =  FCf^  F(Çh-iK')  =  -F(Ç); 

F.(Ç-hK-f-/K')=-F.(^),     F,CJh-K-.'K')  =  -F.(|), 

F,(f-i-K)  =  -F,(0.  F.(f^2«K')  =  -+-F,(^f), 

les  quantités  D^  logsn  {,  D^  logcn^,  D^  logdn(  joueront  respectivement  le  r6le  d'élé- 
ments simples  par  rapport  à  ces  fonctions,  et  l'on  trouvera  les  formules  de  décora- 
position  par  le  procédé  habituel;  en  prenant  successivement  pour  p  la  valeur 
d'un  de  ces  éléments  simples,  on  arrive  à  la  conclusion  suivante  :  soient  les  fonctions 
y(x"),/,  (x'),/^(x')  jouissant  respectivement  des  propriétés 


/('')  =  -/(Ârr.)' 
/.(^')=-/.(t^); 


les  diiféreutielles 

/(.r«)./x  M'')^f-'  /.('M'/' 


serout  rendues  rationnelles  par  les  substitutions 


/f=— »     P  =  — ; t     P  = 


Snint-Gcnnain  (./.  de).  —   Sur  le  parallélograiumc  de  Wall. 
(19-26). 
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Ctleul  de  la  déviation  de  rextrémité  de  la  tige,  —  Démonstration  simple  des 
règles  de  M.  Tchebycheff. 

André  {D.).  —  Intégration,  sons  forme  finie,  de  troig  espèces 
d'équations  difFérentielles  linéaires  a  coeflicients  variables.  (27- 

48). 

Soit  une  équation  diflërentielle  linéaire  d'ordre  m  entre  la  fonction  Y  et  la  va- 
riable indépendante  x  ;  désignons  par  Y.,  Y|/  ,Y^\  »,,  les  râleurs  pour  x  =  o  de  Y 
et  de  ses  dérivées;  que  l'on  prenne  les  dérivées  d'un  ordre  sufflsamment  élevé  des 
deux  membres,  et  que  Ton  fasse  x  =zo  dans  le  résultat,  on  arrivera  à  une  équation 

dont  le  premier  membre  sera  la  somme  des  quantités  Yq*  ,  Yq*~^  ,  . . .  multipliées 
par  des  fonctions  de  /i;  et  cette  équation  subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  n 
supérieures  à  un  certain  nombre  y;  l'auteur  la  désigne  sous  Je  nom  d'é^tutiion 
dérivée.  Les  équations  différentielles  linéaires  dont  il  s'occupe  sont  telles  que  leur 
équation  dérivée  (dite  régulière)  soit  de  la  forme 

K,K(»)Yi'''-+-K,F(«-i)Yo''"*'-+-...-+-K|F(ii-A)Yi;'""^*  =  Ot 

F(ii)  étant  une  fonction  quelconque  de  n,  et  les  quantités  K  et  A  des  constantes. 
I.es  trois  espèces  étudiées  par  M.  André  sont  caractérisées  par  les  égalités 

'       tii/(n)  f*lj{n) 

(m-hs){ii-hS'i-i),..{n-hs-^i^i) 

où  t  est  un  entier  supérieur  à  zéro,  s  est  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif, 

et/(/i)  un  polynôme  entier  par  rapport  à  a  et  à  des  exponentielles  de  la  formel. 

La  méthode  d'intégration  consiste  à  développer  l'intégrale  suivant  la  série  de 

Maclaurin;  naturellement  les  quantités  Y»,  Yq  ,  Yq'^^'  jouent  le  hVle  de  constantes 
arbitraires.  On  commence  par  calculer,  au  moyen  de  ces  quantités,  les  valeurs  de 

Y'7\  •  •  M  Yq*^;  posant  ensuite 
l'équation  dérivée  donne 

qui  montre  que  p^  est  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite.  Si 
Ton  sait  sommer  la  série  de  Maclaurin,  en  se  fondant  sur  les  propriétés  des  suites 
récurrentes,  on  aura  l'intégrale  sous  forme  finie.  Les  types  étudiés  par  M.  André 
correspondent  aux  cas  où  l'on  sait  faire  cette  sommation,  soit  d'après  des  résultats 
antérieurement  acquis,  soit  d'après  les  propres  recherches  de  l'auteur. 

Les  équations  du  premier  type  admettent  une  intégrale  composée  uniquement 
de  fonctions  algébriques  rationnelles.  Dans  les  intégrales  des  équations  do  deuxième 
et  du  troisième  type  entrent  eu  outre  respectivement  des  exponentielles  de  la  forme  a* 
et  des  logarithmes  de  la  forme  log(i  —  ax)* 

Resal.  —  Note  sur  les  didérentcs  branches  de  la  Cinématique. 

(49-jo). 
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Zolotareff\  —  Sur  la  théorie  des  nombres  complexes.  (ji-jS^ 
129-143). 

L'auteur  fait  la  théorie  des  nombres  de  la  forme 

^u«  ^t»  ••  •  ^it-i  ôtant  des  nombres  entiers  ordinaires  et  x^  une  racine  d'une  équation 
irréductible  de  degré  //,  à  coefficients  entiers.  Cette  théorie,  pour  le  cas  des  équa- 
tions binômes,  a  été,  comme  on  sait,  constituée  par  M.  Knmmer;  M.  Zolotareff 
retrouve,  comme  cas  particulier  de  son  analyse,  les  résultats  de  M.  Kummer. 

Resal,  —  Sur  T Astronomie  nautique.  (85-88). 

Boussinesq  («/.).  —  Sur  la  manière  de  présenter  la  théorie  des  po- 
tentiels d'attraction  dans  Thypothèse,  généralement  admise,  de 
la  discontinuité  de  la  matière.  (89-98). 

Laguerre.  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  de  e*^'\  ^{^) 
désignant  un  polynôme  entier.  (99-110). 

Posant 

où  (x^'^')  désigne  une  série  de  puissances  entières  de  x,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  et  commençant  par  un  terme  en  x^"*"',  M.  Laguerre  commence 
par  montrer  que  f^{x)  satisfait  à  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre 

où  8„  et  H„  désignent  des  polynômes  de  degrés  m  —  1  et  2  (m  —  f),  m  étant  le  degré 
de  F(x);  une  autre  solution  de  cette  équation  est  ç?„(x)c""'^t-^';  c*e«l  cette  der- 
nière propriété  qui  le  conduit  à  une  méthode  pour  la  détermination  du  coefficient 
de  9^  et/,,  méthode  qu'il  applique  au  cas  où  F(j:)  est  du  second  degré. 

Schwarz.  —  Essai  d'une  démonstration  d'un  théorème  de  Géo- 
métrie, rédigé  sur  l'invitation  de  M.  Charles  Hermite.  (m- 

n4). 

Les  coordonnées  d'une  courbe  plane  de  degré  n  qui  a  précisément 

Ç/i  — 1)(/?  — 2)      ^ 
2 

points  doubles  différents  s'expriment  rationnellement  par  un  paramètre  et  par  une 
racine  carrée  d'une  fonction  entière  du  cinquième  ou  du  sixième  degré  de  ce  para- 
mètre. 

Resal,  —  Sur  les  propriétés  d'une  courbe  qui  roule  sur  une  droite. 

(i  IJ-128). 


» 
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Déterminer  la  forme  d'une  courbe  telle  que,  si  elle  roule  sur  une  droite,  un 
point  relativement  fixe  de  son  plan  décrive  une  courbe  donnée  par  son  équation 
difierentielle. 

Maxiinovilch  [TF.  de),  —  Conditions  pour  que  les  constantes 
arbitraires  d*une  expression  générale  soient  distinctes.   (167- 

.76). 

«  Afin  que  les  constantes  arbitraires  a,,  a,.  ...,  a^  d'une  expression  F  soient 
distinctes,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  n'existe  entre  les  Tonctious 

dai      âa^  Oa^ 

aucune  relation   linéaire  homogène  à  coefRcients  constants  (indépendants  de  X|, 
x^,  ....  jr^,  mais  pouvant  dépendre  de  a,,  a,,  . . .,  nj), 

•  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que,  parmi  les  dérivées  partielles  de  F  par  rapport 
aux  variables  indépendantes  x,,  x,,  ...,x^  et  dont  les  ordres  ne  surpassent  pas 
(m  —  i),  il  se  trouve  au  moins  un  seul  système  de  m  fonctions  entre  lesquelles  il 
n'existe  aucune  relation  où  a,,  a,,  . . .,  a^  ne  figurent  pas  explicitement.  » 

Boussinesq.  —  Sur  les  problèmes  des  températures  stationnaires, 
de  la  torsion  et  de  récoulement  bien  continu  dans  les  cylindres 
ou  les  tuyaux  dont  la  section  normale  est  un  rectangle  à  côtés 
courbes  ou  est  comprise  entre  deux  lignes  fermées.  (177-186). 

David.  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  0.  (187-214). 

L'antcur  s'o  *cnpc  de  la  transformation  des  fonctions  intermédiaires  du  premier 
ordre;  ces  fondions  s'exprimant  au  moyen  des  fonctions  9,  pour  •lesquelles  la 
théorie  de  la  transformation  est  faite,  la  question  se  trouve  résolue,  théoriquement 
du  moins;  toutefois,  son  étude  dîrrcte  conduit  à  des  formules  remarquables  par 
leur  symétrie  et  leur  généralité;  dans  le  courant  de  ses  recherches,  l'auteur  a  été 
conduit  à  donner  la  somme  de  la  série 

dans  le  cas  où,  p  et  q  étant  premiers  entre  eux,  les  nombres  m  et  pq  sont  de  même 
parité. 

Léauté.  —  Sur  rétablissement  des  formules  données  par  M.  Resal 
pour  représenter  le  mouvement  d'une  courbe  funiculaire  plane. 
(2i5-234). 

Après  avoir  établi  ces  équations  {Traité  de  MécMtique  générale^  t.  I,  p.  32 1), 
M.  Resal  les  applique  au  cas  du  mouvement  lent  d'une  corde  dont  un  point  est  fixe; 
toutefois,  M.  Resal  n'a  voulu  traiter  que  le  cas  où  la  corde  est  très  voisine  de  la 
ligne  droite  et  a  négligé  d'indiquer  explicitement  cette  restriction.  M.  Léauté  aborde 
le  problème  dans  toute  sa  gèuèraUd*,  alin  d'i'tablir  les  équations  des  petites  osciU 
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lations  d'une  corde  inextensible  dans  l'espace;  les  formules  auxquelles  il  parvient 
SA  réduisent  à  celles  de  M.  Resal  dans  le  cas  de  la  courbe  plane. 

Méray  {Ch.).  —  Démonstration  générale  de  rexîstcnce  des  inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles.  (a35-266). 

Considérons  un  système  d'équations  difierentielles  simultanées  du  premier  ordre. 
Exprimant  immédiatement  quelques  dérivées  premières  des  fonctions  inconnues  en 
fonction  composée  de  ces  fonctions  inconnues,  d'autres  dérivées  premières  de  ces 
fonctions  et  des  variables  indépendantes,  on  distinguera  d'abord  celles  des  variables 
(dites  principales)  par  rapport  auxquelles  sont  prises  les  dérivées  qui  fièrent  dans 
les  premiers  membres  de  celles  {d\X^  paramétriques)  qui  sont  étrangères  à  la 
formation  de  ces  dérivées;  une  variable  peut  d'ailleurs  être  à  la  fois  principale  pour 
quelque  fonction  et  paramétrique  pour  quelque  autre;  on  distinguera  de  même 
les  dérivées  paramétriques,  prises  uniquement  par  rapport  à  des  variables  para- 
métriques, des  dérivées  principales  qui  intéressent  au  moins  quelque  variable  prin- 
cipale, en  sorte  que  les  équations  considérées  expriment  les  dérivées  principales 
premières  des  fonctions  inconnues  en  fonctions  composées  des  variables  indépen- 
dantes, de  ces  mêmes  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  paramétriques  pre- 
mières ;  imaginant  ensuite  les  équations  rangées  dans  les  compartiments  d'un  Tableau 
divisé  en  cases  en  nombre  égal  au  produit  du  nombre  de  fonctions  inconnues  par  celui 
des  variables  indépendantes,  de  façon  que  les  cases  d'une  même  colonne  contiennent 
toutes  les  équations  dont  les  premiers  membres  sont  les  dérivées  d'une  même 
fonction  inconnue  et  celles  d'une  même  ligne  toutes  les  équations  où  les  dérivées 
sont  prises  par  rapport  à  une  même  variable,  et  supposant  que  les  seconds  membres 
des  équations  d'une  colonne  quelconque  ne  contiennent  aucune  dérivée  de  toute 
fonction  inconnue  dont  .quelque  variable  principale  serait  paramétrique  pour  la 
fonction  dont  les  équations  considérées  expriment  les  dérivées  principales,  le 
système  d'équations  différentielles  satisfaisant  à  cette  condition  est  dit  sjrstème  im- 
médiat  par  M.  Méray. 

Les  intégrales  d'un  tel  système,  conçues  comme  holotropes  dans  les  limites  des 
valeurs  des  variables  où  elles  peuvent  exister,  sont  dites  ordinaires  lorsque,  pour 
les  valeurs  correspondantes  des  variables  desdites  intégrales  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques  premières,  les  seconds  membres  des  équations  différentielles  de- 
viennent toutes  fonctions  holotropes  de  ces  trois  sortes  de  quantités,  considérées 
un  instant  comme  autant  de  variables  indépendantes. 

Dans  une  dérivée  principale  d'ordre  /i,  le  genre  est  défini  par  le  nombre  de  dif- 
férentiations  principales  qui  concourent  à  leur  formation. 

Ces  définitions  posées,  on  voit  facilement  que,  quand  un  système  immédiat  pos- 
sède quelque  groupe  d'intégrales  ordinaires,  leurs  dérivées  principales  d'ordre  m 
et  de  genre  y  sont  indéfiniment  exprimables  en  fonctions  composées  holotropes  des 
variables,  des  intégrales  considérées  elles-mêmes,  de  leurs  dérivées  (quelconques) 
d'ordre  inférieur  à  n  et  de  leurs  dérivées  d'ordre  n,  mais  de  genres  inférieurs  à  >; 
plus  particulièrement,  elles  s'expriment,  sans  distinction  de  genres,  eu  fouctions 
composées  holotropes  des  variables  indépendantes,  des  intégrales  elles-mêmes  et 
de  leurs  dérivées  paramétriques  d'ordres  égaux  ou  inférieurs  à  n;  si  maintenant  a-,. 
•  jr^,  a,,  ...  sont  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  variables  indépendantes  x, 
X,  a,  ...  dans  les  limites  d'holotropic  d'un  groupe  donné  d'intégrales  ordinaires 
du  système  immédiat,  si  l'on  counait  seulement  les  valeurs  que  prennent  ces  in- 
tégrales et  leurs  dérivées  paramétriques  de  tous  ordres  pour  x  =  x,,j=.r„ 
z  =  2«,  . . .,  on  pourra  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  \ean  dérivées  prin- 
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ripait*»  de  tout  ordres,  et  par  Btiitc  construire  les  dévoloppoments  do  ces  inté- 
{vraies  en  aéries  entièrea  par  rapport  à  x  —  x^^y  —  .r,,  z  —  «,,...  ;  de  môme,  ai 
l'on  appelle  détermination  initiale  d'une  intégrale  cette  fonction  des  rariables  pa- 
ramétriques à  laquelle  elle  se  réduit  quand  ses  variables  principales  prennent  leurs 
valeurs  initiales,  il  est  clair  qu'on  pourra  former  les  développements  d'un  groupe 
d'intégrales  dont  on  connaît  seulement  les  déterminations  initiales. 

Si  maintenant  on  effectue  les  calculs  précédents  en  partant  d'un  groupe  de  fonc- 
tions arbitrairement  choisies  en  même  nombre  que  l(*s  fonctions  inconnues  du 
système  immédiat  et  ne  dépendant  respectivement  que  des  variables  paramétriques 
de  ces  dernières,  sans  savoir  si  ces  fonctions  arbitraires  sont  les  déterminations 
initiales  de  quelque  groupe  d'intégrales  ordinaires,  il  y  a  lieu  de  se  demander  si 
les  développements  obtenus  convergeront  et  représenteront  des  intégrales  simul* 
tanées  du  système  immédiat  proposé.  Pour  cela,  une  première  condition  (dite 
de  passivité)  est  tout  d'abord  néressaire. 

Quand,  dans  les  calculs  précédemment  décrits,  la  dérivée  dont  on  veut  avoir 
l'eipression  au  moyen  des  variables  indépendantes,  des  intégrales  et  de  leurs  dé- 
rivées paramétriques  est  complexe,  c'est-à-dire  provient  de  différentiations  Inté- 
ressant à  la  fois  plusieurs  variables  principales  distinctes,  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
peut  arriver  à  la  valeur  de  cette  dérivée  par  des  voies  différentes,  qui,  d'ailleurs,  si 
l'on  part  d'intégrales  effectivement  connues,  ne  peuvent  conduire  qu'à  la  même 
détermination;  mai»  si,  dans  les  expressions  obtenues  ainsi  par  des  différentiations 
d'équations  différentes  pour  une  même  dérivée,  on  remplace  les  variables  princi- 
pales par  leurs  valeurs  initiales  et  les  intégrales,  ou  plutôt  les  fonctions  inconnues, 
par  des  fonctions  arbitraires  des  variables  paramétriques,  regardées  comme  les  dé- 
terminations initiales  de  ces  intégrales,  il  est  évidemment  nécessaire,  pour  que  les 
calculs  décrits  aient  un  sens,  que  les  valeurs  numériques  ainsi  obtenues  pour  les 
deux  exprefsions  soient  égales;  si  cette  équivalence  a  lieu,  en  vertu  de  la  constitu- 
tion du  système,  indépendamment  de  toute  hypothèse  sur  la  nature  des  fonctions 
arbitraires  et  sur  les  valeurs  initiales  des  variables,  le  système  est  dit  passif.  Pour 
cela,  il  est  d'ailleurs  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  expressions  obtenues  pour 
toute  dérivée  complexe  seconde  d'une  fonction  inconnue  quelconque,  au  moyen  des 
variables  indépendantes  x^j,z,  ...  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques  premières  et  secondes,  soient,  dans  tous  les  cas,  des  fonctions  iden- 
tiquement égales  do  ces  trois  sortes  de  quantités,  regardées,  pour  un  moment, 
comme  autant  d'autres  variables  indépendantes.  On  a  alors  la  proposition  suivante, 
dont  l'établissement  est  le  principal  objet  du  Mémoire  de  M.  Méray  : 

«  Considérons  un  instant  dans  le  système  {a)  les  variables,  les  fonctions  In- 
connues et  leurs  dérivées  paramétriques  premières,  comme  autant  de  variables  in- 
dépendantes distinctes,  représentées  graphiquement,  selon  l'usage,  par  des  points  en 
même  nombre,  rapportés,  chacun  dans  son  plan,  à  un  couple  d'axes  rectangulaires. 

■  Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  quantités  tombant  à  l'intérieur  d'aires  limi- 
tatives (S)  données  dans  les  plans  coordonnés,  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (a)  en  sont  fonctions  holotropes,  et  si  les  conditions  de  passivité  sont  satisfaites, 
ces  équations  admettent  en  x„  ,r,,  z««  ...,  valeurs  initiales  des  variables  prises  à 
volonté  dans  celles  des  aires  (S)  qui  leur  correspondent,  un  groupe  (unique)  d'in- 
tégrales ordinaires  (holotropes),  ayant  pour  déterminations  initiales  des  fonctions 
holotropes  de  leurs  variables  paramétriques,  choisies  arbitrairement  sous  la  simple 
condition  que  leurs  valeurs  initiales  et  celles  de  leurs  dérivées  premières  tombent 
dans  celles  des  aires  (S)  qui  sont  relatives  aux  fonctions  inconnues  et  à  leura  dé- 
rivées paramétriques  premières.  » 
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De  Mauprou.  —  Note  n'Ialive  au  pulsomèlre  de  Hall.  [i{i'j-2^'>). 

Radau  (/^.).  —  Klude  sur  les  formules  d'approximation  qui  servent 
i\  caleuler  la  valeur  numérique  dune  intégrale  définie.  (283- 
336). 

fltude  d'ensemble  et  comparaison  des  diverses  méthodes  connues;  pour  chaque 
méthode,  le  degré  de  précision  e>t  marqué  avec  soin  ;  de  plus,  l'auteur  a  réuni  toiilfs 
les  constantes  dont  on  peut  avoir  besoin  dans  l'application,  en  sorte  que  son  tra- 
vail présente  un  double  intérêt  théorique  et  pratique. 

Souc/ion  [^4 .).  —  Sur  une  grande  inégalité  du  moyen  mouvement 
de  la  planète  Comordia.  (337-342). 

Doslor  (C).  —  Théorie  générale  des  polygones  étoiles.  (343- 
36u). 

Germain  (vS.).  —  Mémoire  sur  l'emploi  des  surfaces  élastiques. 
(i-66). 

Mémoire  de  la  célèbre  mathématicienne,  présenté  à  l'Acadcmie  des  Scienceti 
(8  mars  i^^4)»  '^^'^  public,  retrouve  dans  les  papiers  de  Prony  à  la  Kibliothèq.ie 
de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées. 
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Conche.  io5. 

Copeland.  36,  i63,  16'^. 

Cornu.  10,  121,  i3{. 

Cottereau.  69. 

Courbe.  59.  i49> 
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Droz.  365,  366. 
Dubjago.  161. 
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Howe.  i56,  170. 
Huggins.  90.  193. 
Hugo  (L.).  69. 

Hunyady.  24^*  ^•'•''  ''*•*'•  ''•'>^»  '^»1- 

Husman.  255. 

Igel.  223,  227. 

Imschenetsky.  107. 

Iirael.  257. 

Jamin.  i33,  14 1,  23  ?. 

Jansson.  89,  i41.  ■i3>. 
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Lcistmann.  35. 
Lemoine.  90,  i5o. 
Lemonnier.  70,  7'|.  79. 
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Martin  (L.).  252. 

Mascart.  16,  i36,  233. 
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